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Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 
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expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
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j^y.'^  o' 


•-#ri%^i> 


\ 


^ 


BULLETIN 


DE    I.  \ 


SOCIÉTÉ  MATPÉMATIQUE 


DE  FRANGE 


Reconnue  d'utilité  publique  par  décret  en  date  du  11  février  1888) 


Pl'BLII. 


1>\K    LES  SECUËTMKES. 


PVIUS, 

4 

AU    SIKGK    l)i:    LA    SOCIKTi:, 

IKX!I 


1 

i 

TOME  DIX-SEPTIËME.  i 


lit  I.I.KTIN 


s()(:ii-:tk  mat  m:  m  ai  ion: 


l.iJIfi  Paris.  —  Imprimrrie  tïXUTIIIER-VII.LARS  FT  KII.S.  quai  «Icr  (irami*  Aufu«lin)>.  y 


0 


BULLETIN 


DR     LA 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE 


DE  FRANCE, 


P  U  I)  L  I  K 


V\\{   Li:S   SECRÉTAIRES. 


TOME  DIX-SEPTIÈME.  -  ANNÉE  1888-89. 


*  fl 


PARIS, 

Ali    SIÈ(ÎE    DE    LA    SOCIETE, 

7,   nUK  I)KS  (iRANDS-AUGUSTINS,    7 

188» 


(   I.c'iiîKl  Staiirord,  Jr, 


N> 


CL  fcO'ô  Q>\ 


ÉTAT 

DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 


AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1889  ('). 


Les  initiales  S»  P,  désignent  les  Sociétaires  perpétuels. 


l  MM.  BERTRAND. 

M      K       u  AT,  \  CREMONA. 

Membres  honoraires  du  Bureau  ....    \  HFRMITF 

(  TCHÉBICHEFF. 

Président MM.  ANDRÉ. 

ICOLLIGNON. 
HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 
PICQUET. 
VICAIRE. 

Secrétaires i      HUMBERT. 

(      KOENIGS. 

„.      c      ^1  •  \      CARVALLO. 

Vice-Secrélaires {       _  .  _._,v 

(       RAFFY. 

Archivisli» PRESLE  (de). 

Trésorier CLAUDE-LAFONTAINE. 

APPELL. 
CLAYEUX. 
COMBEROUSSE  (de). 
DARBOUX. 
FOURET. 

Membres  du  Conseil /       HALPHEN. 

JORDAN. 

LAISANT. 

MANNHEIM. 

PICARD. 

POINCARÉ. 

ROUCHÉ. 

')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'udresser  un  Secréloriut 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  li«^n  de  faire  à  cette  liste. 
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Date 
aUuiiisiun. 


1872.      ACDARD,  directeur-adjoint  de  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière^  rue 
de  la  Terrasse,  6  bis^  à  Paris. 

1887.  ALBE€€1AM  (  M .-L.),  professeur  à  l'Université,  /|,  Salita  Kanditore,  à  Palcrme  (Italie). 
1881 .      AHIfiUES,  professeur  au  lycée,  boulevard  du  Musée,  6G,  à  Marseille  (  houches-du-Khône  ) 
1872.      AiVDftK  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  17,  à  Paris. 

1879.      APPELL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Le  Verrier,  6,  à  Paris. 

1884.  AftXAlD,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Nice  (Alpes-Maritimes). 

1872.  ARO^  (Henri),  banquier,  rue  du  Quatre-Septcmbre,  18,  à  Paris. 

1881 .  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Bonne,  ii  Grenoble  (Isère). 

1882.  A(]TON.\E,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  place  d'Helvétie,  7,  à  Lyon  (Rhône). 

1888.  BAPST  (Germain),  faubourg  Saint-Honoré,  2i3,  à  Paris. 

1886.  BARDEBEXA,  ingénieur  topographe,  à  San-Salvador. 

1871.  BEMOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Ch&telet,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (Sjôuc- 

et-Loire),  S.  P. 

1875.      BERDELLE,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1873.  BERTRAiVI)  (Joseph),  secrétaire   perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  rue  de  Tour- 

non,  ^,  à  Paris. 

1887.  BEYE.\S  (Ignacio),  capitaine  du  Génie,  5,  Santa  Inès,  à  Cadix  (Espagne). 
1875.      BISCUDFFSUEIX,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

1872.  BIEXAYME  (Arthur),  directeur  des  Constructions  navales,  à  Toulon  (Var). 

1872.  BIEXAYMB,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

1888.  BIOCHE,  professeur  au  Lycée  de  Douai  (Nord). 

1881.      lONCOMPACNI  (le  prince  Ballhasar),  place  Colonna,  palais  Piombino,  à  Rome  (Italie). 

1873.  BOWET  (Ossian),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des 

Écoles,  4^1  ^  Paria. 

1870.      BORCIIARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé),  S.  P. 

187G.      BOUrilËR,  ancien  directeur  de  l'École  préparatoire  des  Sciences  et  Lettres,  rue  Appert, 
3(),  à  Angers  (Maino-et-Loire). 

1873.      BOULANGER,  professeur  ue  Mathémaliques,  rue  Constantinc,  101,  à  Mustapha  inférieur 
(.VIgérie). 

188G.      BRAILT  (A.),  boulevard  de  Talerrie,  à  Bordeaux  (Gironde). 

187i.      BRIOSOni,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan 
(Italie). 

1872.  BRISSE  (Ch.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bécon,  55,  à  Courbcvoio 

(Seine). 

1873.  BROCARD,  major  du  \*  régiment  du  Génie,  à  Grenoble  (Isère). 

188G.      BRINEL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1888.      CA\ET  (Gustave),  ingénieur  civil,  directeur  de  l'artillerie  à  la  Société  des  Forges  delà 
Méditerranée,  avenue  de  Malakoflf,  (jt,  à  Paris. 

1885.  CARO.X,  professeur  de  Géométrie  descriplivo,  rue  Claude-Bernard,  82,  à  Paris. 

1887.      GARYALLO,  professeur  au  lycée  de  Versailles,  19,  villa  Saïd,  Passy. 

1884.      CASEY  (John),   professeur  à  l'Université  catholique  de  Dublin,  Slephcns  Grecn,  8'|, 
à  Dublin  (Grande-Bretagne). 

1887.      CASPARY,  professeur  au  Collège  Humboldt,  Louisenstrasse,  2,  à  Berlin  (Allemagne). 

1S73.      CATALA.>i,  professeur  émérile  à  l'Universilé,  21,  rue  des  Éburons,  à  Liège  (Belgique). 

1887.      CERRITI,  professeur  à^rUniversitè,  à  Rome  (Italie). 
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CIIAILAN  (Edouard),  rue  Berthollet,  i^|,  h  Paris. 

CIASLES,  membre  de  l'Inslittit  (dûcédc),  S.  P. 

CIEXIN,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  de  l'Aima,  i2,  h  Paris. 

CDRYST4L,  professeur  à  l'Université,  à  t)dinibonr£[  (Ecosse). 

CIVIALE,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 

CLAYEOX,  intendant  divisionnaire  en  retraite,  avenue  de  Clicliy,  53,  à  Paris. 

CLAGDE-LAFONTAllVE,  banquier,  rue  de  Trévise,  3'i,  à  Paris,  S.  P. 

COLLICKOX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  'jH,  »  Piiri<i. 

COXBEROiJSSE  (dr),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 
rue  Saint-Lazare,  9),  à  Paris. 

COl'KGELLES,  professeur   de  Mathématiques   spéciales  au   lycée  Saint-Louis,  3<>,  rue 
Gay-Lussac,  a  Paris. 

GEAIfi  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Ifopkins,  à  Baltimore  (  États-Unis  d'Amé- 
rique). 

CREMOXA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome 
(Italie). 

CRETH,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Val-de-Gràce,  9,  à  Paris. 

RARIOIX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre  de  l'Institut,  rue  Gay-Lus^u(•, 
36,  à  Paris. 

DAGTHEVILLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

RAVIR,  Iteutenant-colonel  d'Artillerie  en  retraite,    rue  Raymond  IV,  a3,  à  Toulouse 
(Haute-Garonne  ). 

REFF0R6ES,  capitaine  d'infanterie,  attaché  a  l'Elat-major  du  Ministre  de  la  (Juern>, 
boulevard  i.atour-Mau bourg,  '|i,à  Paris. 

RELANXOY,  sous-intendant  militaire,  à  Orléans  (Loiret). 

RE.1IARTRZS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

D'ÎRC\T>'(,  docteur  es  sciences,  chargé  de  Cours  ii   rUniversité,  rue  des  Augustin»,  S"), 
à  Liège  (Belgique). 

REWULP,  colonel  du  Génie,  à  Rayonne  (Basses-Pyrénées). 

DREYKOS  (Camille),  député,  rue  de  rUniversilé,  i(p,  à  Paris. 

Dl'XCAX,  assistant  à  l'Université  John  Ilopkins,  à  Baltimore  (Étals-Unis  d'Améri(|ue  ). 

DURRANRE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (  Vienne). 

DYCK  WALTUER,  professeur  au  Polytechnicum,, à  Munich  (Bavière). 

ESCARY,  professeur  au  Lycée  de  Coiistuntine  (Algérie). 

FARRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Trudaine,  aG,  u  Paris. 

FA3RY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

FIELDS  (John),  professeur  à  llauiilton  (Canada). 

PERRAZ,  professeur  au  Lycée,  à  Toulouse  (Uuute-Garonne). 

FLEIREAI),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  au  Puy  (Haute-Loire). 

FLOQIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17, 21  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle). 

FLYE  SAIiVTE-MAKIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sonimerard,  ij,à  Paii>>. 

FONTES,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

FOICHE,  professeur,  rue  Sou  l'Ilot,  5,  à  Paris. 

FOGRET,  examinateur  d'admission  à   l'École  Polytechnique,   rue  Washiiigtou,   iG,  à 

Paris,  S.  P. 
CARIEL,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  (^haussres,  agrégé  do  la  Faculté  de  Mi'ilfriin'. 

rue  Joufl'roy,  3(j,  à  Paris. 
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1872.      fiADTillER-YaLARS,  éditeur,  quai  des  Granda-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 

1882.      CCKOCCm,  professeur  à  l'Université,  rue  du  Pô,  38,  à  Turin  (Italie). 

1872.      CENTY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  Château  de  la  Voûte,  près  Mar- 
manhac  (Cantal). 

1889.  CEORfiUX,  rue  Vauqifelin,  3,  à  Paris. 

1872.  CEROXO,  rue  HalIé,  32  et  3^,  à  Paris. 

1872.  fiIROD  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  TÉtat,  63,  <]uai  d'Orsay,  à  Paris. 

1872.  fiOFFART. 

1881*     COURSAT,  maître  de  Conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  83,  rue  Denfert-Roche- 
reau,  à  Paris. 

1872.  CRAINDORCE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Belgique). 
1881.      CRDEY,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon  (Doubs). 

1880.  fiCCCIA  (Jean),  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Sicile). 

1881.  CCi^HER  (D'  Sigismond),  professeur  à  lÉocIe  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 

1885.  COYO^i,  lieutenant  de  vaisseau,  i3,  rue  de  l'Université,  à  Paris. 

1873.  lAAfi,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin,  1,  à  Paris. 

1882.  HABICH,  directeur  de  l'École  des  Mines,  à  Lima  (Pérou). 

1872.      HALPBEN,  membre  de  l'Institut,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  rue  Sainte-Sophie,  17,  à 
Versailles  (Seine-et-Oise).  S.  P. 

1886.  HAIJPTNAIVN,  ingénieur  attaché  aux  chemins  de  fer  russes,  rue  Bichat,  3o,  à  Paris. 

1872.      HATOX  DE  LA  fiODPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  Mines,  direc- 
teur de  l'École  des  Mines,  60,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris,  S.  P. 

1872.      HENRY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (  Ardèche). 

1882.      HENRY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Le  Verrier,  11,  à  Psris. 

1872.  HERMARY,  chef  d'escadron  au  17"  régiment  d'Artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1873.  HERMITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté,  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, 2,  à  Paris,  S.  P. 

1875.      HIRST,  Athenaîum  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

1879.  nOLST  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  49t  ù  Christiania  (Norvège). 
1872.      HODBIGANT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1872.  Wi^O  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Sainls-Pères, 

14,  à  Paris.  • 

1880.  HUHBERT,  ingénieur   des   Mines,   répétiteur  à  l'École  Polytechnique,    161,  boulevard 

Haussmann,  à  Paris. 

1887.  IBRABIM  EFFENDI,  professeur  de  Mathématiques  à  l'École  impériale  civile  de  Médecine, 

à  Constantinople  (Turquie). 

1881.  IBBER,  professeur  à  l'École  Colbert,  boulevard  Beaumarchais,  109,  à  Paris. 
1887.      ISSALY  (l'abbé),  boulevard  de  Caudéran,  365,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1886.      JABLOXSKI,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  4^,  boulevard  Saint-Germain,  à  Paris. 

1873.  JANIN,  chef  d'escadron  au  17*  régiment  d'Artillerie,  à  la  Fère  (Aisne). 

1872.      JAYARY,   chef   des   travaux   graphiques  a  l'École  Polytechnique,  rue   du   Cardinal- 
Lemoine,  i,  à  Paris. 

1889.      JONQGIÈBE  (Alfred),  Docteur  en  Philosophie,  rue  Bonaparte,  3,  à  Paris. 

1872.      JOBDAN,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,'  rue  de  Varcnnc,  48, 
a  Paris,  S.  P. 

1872.      iOlFFRET,  chef  dcscadron  d'Artillerie,  à  Bourges  (  Cher). 
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1875.      JIIN6,  professeur  à   l'Iostilut  technique  supérieur,  7,  via  Principe    Umbcrlo,  à   Mi- 
lan (Italie). 

1880.  KC^ilfiS,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  do  Port-Royal* 

73,  à  Paris. 

1882.      KOSTEilCC  (Antoine),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 

1882.      KOVALEWSKY  (M-  de),  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1882.      KROXECKER  ([yLéopold],  professeur  à  l'Université,  Bellevuestrasse,  i3,  à  Berlin  (Alle- 
magne). 

1881.  LAGOR, professeur  de  Mathématiques,  boulevard  Raspail,  i33,  à  Paris. 

1872.  LAFFO!«  DE  LADÉRAT,  amiral  (décédé),  S.  P, 

1873.  LAISAKT,  député,  docteur  es  sciences,  avenue  Victor  Hugo,  162,  à  Paris. 

1875.      LAQllIERE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Palestro  (Département  d'Alger). 
1873.      LAGTH,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1881.  LAVEISSIÈRE,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

1880.  LRADTE,  directeur  des  études  à  l'école  Monge,  i^i^  boulevard  Malesherbes,  à  Paris. 

1872.  LEflOiHE  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAKE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  ai,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  LE  P03iT,  rue  Gay-Lussac,  77,  à  Paris. 

1872.      LESPIAl'LT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1882.      LEVY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logolbach,  9,  à  Paris. 

1882.      LEVY  (Lucien),  directeur   des  Études   de   l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  rue 
Valette,  à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chjiussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  boulevard  Saint-Germain,  a68,  à  Paris. 

1875.      IiEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LlfiDIKE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.      LINDEMANIV,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  à  Kœnigsberg  (Alle- 
magne). 

1886.      LIOIVILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 
6  6is,  à  Paris. 

1880.  LORIIV,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  186.  ài 

Paris. 

1872.      LOCAS  (Edouard),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,   i, 
rue  BoutarcI,  à  Paris. 

1888*      LGCAS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  du  Trocadéro,  19, 
à  Paris. 

1886.      LYOX,  étudiant  en  Mathématiques,  au  bureau  de  M.  le  Baron  de  Gunsbourg,  à  Saint- 
Pétersbourg. 

1882.      MACE  DE  LEPINAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  boule- 
vard Saint-Michel,  1^1,  à  Paris. 

1872.      MALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame-dcs-Champs,  \!\,  à  Paris. 

1875.      MALLOiZEL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,   17,  à  Paris. 

1872.      MAIV^HEIM,  colonel  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe, 
II.  à  Paris-Passv,  S.  P. 

1884.      MARCHAND,  ancien  élève  do  l'École  Polytechnique,  rue  de  Poissy,  i3,  à  Paris. 

1888.      MARQIÎISET  (Gaston),  député  de  la  Haute-Saône,  rue  Chateaubriand,  à  Paris. 

li^72.      XARSILLY  (le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  û  Auxcrrc  (Yonne). 
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1884.  MAITIIV  (  Artcmas),  U.  S.  Coast  and  gcodesic  Survey  Office,  Washington  D.  C  (  États- 
Unis  d'Amérique). 

1873.  MATBIEO  (Emile),  profi^sseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  Claude-le-Lorrain,  ao,  à 
Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 

1880.      XAXINOVITGH  (Vladimir),  professeur  à  l'Université  de  Wladiniir  (Russie). 

1880.  BE  lEXDIZmi  TAMBOKELL,  membre  de  la  Société  de  Géocraphie  de  Mexico,  rue  Saint- 

Sulpice,  /|,  à  Paris. 

1884.  lERCEREAI!,  licenciées-sciences,  boulevard  Saint-Michclf  i2i,  à  Pari.H. 
1888.  MERCIER,  député  de  la  Haute-Saône,  rue  de  l'Université,  3a,  à  Paris. 
1873.      MITTAfi-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1872.  MOUTARD,  inspecteur  général  dos  Mines,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

rue  du  Val-de^rftce,  9,  à  Paris. 

1888.  SlkH0PADIT4Y  (Asutosh),  professeur  do  Mathématiques,  77,  Russa  Road,  Norlh  Hho- 
wanipore,  à  Calcutta  (lude). 

1885.  KErBERC,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  G,  à  Liège  (Belgique). 
1882.      iCAfiXE  (d'),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Cherboui g  (Manche). 

1873.  OVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  rUiiivcrsité,  piuzza  Statuto,  17,  h  Turin  (Italie). 

1882.      PAXEK  (Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Kohèmo). 

1888.  PAfEMER  (Georges),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  d'Orléans,  quai 
Harrentin,  aa,  à  Orléans. 

1884.  PARAP,  agrégé  des  Sciences  mathématiques,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des 
Sciences,  rue  do  la  Pépinière,  aa,  a  Maucy  (  MeurIhe-el-Moselle). 

1872.      PARMENTIER  (le  génér;il),  rué  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRAN,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  des  Sainis-Pères,  5^>,  à  Paris. 

1882.  '  PATORET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Valegnat,  par  Rellenaves  (Allier). 

1884.  PAITOXXIER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Kotrc-Dame-des-Champs, 
19,  il  Paris. 

1888.  PEIfilVÊ  (Paul),  lieutenant-colonel  d'artillerie,  directeur-adjoint  d'artillerie, avenue  de 
la  Motte-Piquet,  ai  bis, 

1881.  PELLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  RIaliii,  .m,  à  Clermont-Ferrand 

(Puy-ue-Dùme). 

1883.  PELLETREAl!,  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Conslanline  (Algérie). 

1874.  PERCIX,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  commandant  le  4"  bataillon  de  forteresse,  à  Ver- 

dun (Meuse). 

1881..  PEROTT  (Joseph),  à  Porl-Navalo,  par  Arzon  (Morbihan),  S.  P. 

1873.  PERRIK,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Erpell,  5.  au  Mans  (Sarthe),  S.  P. 
1887.  PEZZO  (dkl),  professeur  à  l'Université,  7.'),  via  Gennaro  SiM-ra,  h  Naplos  (Italie). 
1873.  PIILIPPO^i,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 

1879.  PICARD  (Fmile),  professeur  à  la  Faculté  «les  Sciences,  rue  de  la  Sorbonno,  2,  à 
Paris. 

1872.  PICQIET,  chef  de  bataillon  du  Génie,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytech- 
nique, rue  Bara,  9,  à  Paris. 

1882.  POIXCARK,  membre  d«   l'Institut,  ingénieur  des   Mines,   professeur  à   la  Faculté  des 

Sciences,  rue  Claude -Bernard,  (kî,  à  Paris,  S.  P. 
1882.      POkORXY  (Martin),  directeur  du  lycée  ct>mnïunal,  à  Prague  (Bohème). 
1872.      P0LI6XAC  (prince  C.  dk),  villa  Jessie,  roule  de  Grasse,  à  Cannes  (  Alpes-Maritimes  ),  S.  P. 
1877.      POIISSET,  professeur  au  lycec,  à  Pt.iliers  (  Vienne). 
1877.      PRESLE  (dk),  sous-intendant  militaire  en  retraite,  rue  Moui;e.  Sj,  h  Paris. 
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\SS\.      PUCCURELLl,  répétiteur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  .^^|,  à  Paris. 
1872.      PLTZflc  général),  rue  Saint-Méry,  g8,  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 

1872.  RADAU,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 

1883.      RAFFY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Saint-Michel,  (|<), 
à  Paris. 

1873.  RANCY  (de),   administrateur  de    la   Compagnie    d'assurances    ie  Soteily    rue    For- 

tuny,  5,  à  Paris. 

1874.  REli\ACB  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  ^i  à  Paris. 

1875.  RKY  (Casimir),  professeur  à  l'École  du  Génie,  boulevard  de  la  Reine,  3.5,  à  Versailles 

(Seine-et-Oise). 

1872.      RIBADCODR,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Philippcvillb  (Algérie). 

1881.      RIBOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  i,  à  Dijon  (Côte- 
d'Or). 

1888.      ROBI^i  (Gustave\  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Chanoinesse,  0,  h  Paris. 

1872.      RODKT,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  03,  à  Paris. 

1872.      RMIART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  iSy,  à  Paris. 

1872.      ROCCHE  (Eugène),  professeur  au  Conservatoire  des  A.rls  ot  Métiers,  examihateur  des 
élèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germuin,  31 3,  à  Paris. 

1885.      ROtQlET,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de  l'Écule-d'Artille- 
rie,  3,  à  Toulouse   (Haute-Garonne). 

1872.      ROISSELIX,  professeur  au  lycée  Fontancs,  rue  du  Rocher,  3^,  ii  Paris. 

1888.      RUSSO  (Giovanni),  professeur  h  Calanzuro,  Discosa  Case  Arse,  3  (Italie). 

1881.      SAINT-PAUL  (Dtcup  de),  sous-directeur  d'Artillerie  à  l'Arsenal  do  Toulouse  (Haute-Ga- 
ronne). 

1872.      SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis^  à  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.      SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  Punts  et  Chaussées,  chef  adjoint  du  l'exploitation  à 
la  Compagnie  du   chemin   de  fer  <lu  Nord,  à  Paris. 

1885.  SAIYACE,  professeur  ii  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 

1881.  SCHLECEL  (D'  Victor),  h  Hagen  (Allemagne). 

1881.  SCDOUTE,  professeur  h  l'Université  de  Groningue  (Hollande). 
1870.  SCDUBERT,  professeur,  Steindamm,  107,  à  Hambourg  (Allemagne). 
1877.  SEfiUY,  avenue  des  Gobelins,  38,  à  Paris. 

1882.  SÉLIVANOFF  (Dcmétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  i03,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie). 

1883.  SIXART,   lieutenant  do  vaisseau,  examinateur  d'admission  à  l'École  navale,  rue  de 

Miropiénil,  70,  à  Paris. 

188^.      SiMON\ËT,  chef  d'escadron  d'artillerie,  à  Versailles  (  Seine-et-Oise). 

1881.      SONHE  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 

1881.      STARkOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  rue  Forgowaju,  Vj»  ^  Odessa 
(Russie). 

1879.      STEPOA\OS  (D' Cyparissos),  professeur  à  rUniversilé,  à  Athènes  (Grèce). 

188G.      STIELTJËS,  professeur  à  la  Faculté  des   Scit'iices,  rue  de   l'Icurance-Montplaisir,  '|,  à 
Toulouse  (  Haute-Garonne  ). 

1873.      STl'DKICkA,  professeur  à  l'Univcrsitc,  à  Prajjne  (Boliéiue). 

1872.      SYLOW,  professeur  à  rUnivcrsilè,  à  Fredorikbliald  (  ^'ul•v*è^;e),  S.  P. 

1872.      TA^IKERY  (Paul  ),  directeur  de  la  Manulactuie  des   Tabacs,  à  Bordeaux  (Gironde),  S.  P. 
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1875.  TANNERY  (Jules),  sous-dircctcur  de  l'École  Normale  supérieure,  ^5,  rue  d'Ulm,  à  Paris. 

•  1882.      TARRY  (Gaston),  receveur  des  Contribulions  diverses,  rue  Clauzcl,  à  Alger  (Algcîric), 
S.  P. 

1882.      TCHEIICBEFF,  membre  de  rAcadémie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie  ),  S.  P. 

1887.  TEVFIK  PACHA  (le  général),  aide -de-camp  de  S.  M.  I.  le  Sultan,  lieutenant-général 

d'Artillerie,  à  Constanlinople  (Turquie). 

1886.      TOEWISS,  docteur  es  sciences  de  l'Université  de  Liège,  rue  Casimir-Delavigne,   3,  à 
Paris. 

1872.  TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  Condé,  i5,  à  Paris. 

1873.  TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (  Isère). 

1872.      TISSERANR,  membre  de  l'institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 

1872.      TRESCA,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  château   de  Courtozé,   par   Ven- 
dôme (Loir-et-Cher). 

1872.  VACtOANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint-Michel,  i3,  à  Paris. 

1884.  YAKRAMS,  ancien  officier  d'Artillerie,  rue  de  la  Vignette,  65,  à  Lille  (Nord). 

1880.  VANECEK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jiéin  (Bohème). 

1885.  YAJIEGEK  (M.-M.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique  tchèque,  à  Prague  (Kolièmc). 

1876.  VICAIRE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 
1882.  YIELLARR,  manufacturier,  décédé,  S.  P. 

1888.  TITO  VOLTERRA,  professeur  titulaire  de  Mécanique  rationnelle  à  l'Université  de  Pise 

(Italie). 

1880.  WALCEENAER,  ingénieur  des  Mines,  9,  rue  Rayard,  à  Paris. 

1879.  •   WEILL,  professeur  de  Mathématiques  au  collège  Chaptal  et  à  l'école  Mongc,  19,  rue 
Thiers,  au  Vésinet  (Seine-et-Oise). 

1873.  WEYR  (D'  Edouard),  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 

1872.      WEYR  (D'  Emile),  professeur  à  l'Université, Hauptstrasse,  109,  à  Vienne,  III  (Autriche). 

1888.      WICKERSDEINER  (Ch.-Ëmile),  ingénieur  des  Mines,  député   de  l'Aude,  rue  de  Bour- 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS, 


*  

Statique  des  polynômes;  par  M.  Félix  Lucas. 

Définition  de  l'action  algébrique.  —  Je  considère  un  poly- 
nôme F(s),  du  degré yo,  à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  fonc- 
tion de  la  variable  2  =  .r  '■\-y\^ —  i . 

En  désignant  par  H  le  coefficient  de  3/* cl  \i^vzn  =  Xn  -h^'/i  ^ — ' , 
une  des/7  racines  de  l'équation  F(2)  =  o,  on  a  identiquement 

Chacune  des  racines  5;,,  considérée  comme  une  coordonnée  affixe 
relativement  à  un  système  d'axes  rectangulaires,  détermine  un 
point  M,|  du  plan.  Les/?  racines  déterminent,  par  conséquent,  un 
système  de/7  points, 

''M>       '"1>        •••»       ^*/l>        •••»       "V'> 

que  nous  pouvons  appeler  les /?o////,ç-/y/r//<é'5  du  polynôme  F(5). 

La  variable  z  peut  elle-même  être  regardée  comme  l'affixe  d'un 
point  mobile  N.  * 

Cela  posé,  matérialisons  par  la  pensée  les  points  racines  M, 
ainsi  que  le  point  N,  en  attribuant  à  chacun  d'eux  une  masse 
égale  à  l'unité,  et  supposons  que  chacun  des  points  M  repousse  N 

xvn.  2 
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enjraison  inverse  de  la  distance  MN.  Nous  donnerons  à  la  résul- 
tante des  forces  par  lesquelles  N  est  sollicité  le  nomiVaciion  algé- 
brique des  points-racines  du  polynôme  F(3). 

Les  projections  P  et  Q  de  cette  action  totale  sur  les  axes  des  x 
et  des^  sont  déterminées  par  les  formules 


(^) 


=2 


r  —  X, 


Q  =  y y  -y- 

On  a,  par  suite^ 

(3)         ^-^>r-^  =  y,T^  =  Wi 

Les  composaïUes  P  et  Q  sont  donc  respectivement  égales  à  la 
partie  réelle  et  au  coefficient  de  — \  — i  que  donne   la  fraction 

rationnelle  tt— "^^  • 

Condition  d'équilibre,  —  Pour  que  P  et  Q  soient  nuls,  il  faut 
et  il  suffît  que  la  valeur  attribuée  à  z  soit  une  racine  de  Téquation 
F'(5)  =  o.  En  d'autres  termes  :  La  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  réquilibre  du  point  \  est  que  ce  point  coïncide 
avec  un  des  points-racines  de  la  dériw*e  du  polynôme  consi^ 
déré  (M. 

Une  droite  indéfinie  tracée  dans  le  plan  et  laissant  d'un  même 
coté  de  sa  direction  tous  les  points-racines  M,  laisse  aussi,  d'un 
même  côté  de  sa  direction,  tous  les  points-racines  M' du  poKnôme 
dérivé  F\3),  car  tout  point  situé  de  l'autre  coté  de  cette  ligne  est 
évidemment  repoussé  cl  ne  peut  pas  être  en  équilibre.  Par  consé- 
quent :  7*011/  contour  fermé  consrexe  ensrironnant  les  racines 
d'uneéq  nation  algébrique  environne  aussi  les  racines  de  F  équa- 
tion dérivée. 

Si  tous  les  points.  M  sont  en  ligne  droite,  ou  peut  prendre, 
pour  contour  fermé  couvexe,  une  ellipse  infiniment  aplatie,  corn- 


(•)  Vax  iadiquê  c«lle  propriété  dans  anr  Noie  insérée  le  :>o  juillet  iî4ti8  a«\ 
CoMptes  rrmius  de  t\4cademùr  des  Sciences,  l-es  ci^nséquence^  qui  eu  découlent 
ont  (ait  l'objet  de  Notes  ultérieures  eu  d-ilc  de^  .»♦'»  janvier  et  9  février  1871, 
iS  juillet  15^7*». 
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prenant  tous  les  points  M  entre  les  deux  extrémités  de  son  grand 
axe;  par  conséquent  :  la  droite  contenant  les  points  M  contient 
aussi  les  points  M'.  Il  est  clair,  d'ailleurs,  a  priori,  que  l'équilibre 
d'un  point  N  n'est  possible  que  sur  celle  droite. 

Désignons  par  M,,  et  M„^t  deux  points-racines  consécutifs,  et 
supposons  que  N  se  meuve  depuis  M„  jusqu'à  M„^|  ;  l'action  algé- 
brique, toujours  dirigée  suivant  la  droite  considérée,  sera  d'abord 
infinie  dans  le  sens  M^  M/i^i  ;  puis,  finalement,  infinie  dans  le  sens 
opposé;  elle  s'annule  nécessairement  dans  l'intervalle.  Par  consé- 
quent :  Si  tous  les  points-racines  dUine.  équation  sont  en  ligne 
droite,  cette  droite  contient  aussi  les  racines  de  Véqaation 
dériK'ée\  entre  deux  racines  consécutii^es  de  r équation  proposée 
il  y  a  nécessairement  une  racine  de  la  dérivée.  Nous  retrou- 
vons ainsi  le  théorème  de  Rolle. 

11  est  évident  aussi  que  :  Tout  axe  de  symétrie  ou  tout  centre 
de  symétrie  des  points  racines  d^une  équation  est  axe  de  sy- 
métrie.ou  centre,  de  symétrie  des  points- racines  de  Inéquation 
dérivée. 

Si,  parmi  les  points-racines  de  l'équation  proposée,  il  se  trouve 
n  points  infiniment  voisins  les  uns  des  autres,  les  actions  exercées 
par  ces  points  sur  un  autre  point  N,  pris  dans  leur  intime  voisi- 
nage, sont  infiniment  grandes  et  rendent  négligeables  les  actions 
du  reste  des  points-racines.  On  trouvera  donc  {n — i)  positions 
d'éqirilibre  à  l'intérieur  d'un  contour  convexe  infinitésimal  enve- 
loppant. Par  conséquent  :  Lorsqu'une  équation  admet  n  racines 
égales,  le  point  multiple  correspondant  à  ces  racines  représente 
{n  —  i)  points-racines  de  ^ équation  dérivée. 

m 

Potentiel  de  l'action  algébrique.  —  Posons 

désignons  d'ailleurs  par 

Ic  module  du  binôme  (c  —  3,,). 
Mous  aurons  identiquement 

(5)  log  ncp  R  =  il  lo;^  nrj)  [jt^  -h  log  nrj)  inoduir  de  H. 

et,  par  conséquent,    en    prenant  succtessivcmenl  les  dérivées  par 
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rapport  à  x  el  par  rapport  à  r, 

K  dy       ^iLn    dy        ^  (x  —  x«)«  -+-  (y  — >«)« 
En  nous  reportant  aux  formules  (2),  nous  trouvons 


( 


I    dK         d\o^  nép  R 


R   dx  dx 

(8) 


i  P^  _    I    û^R  _    e/log  nép  R 


dy  dy 

Par  conséquent  :  Le  logarithme  népérien  du  module  de  F(-5) 
est  le  potentiel  de  V action  algébrique  du  groupe  des  points- 
racines  de  ce  polynôme, 

I^s  courbes  de  nii^eau  et  leurs  trajectoires  orthogonales,  — 
En  exprimant  que  ce  potentiel  est  constant,  on  obtient  la  série 
des  courbes  de  niveau,  normales  aux  actions  résultantes.  Leur 
équation  générale,  du  degré  2/?,  est 

(9)  X»-f-  Y*  =  const. 

Elles  sont  caractérisées  et  peuvent  être  définies  par  la  relation 
géométrique 

(10)  NMi  X  INMi  X  ...  X  NMp  =  consl.  ; 

ces  courbes  sont,  par  conséquent,  des  cassinoïdes  ayant  pour 
foyers  les  points-racines'(M). 

En  faisant  varier  la  constante  du  second  membre,  depuis  zéro 
jusqu'à  l'infini,  onobtient  d'abord/?  circonférences  infinitésimales 
entourant  les  points  M,  puis  des  systèmes  de  courbes  fermées  sans 
branches  infinies,  puis  une  seule  courbe  fermée  qui  passeàTinfini 
du  plan. 

On  obtient  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  de  niveau 
en  posant 

Y 

(il)  Y  =  ^onst. 

Os   courbes  algébriques  cl  du   degré  p    sont  caractérisées  et 
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peuvent  être  définies  par  la  relation  géométrique 

(1-2)  iNiMtS -h  NMjS -h  . . . -H  NM^S  =  miilliple  de  TT, 

S  désignant  un  point  à  Tinfini  pris  dans  une  direction  arbitraire, 
mais  fixe. 

Chacune  de  ces  courbes  possède/?  branches  infinies  hyperbo- 
Hques,  partant  respectivement  des  points-racines  M  et  dont  les 
asymptotes  passent  toutes  par  le  centre  des  moyennes  distances  de 
ces  points  en  figurant  une  rose  des  vents.  Cette  disposition  étoiléc 
des  asymptotes  motive  la  dénomination  de  steUoïdes  que  j'ai  pro- 
posé de  donner  à  ces  courbes  ('  ). 

Groupes  polaires.  —    Désignons  par  7  l'intensité  de  l'action 

totale  exercée  sur  le  point  N  et  par  v  l'angle  que  fait  la  direction 
de  cette  force  avec  la  direction  positive  de  Taxe  des  x\  nous 
aurons 

(i3)  i>-+_Qy/ir7  =  J^^v^-', 

et,  par  conséquent, 

^  ^^  F(5)  ^  '^  k 

Pour  chaque  système  de  valeurs  de  k  et  de  y,  cette  équation 
donne  p  valeurs  de  z  qui,  considérées  comme  des  adUxes,  déter- 
minent les  points 

Nous  appellerons  groupe  polaire  l'ensemble  des  p  points  ainsi 
obtenus. 

Il  est  clair  que  tous  les  points  dUin  groupe  polaire  sont  éga- 
lement actionnés,  en  intensité  et  en  direction  y  par  les  points- 
racines  M  du  polynôme  F(5).  Cette  définition  permet  de  déter- 
miner un  groupe  polaire  en  se  donnant  un  seul  de  ses  points. 

En  donnant  au  paramètre  k  une  valeur  infinie,  on  obtient, 
comme  groupe  polaire,  le  système  des  points-racines  M;  c'est  le 
groupe  polaire  fondamental. 


(')  Géométrie  des  polynômes,  Mémoire   inséré  en  1879  au   XLVP  Cahier  du 
Journal  de  l 'École  Polytechnique. 
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Eu  faisant  k  égal  à  zéro,  on  obtient  les  points-racines  M'  du 
polynôme' F'(w);  c'est  le  groupe  polaire  dérivé.  Le  nombre  des 
points  de  ce  groupe  se  réduit,  par  exception,  à  {p  —  i),  parce  que 
Ton  néglige  un  point  situé  à  Finfini  dans  une  direction  indéter- 
minée. 

Nous  appellerons  groupes  polaires  principaux  le  groupe  fon- 
damental et  le  groupe  dérivé. 

Ombilics,  —  Il  peut  arriver  qu'un  groupe  polaire  contienne  un 
point  double  (ou  même,  dans  certains  cas  particuliers,  un  ou  plu- 
sieurs points  multiples). 

Pour  déterminer  les  diverses  positions  de  ces  ombilics,  il  suffit 

d'éliminer -:e~lV^  entre  l'équâlion  (i4)  et  sa  dérivée. 

On  trouve  ainsi 

F'(^)        F'(;;) 


(i5) 


F(^)  -  ¥'(zy 


équation  du  degré  2  (/?  —  1);  il  existe,  par  conséquent,  ^{p  —  i) 
ombilics. 

On  peut  donner  à  cette  équation  la  forme  suivante 

f  P  .  F''(z)^lF'(z)  _  V'(z)-l'F'(z) 

^^^  F'(^)  — XF(;;)  ~  F'(5)  -  X'F(z)  ' 


).et)/désignantdeux  paramètres  arbitraires  de  la  forme  a-\-b^^ —  1. 
Le  premier  membre  définit  en  grandeur  et  en  direction  l'action 
algébrique  du  groupe  polaire  déterminé  par  Téquation 

Le  second  membre  définit,  de  même,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion l'action  algébrique  du  groupe  polaire  déterminé  par  l'équa- 
tion 

(.8)  VT^  =  ^'- 

t  (Z) 

Les  deux  actions  algébriques  dont  il  s'agit  sont  égales  d'après 
l'équation  (16),  équivalente  à  l'équation  (i5).  Par  conséquent  : 
L^ action  algébrique  d'un  g ro'upe  polaire  sur  un  ombilic  est 
constante  en  grandeur  et  en  direction^  quel  que  soit  ce  groupe 
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polaire*  Cette  action  est  toujours*  cigale  à  celle  du   groupe  des 
points-racines  (  M  ). 

Intensité  et  direction  de  Inaction  algébrique»  —  Reprenons  la 
formule 

(3)  «--QV/^^Ç^. 

qui  détermine  les  projections  P  etQ,  sur  les  axes  de  coordonnées 
rectangulaires,  de  l'action  algébrique  du  groupe  des  points  M. 

L'intensité  de  cette  force  résullante^ct  l'angle  qu'elle  fait  avec  la 
direction  positive  de  l'axe  des  ùo  sont  respectivement  égales  au 
module  et  à  l'argument  du  premier  membre.  On  a,  par  consé- 
quent, • 

1  ...        module  de  F'(s) 

1  Inlensite  =  t—. — i — p; -> 

(ig)  i  module  de  r  (5) 

(  Angle  de  direction  =  arg.  de  V{z)  —  arg.  de  F'(3). 

La  première  de  ces  relations  conduit  à  la  formule  segmen- 
tai re  : 

(.0)  Intensité  de  I  acUon  =p  -^^^,^-^  ^,^^_____^^^'L.  . 

Par  conséquent  :  On  peut  obtenir  r intensité  de  Inaction  algé- 
brique du  groupe  (M)  sur  un  point  quelconque  N  en  divisant 
le  produit  des  distances  de^  au  groupe  dérivé  (M')  par  le  pro- 
duit des  distances  de  N  au  groupe  (M)  et  multipliant  le  quotient 
par  p. 

La  seconde  relation  conduit  à  la  formule  angulaire 

(  NM,  S  H-NMjS  H- ... -hNMpS, 

(21)  Direction  =  < 

(  -  (  NM'i  S  H- NM'j  S -+- . . .  4- NM;,_i  S), 

dans  laquelle  S  désigne  le  point  à  l'infini  de  la  direction  positive 
de  l'axe  des  x. 

En  nous  reportant  aux  formules  (8),  nous  voyons  que  le  carré 
de  l'intensité  de  la  force  a  pour  expression  analytique 

nous  voyons  aussi  que  la  tangente  de  Tangle  de  direction  a  pour 
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valeur 

dH 


m 

(23  I 

Q      ^y 

dx 

Or  la  formule 

(^) 

H»  =  X«-+- 

doDoe 

I   dR         '    dx  "^      dx 


(a5) 


\ï^  dx  .V-i-Y«        ' 

!   R   </v  ""         X«  -+-  Y« 


Par  conséquent,  en  tenant  compte  des  identités  bieir  connues 


d\ 

dx  - 

d\ 

dy' 

d\ 
dy   - 

d\ 

dx' 

(26) 


nous  trouvons 

[d\y     (d\y  (d\y     fdyy 

^  '  ^  ^  \>  -1-  Y»  X*  H-  Y» 

Nous  avons  aussi 

d\        d^[ 

P"  xl^-^Y^' 

Lignes  isodynamiques  et  trajectoires  orthogonales,  —  On 
détermine  un  lieu  géométrique  du  point  N  si  Ton  assujettit  l'ac- 
tion exercée  sur  ce  point  à  conserver  une  intensité  déterminée.  En 
faisant  varier  cette  intensité,  on  obtient  une  série  de  lieux  géomé- 
triques que  Ton  peut  appeler  lignes  isodynamiques ,  et  dont 
Téqualion  générale  est 

(29)  P> -f- Q"  =  const. 

D'après  la  formule  (27),  ces  courbes  sont  algébriques  et  du  degré 
pair  a^. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  le  carré  du  module  de 
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la  fraction   rationnelle  p;— v;    on  peut,   par  cjonséquent,  obtenir 

Téquation  générale  des  trajectoires  orthogonales  des  courbes  iso- 
dynamiquçs  en  égalant  à  une  constante  arbitraire  la  tangente  de 
Targument  de  la  fraction  rationnelle  dont  il  s'agit.  Nous  trouvons 
ainsi 

X3o)  —  ~  =  consl. 

D'après  la  formule  (28)  ces  courbes  sont  algébriques  et  du  de- 
gré impair  [^p  —  1).  Chacune  d'elles  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  N  lorsque  Ton  assujettit 
l'action  exercée  sur  ce  point  à  rester  parallèle  à  une  droite  donnée. 
Par  conséquent  :  Les  lignes  isodynamiques  ont  pour  trajec- 
toires orthogonales  un  système  de  lignes  correspondant  aux 
actions  parallèles. 

Les  points  nodaux  coïncident  avec  les  ombilics,  —  D'après  la 
formule 

I 

P  et  Q  sont  deux  fonctions  des  variables  x  ei  y  qui  satisfont  aux 
relations 

[dj^__d^ 

„  ,  1  dx  ~~        dy  ' 

(34)  l  '^ 
^  ^                                           ]  dP  _       dQ 

[   dy  dx 

Pour  obtenir  les  points  du  plan  sur  lesquels  peuvent  se  placer 
des  points  singuliers  ou  nœuds  appartenante  certaines  lignes  iso- 
dynamiqueSy  il  suffit  d'éliminer  la  constante  arbitraire  du  second 
membre  de  Féquation  (29)  entre  cette  équation  et  ses  deux  déri- 
vées partielles  relativement  à  x  eik  y.  On  arrive  ainsi  aux  deux 
équations  simultanées 

i  ^dP      ^flQ 

(35)  5       '^^  ^^ 

]  ^dV       ^dQ 

Analoguemcnt,  pour  obtenir  les  nœuds  possibles  des  lignes  cor- 
respondant aux  actions  parallèles,  il  suffit  d'éliminer  la  constante 
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arbitraire  du  secoml  membre  de  Téquation  i.3t»\  t-ntre  celle  équa- 
tion et  ses  «ieux  dérivées  partielles  relativement  à  x  et  à  i*.  Nous 
obtenons,  de  celte  manière,  les  équations  simultanées  : 

di^  dP 

(36» 

dr  dr 

Les  relations  <  34  )  montrent  que  les  svstèmcs  \  .\y*  et  «  MVi  S4>nt 
identiques.  l'iar  cons^'quenl  :  Les  nœu^is  possibles  des  lignes  istf- 
dvnamujues  soni  aussi  les  nœuds  /possildes  t/es  lignes  Cfjrres/pon^ 
du  ni  aux  actions  ptirailèies, 

A  Tun  ou  à  fautre  des  s\stèmes  i  35  •  et  i  3ô  ».  on  peut  substituer 
le  suivant 


Multiplilins  la  seconde  équation  par  \  —  i  et  reiranchons-la  en- 
suite à  la  |>remière;  nous  trouverons 


dV       iiO    . 


,38>  .p_o,-.n(^-.^^v-.)=o. 

et  cette  seule  équation  équivaut  au  svstème  \  3^).  tlle  se  décompose 
d*ailleurs  en  deuiL  autres,  savoir 

(39)  P  — Qv^^  =  o« 

dP         dQ     r 


Daprès  la  formule  «  3  >,  Téquation  (39)  équixaul  à 

<4i»  p——  =  o. 

elle  a  pourpoinlSHracines  le  groupe  dérivé  i  M'i  el  loul  point  à  Tin- 
Gni  du  plan:  ce  ne  sont  pas  là  des  points  nodau\.  Nous  n  avons 
donc  à  tenir  compte  que  de  Téquation  1  40  ».  qui  peut  aussi 
s'écrire 


dP      dn   f d   F.- 


I 


^4»;  :7Z-:7zv-i  =  t. 


dx        dr^  dx   F- 


=  o. 
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•Au  Heu  de  prendre  la  dérivée  par  rapport  à  x,  nous  pouvons 
prendre  la  dérivée  par  rapport  à  3,  et  nous  trouvons 

■^^  [FTïyp  "''' 

soit,  en  laissant  de  côté  la  solution  correspondant  aux  valeurs  infi- 
nies de  Zj 

F'(z)       F'(z) 
^^^^  Fiz)       F'{z)' 

c'est  précisément  l'équation  (i  5)  à  laquelle  nous  avons  été  conduits 
en  cherchant  à  délermirier  les  positions  dos  ombilics.  Par  consé- 
quent :  Les  points  nodaux  dt^s  lignes  isodynamiques  ou  de 
leurs  trajectoires  orthogonales  coïncident  avec  les  ombilics. 

Groupes  polaires  générateurs,  —  L'équation  de  la  ligne  isody- 
namique qui  correspond  à  l'intensité  v  peut  s'écrire 

(45)  module  de  =r~(  =  7  • 

F{z)       k 

L'équation 

^^^)  Fij-rr 

dans  laquelle,  laissant  k  invariable,  on  fera  varier  l'angle  y  depuis 
zéro  jusqu'à  a?!,  détermine  un  groupe  polaire  mobile  dont  tous 
les  points  se  meuvent  sur  la  ligne  isodjnaniique  considérée.  Par 
conséquent  :  Toute  ligne  isodynaniirjue  peut  être  engendrée 
par  le  mouvement  d^in  groupe  polaire. 

En  attribuant  à  k  une  valeur  immensément  grande,  on  obtient 
une  ligne  isodynamique  composée  de  [p  —  i)  courbes  fermées, 
circonférences  infinitésimales  entourant  chacun  des  points  M',  et 
d'une  circonférence  enveloppante  dont  le  rayon  est  immensé- 
ment grand  ;  chacune  de  ces  p  courbes  est  monodrome,  c'est- 
à-dire  qu'elle  est  parcourue  par  un  seul  point  du  groupe  polaire 
mobile. 

Cette  allure  générale  de  la  ligne  isodynamique  est  conservée 
lorsque  l'on  fait  décroître  â%  jusqu'à  ce  qu'il  y  ait  passage  par  un 
ombilic  ou  point  nodal  ;  alors  se  fait  la  première  apparition  d'une 
courbe  non  monodrome.  Lorsque  A*,  continuant  à  décroître,  de- 
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vient  assez  petit  pour  que  tous  les  ombilics  aient  été  franchis,  on 
obtient  une  ligne  isodvnamique  composée  de  /;  courbes  fermées 
nionodromes  enveloppant  chacune  un  des  points  racines  M. 

LVqualion  de  la  li^ne  correspondant  aux  actions  parallèles  dont 
les  directions  sont  délinies  par  les  angles  y  et  (v  -f-  t:)  peut  s'écrire 
sous  la  forme 

(47)  argument  de  -îtt— =  .    ,  , 

f{z)        {  soit  (  — Y  — tt). 


L'équation 


(48) 


soit  -,  e    '*      , 
V'(z)  ^\  k 

'    son  j.e  , 


dans  laquelle,  laissant  y  invariable,  on  fera  varier  k  depuis  Tinfîni 
jusqu'à  zéro,  détermine  un  couple  de  groupes  polaires  mobiles 
dont  tous  les  points  se  meuvent  sur  la  ligne  considérée.  Par  con- 
séquent :  Toute  trajectoire  orthogonale  des  lignes  isodyna- 
miques peut  être  engendrée  par  les  mouvements  simultanés  de 
deux  groupes  polaires  correspondant  respectivement  à  des 
actions  de  sens  opposés. 

Lignes  halysiques,  —  L'équation  générale,  du  degré  {ip  —  i), 

\  ^^  _u  Y  — - 
Q  ~d^'^      dy 

^  ■:7-  -^  ^  -/- 

av  dx 

de  ces  trajectoires  orthogonales  montre  que  chacune  d'elles  passe, 
d'une  part,  par  tous  les  points  (M)  et,  d'autre  part,  par  tous  les 
points  (M');  elle  établit  donc  entre  les  points  appartenant  aux 
deux  groupes  polaires  principaux,  soit  un  enchaînement  total,  soit 
des  enchaînements  partiels  ;  nous  lui  donnerons,  pour  ce  motif, 
le  nom  de  ligne  halysique  (') 

Les  points  d'intersection  réels  de  la  ligne  isodjnamique  corres- 
pondant à  rintensité  t  avec  la  ligne  halysique  correspondant  aux 
deux  directions  opposées  y  ou  (T^-hy)  sont  évidemment  les  deux 

(')  Adjectif  ayant  pour  radical  le  mot  grec  aXua'.c,  chaîne. 
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groupes  polaires  déterminés  par  Téqualion  (4^)»  leur  nombre  est, 
par  conséquent,  égal  à  ip. 

Puisque  le  degré  (2/? —  i)  de  l'équation  (49)  est  impair,  toute 
ligne  halysique  possède  au  moins  un  pointa  TinGni.  Considérons 
son  intersection  avec  la  ligne  isodynamique  correspondant  à  une 
intensité  infiniment  petite,  ligne  qui  se  compose  de  {p  —  i)  cir- 
conférences infinitésimales  entourant  respectivement  les  points 
(M'),  etd'une  immense  circonférence  enveloppante;  nous  trouverons 
2(/>  —  i)  points  d'intersection  voisins  des  points  (M') et,  par  con- 
séquent, 2  points  d'intersection  seulement  avec  la  circonférence» 
de  rayon  infini.  Ces  deux  points  à  Tinfini  sont  nécessairement  si- 
tués sur  les  deux  directions  opposées  d'une  droite  parallèle  à 
l'action  algébrique  exercée  sur  un  point  quelconque  de  la  ligne 
halysique  considérée.  En  résumé,  toute  ligne  haiysique  a  une 
seule  branche,  infinie  y  laquelle  est  hyperbolique  et  possède  une 
asymptote  parallèle  aux  actions  algébriques  exercées  sur  les 
points  de  la  ligne  halysique. 

Si,  laissant  fixe  dans  le  plan  le  groupe  des  points  (M),  nous 
transportions  l'origine  des  coordonnées  au  centre  des  moyennes 
distances  ou  centre  de  gravité  de  ce  groupe,  le  polynôme  F(r) 
.  perdrait  son  terme  du  degré  {p. —  i),  et  le  polynôme  dérivé  ¥\z) 
perdrait  son  terme  du  degré  {p  — 2).  L'équation  (49)  se  trouverait, 
.  par  conséquent,  dépouillée  de  son  terme  du  degré  (2/?  —  2); 
l'asymptote  de  la  courbe  passerait  donc  par  l'origine  des  coordon- 
nées. Nous  voyons  ainsi  que  V asymptote  d* une  courbe  halysique 
passe  toujours  par  le  centre  des  moyennes  distances  du  groupe 
des  points-racines  ( M ) . 

Polynômes  conjugués.   —   Désignons   par  if(i)  le  polynôme 
conjugué  de  F(5),  c'est-à-dire  le  polynôme  que  l'on  obtient  en 

remplaçant  la  variable  z  =  x  '\-y\^ —  i  par  la  variable  conjuguée 

x  =  j: — y\  —  ~i  et  chacun  des  coefficients  (a -}- 6  y/ — t)  par   la 

quantité  conjuguée  (« —  6 y/ —  i).  11  est  clair  que  ^'{i)  sera  le 
polynôme  conjugué  de  F'(x). .Nous  pourrons,  par  suile,  joindre  à 
la  formule 

^^  =  .--Qvr--7 
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la  formule  conjuguée 

(5o)  î!liJ  =  i>-a.Q/Tr-,: 

Si  d'ailleurs  nous  désignons  par  t  rinleusilé  de  l'aclion  algé- 
brique dont  P  et  Q  sont  les  projections  sur  les  axes  des  coordon- 
nées, et  par  y  l'angle  (jue  la  direction  de  celte  force  fait  avec  la 
direction  positive  de  Taxe  des  x,  nous  pourrons  substituer  aux 
équations  ci-dessus  les  deux  équations  suivantes  : 

]   V(z)  "  A- 
En  multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  il  vient 

En  divisant  la  seconde  équation  par  la  première,  on  trouve 

/Ctjutftion  d^tnc  lignt'  isodyuamif/uc. —  LV(|iialion (ja) montre 
que  l'expressiuii 

est  égal  au  carré  du  module  de  la  fraction 

En  se  reportant  à  IVquation  (4'^))  <^»  voit  (juc»  l'équation  de  la 
ligne  isodj'nami(|ue  correspondant  à  Tintensilé  -.  peut  s'écrire  sous 
la  forme  (59.),  soit  encore  sous  la  forme 

En  désignant  par  jjl  et  v  deux  paramètres  arbitraires  (dcî  la  forme 
a  -h  b\  —  i),  nous  pouvons  rem()laeer  celle  équation  (54)  par  la 
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suivante 

Propriété  segmentaire,  —  Les  paramètres  jx  et  v  étant  entiè- 
rement arbitraires,  nous  povons  leur  attribuer  deux  valeurs  conju- 
guées 

j5  bis)  <  _ 

Si  nous  divisons  alors  Téquation  (55)  par  son  second  membre, 
le  polynôme  numérateur  du  premier  membre  se  trouve  multiplié 
par  son  conjugué  et  il  en  est  de  même  au  dénominateur.  Le  pre- 
mier membre  devient  donc  égal  au  carré  du  module  de  la  fraction 
rationnelle 

V{z)  —  Kke'h-^¥\z)  ' 

tandis  que  le  second  membre  devient  égal  à  Tunité. 
D'après  cela,  si  nous  désignons  par 

le  groupe  polaire  déterminé  par  l'équation 

(56)  kV'iz)-  Xe-V^  ¥{z)=o 

et  par 

Dj,     Dj,     ..,,     Dp 

le  groupe  polaire  déterminé  par  l'équation 

(57)  V{z)  —  XX-eV^  ¥'{z)  =  o 

nous  pourrons  écrire  que  chaque  point  N  delà  ligne isodvnamique 
considérée  satisfait  à  la  relation 

NC,  X  NCjX  ...  xNCp  _  i 
^^^  M),  xNDs  X  ...  XxND,,  ""  X* 

Par  conséquent,  chaque  courbe  isodynamique  peut  être  dé- 
finie géométriquement  au  moyen  d'une  infinité  de  systèmes 
de  deux  groupes  polaireSy  le  produit  des  distances  d' un  quel- 
conque de  ses  points  aux  pôles  du  premier  groupe  étant  dans 
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un   rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  du  même 
point  aux  pôles  du  second  groupe. 

Le  groupe  (C),  déterminé  par  Téqualion  (56),  correspond  à  l'ac- 
tion algébrique  dont  Tintensilé  est  v  >  et  dont  la  direction  fait  avec 

ia  directionpositive  de  l'axe  des  x  l'angle  6.  L'autre  groupe  (D), 
déterminé  par  l'équation  (S^),  correspond  à  l'action  algébrique 

d'intensité  r-r  et  de  même  direction  6  que  la  précédente. 

Par  conséquent,  pour  que  deux  groupes  polaires  (C)  et  (D) 
puissent  servira  la  définition  segmen taire  de  la  ligne  isodyna- 

mique   correspondant  à  r intensité  jt  il  faut  et  suffit  que  les 

actions  algébriques  relatives  à   ces  deux  groupes  soient  de 
même  direction  et  que  le  produit  des  intensités  de  ces  actions 

soit  égal  au  carré  de  V intensité  j» 

En  attribuant  au  paramètre  X  une  valeur  soit  nulle,  soit  infinie, 
on  identifie  le  système  (C),  (D)  avec  le  système  (M),  (M').  Par 
conséquent,  le  groupe  polaire  principal  et  le  groupe  polaire  dérivé 
peuvent  servir  à  la  définition  géométrique  de  toute  ligne  isodyna- 
mique. 

En  faisant  )v=  i,  on  rendrait  identiques  les  deux  équations  (56) 
et  (5^),  en  sorte  que  le  groupe  (D)  se  confondrait  avec  le  groupe 
(C),  l'un  et  l'autre  venant  d'ailleurs  se  placer  sur  la  ligne  isodyna- 
mique considérée;  la  formule  (58)  se  réduirait  à  une  identité  don- 
nant une  indétermination  complète  du  point  N. 

Propriété  angulaire,  —  Reprenons  l'équation  (55)  et  donnons 
aux  paramètres  jx  et  v  des  modules  égaux  à  l'unité  avec  des  argu- 
ments quelconques,  en  posant 

Cette  équation  (55)  deviendra 

.7(0  —  ke-^y/-^  .t(0  fU'-)  —  ke-^^-'  t{:,) 

La    fraction  rationnelle  qui  figure  dans  le   premier  membre  a 
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pour  numéraleur  et  pour  dénominateur  deux  polynômes  conju- 
gues; l'argument  de  celte  fradlion  est  donc  égal  au  double,  de 
l'argument  de  son  numéraleur.  La  même  observation  s'applique 
à  la  fraction  rationnelle  qui  figura  dans  le  second  membre. 

Par  conséquent,  on  peut  donner  à  l'équation  (60)  la  forme  sui- 
vante : 

(      arguinentcle[F(^)-A^V-lF'(^)l)       a  -  fJ  ...     , 

(61)  ^  ^  ^  ^   i- -h  miilliplc  (le  7:. 

(  — argumcnl(lc[F(>3)  — XePv'^^F'i^)]  )  '^ 

Cela  posé,  désignons  par 

le  groupe  polaire  déterminé  par  l'équation 

et  par 

^1»    *^ff     •  •  •  »    "p 

le  groupe  polaire  déterminé  par  Téquation 

(63)  F(z)  —  k€?y^^  F'(z)  =  o. 
L'équaiion  (61)  pourra  prendre  la  forme  géométrique 

a—  B 

(64)  AiNBi-f- AjNBî-f-  ...  ApNB,,  =  ——^  h- multiple  de  tt, 

qui  met  en  relief  une  propriété  angulaire  de  la  ligne  isotlyna- 
inique  correspondant  à  l'intensité  j» 

D'après  les  équations  (G2)  et  (63),  les  deux  groupes  polaires 
(A)  et  (B)  appartiennent  à  la  ligne  isodynamique  dont  il  s'agit; 
c'est  la  seule  condition  qui  leur  soit  imposée,  puisque  les  argu- 
ments act  P  sont  arbitraires. 

En  résumé,  si  l^on  désigne  par  (A)  et  (B)  deux  groupes  po- 
laires situés  sur. une  même  ligne  isodynamique <,  on  peut  consi- 
dérer cette  ligne  comme  le  lieu  géométrique  des  points,  tehque 
la  somme  des  angles  sous  lesquels  sont  vus  les  segments  AB  soit 
égale  à  un  multiple  de  tî  augmenté  d'un  angle  constant, 

• 

Equation  d'une  ligne  halysique.  —  Considérons  maintenant 
une  trajectoire  ortliogonalc  des  lignes  isodvnamiques,  lignt»  baly- 
XVII.  3 
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siqiie  corres()ondaiil  aux  aclions  algébriques  parallèles  dont  les 
directions  font  avec  la  direction  positive  de  Taxe  des  jf,  soil 
l'angle  y,  soit  Fangle  (^  + y). 

L'équation  de  cette  courbe,  donnée  par  la  formule  (47)?  peut 
être  ramenée  à  la  forme 


soit  aussi 

,,..,  Y  '"i  '*"^^)  Y'-;  ^'^*) 

On  peut,  à  cette  dernière  équation,  substituer  la  suivante 

(hb) — ] — ■ : > 

dans  laquelle  (Jiel  v  représentent  deux  paramètres  arbitraires. 

Propriété  angulaire,  —  Attribuons  à  ces  paramètres  jjl  et  v  des 
valeurs  réelles  et  positives  A  et  A'.  Les  deux  membres  de  Téquation 
{66)  deviennent  alors  conjugués;  si  donc  nous  divisons  cette 
équation  par  son  second  membre,  nous  trouverons 

l        argument  (le  [¥{z)  — he^^^-n^'l z)\  i 
(67)     \  __  \   =  multiple  (le?:. 

f  —argument  (le   [F(5)  —  ArYv'71  F'(  5»  ) 
Désignons  par  (H)  le  groupe  polaire  représenté  par  Téquation 

(08)  -rr^-     =   T^-^>'-*» 

Im  ^ .)        n 
et  par  (K)  le  groupe  |)olaire  représenté  ])ar  Téquation 

l'équation  (67)  prendra  la  forme  géométrique 

(70)  II,NKi  -H  IltNKj  -1-  ...  H-  11^ NK,,  =  multiple  de  t., 

V'àv  conséquent,  chaque  ligne  halysir/ue  peut  être  définie 
géométriquement  au  moyen  d'une  infinité  de  systèmes  de  deux 
groupes  polaires  (II)  et  (  K)  situés  sur  elle-même.  On  peut  con- 
sidérer cette  ligne  camme  le  lieu  géométrique  des  points^  tels 
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que  la  somme  des  anf^les  sous  lesquels  sont  vus  les  serments 
UKsoit  égale  à  un  multiple  de  tz. 

Propriété  segmentaire,  —  Reprenant  Téquation  (OG),  attri- 
buons aux  paramètres  [x  et  v  deux  valeurs  imaginaires  conjuguées 

'-7')  ,r- 

cette  équation  deviendra 

Les  fractions  rationnelles  qui  constituent  les  deux  facteurs  du 
premLer  membre  sont  des  quantités  conjuguées;  leur  produit  est, 
par  conséquent,  égal  au  carré  du  module  de  la  première  de  ces 
Tractions. 

Si  nous  désignons  par  (S)  lé  groupe  polaire  représenté  par 
Féquation 

^'^^  F(5)       X 

et  par  (T)  le  groupe  polaire  représenté  par  Téquation 

Inéquation  (72)  prendra  la  forme  géométrique 

.NSi  X  NS;  X  ...  X  NS^,  _ 
^'^^  \TiXl\TsX  ...  xNT,,  "'• 

Par  conséquent,  chaque  ligne  halysique  peut  être  définie 
géométriquement  au  moyen  dUine infinité  de  systèmes  de  deux 
groupes  polaires,  le  produit  des  distances  d'un  quelconque  de 
ses  points  aux  pôles  du  premier  groupe  étant  égal  au  produit 
des  distances  du  même  point  aux  pôles  du  second  groupe. 

Les  groupes  (S)  et  (T)  correspondent  respectivement   à  des 

actions  algébriques  ayant   un(î  intensité  commune  y»  et  dont  les 

(lireclions  font,  avec  la  direction  positive  de  Taxe  des  x,  deux 
angles  (0  -f-  v)  el  (v  —  0)  dont  la  somme  est  (''gale  à  '.>.v.  Par  con- 
séquent :  Pour  que  deux  groupes  polaires  (S)  cf  (T)  puissent 
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servir  à  la  définition  segmentaire  de  la  ligne  halysique  corres- 
pondant aux  actions  algébriques  de  direction  (v)  et  (y-f-'ï^),  il 
faut  et  il  suffit  que  ces  deux  groupes  appartiennent  à  une  même 
ligne  isodynamique  et  que  les  angles  de  direction  des  actions 
algébriques  correspondant  à  ces  deux  groupes  aient  une  somme 
égale  à  2  Y» 

En  atlrlbuant  au  paramètre  X  une  valeur  nulle  ou  une  valeur 
infinie,  on  rëduil  Téqualion  (72)  à  une  simple  identilé;  il  en 
résulte  que  le  groupe  polaire  principal  (M)  et  le  groupe  polaire 
dérivé  (M')  ne  peuvent  entrer  ni  Tun  ni  l'autre  dans  le  système 

(S),(T)._  ,     .    .  .        .      .', 

L'équation  (72)  se  réduirait  encore  à  une  identité  si  l'on  suppo- 
sait 9  =  o,  de  manière  à  amener  la  coïncidence  des  groupes  (S)  et 
(T),  l'un  et  l'antre  venant  d'ailleurs  se  placer  sur  la  trajectoire  or- 
thogonale considérée;  la  formule  (7i1>)  donnerait,  dans  ce  cas, 
l'indétermination  complète  du  point  N. 

Construction  de  quelques  courbes,  —  Il  ne  sera  pas  inutile, 
avant  de  continuer  Texposé  des  théories  générales  qui  nous  occu- 
pent, de  donner  quelques  exemples  de  lignes  isodjnamiques  et  de 
trajectoires  orthogonales. 

En  tenant  compte  de  la  formule 

(4)  F(;:)  =  X-f-Yv/=l, 

l'équation  de  la  courbe  iîiodynamique  déterminée  par  les  points 
racines  (M)  du  polynôme  F(5)  et  correspondant  à  l'intensité  j 
peut  s'écrire 


(76) 


\^  /2 


La  ligne  halysique,  correspondant  aux  deux  directions  opposées 
données  par  les  angles  y  et  (y  -+-  t:),  peut  d'ailleurs  être  représen- 
tée par  l'équation 

-,  d\       ..  (l\ 
ay  a  y 

\   -y-   -h  \    -.- 
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Le  groupe  polaire  dérivé  est  délerminé  par  l'équation 

F'(5)=0. 

Quant  aux  ombilics,  ils  sont  déterminés  par  Téquation 

(i5)  fF'(^)p  =  F(^)F'(;:). 

1.  Supposons,  en  premier  Heu, 

(78)  r{z)  =  sP  —  aP, 

a  désignant  un  paramètre  réel  et  positif. 

Les  p  points  racines  (M)  occupent  les  sommQts  d'un  polygone 
régulier  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées  et  dont  un 
Sommet  est  placé  sur  la  direction  positive  de  Taxe  des  x;  a  est  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  polygone. 

Le  groupe  polaire  dérivé  (M')  se  compose  de  (p  —  i)  points 
coïncidant  tous  avec  Torigine  des  coordonnées. 

L'équation  aux  ombilics  devient 

(79)  p(p  -  1){ZP  -  aP)zP-^  =piz^P-*, 

et  se  décompose  en  deux  autres 

l  zP~^  =  0, 

(80)  _ 

(  zP      =(/)  — i)a/»e'î'^-»; 

nous  obtenons  donc,  d'une  part,  (p  —  2)  ombilics  coïncidant  avec 
Forigine  des  coordonnées  et,  d'aulre  part,  p  ombilics  formant  les 
sommets  d'un  polynôme  régulier  concentrique  avec  celui  des 
points  (M),  ayant  pour  rayon  oL^p  —  i  et  dont  les  rayons  sont 
dirigés  suivant  les  apothèmes  du  polygone  des  points  (M). 

En  faisant  usage  des  coordonnées  polaires  p  et  (o,  on  a  identi- 
quement 

\     =  pp  cos/?to  —  «/% 

Y      =  p'*  sin/?a>, 

(81)  \    „=^p/>-icos(/?  — i)to=  -^, 

d\  ,    .    ,  ,  d\ 


(  S>.  ) 


L'équation  (7^))  devient,  par  conséfjuent, 


s-/'  -     '^a/'o/'fos/M.j  -4-  a-/'        /^ 
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cl  ré(|iialion  (77)  devienl 
(83) 


p/'  sinto  4-  a/*  sin(«  —  i)(o 

î 1 :^:  ton"*'. 


Parmi  les  lignes  isodynainiqucsreprésenlées  par  Téquation  (8a), 
il  en  est  une  qui  passe  par  les  p  ombilics  antres  que  TorigiDe  des 
coordonnées  et  constitue,  par  conséquent,  une  courbe  de  transi- 
tion. La  valeur  de  A*  correspondant  à  cette  ligne  se  détermine  en 

faisant  w  = -- et  p  =  av/>  —  1    dans  Téqiiation   (82)^  on   trouve 
ainsi 

I    _ip  —  I)    " 

(p — 1)2  —  •2{p  —  ncosir-hi  a*  a* 

L'équation  de  la  ligne  isodynamique  considérée  devient,  par 
conséquent. 


(84)  ji  = 


p^(p  —  \)  p 


(8Î) 


)î/>-2 


{  p—\)   r 


p2/i  _  2  OLP  pp  cof^p  m  -h  -x-n  p^  Oi^ 

En  faisant,  par  exemple,  p  =3,  nous  trouvons 


(80) 


a«o* 


p"  —  'jia^s^  cos  Jco 


a'        9* 


l'i;;.  I 


celle  courbe  csl  en    j^jros  traits   sur  \di  Jig,  \\  les  .deux  courbes 
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fermée^  tracées  en  plein  et  les  trois  courbes  fermées  tracées  en 
pointillé  sont  les  lignes  isod^namiques  qui  précèdent  et  suivent 
immédiatement  la   ligne  de   transition  lorsque  Ton   fait   croître 

rintensité  j  depuis  zéro  jusqu'à  Tinfini. 

Dans  le  cas  très  particulier  où  p=ziy  les  points  racines  M|  el 
M2  sont  situés  sur  l'axe  des  x,  à  égales  distances  do  Torigine  des 
coordonnées  et  les  deux  ombilics  sont  placés  sur  l'axe  des  /. 
L'équation  (85)  devient 


(87) 


tnt 


a^p 


)i 


ftnt 


'201^  p^  COSaUi 


I 


elle  représente  (Jig>  a,  tracé  fort)  deux  circonférences  de  même 

rayon  ay/a  ayant  respectivement  pour  centres  M|  et  Mj. 

Parmi   les  lignes  halysiques  représentées  par  l'équation  (83), 


considérons-en  une  qui  passe  par  un  ombilic  différent  de  l'origine 
des  coordonnées;  nous  déterminerons  la  valeur  correspondante 

0mm  m  I 

de  tangy  en  faisant  w  =  -  et  p  =  olI^ p  —  i  ;  on  trouve  ainsi 


f88) 


tanpY 


(  p  —  I  )  sin  -  -h  sin 77 

P  P 


r: 


{  n  —  i)ro?  -  —  cos 

P  P 


—  lanc  -• 
./'-'-  P 


r 
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1^  li^ne  haivsique  iloiil  il  s'agît  correspond,  par  conséquent, 
allés  aclions  parallèles  au  ravon  >ecteur  qui  va  de  F  origine  des 
coordonnées  à  rombilic  de  passage,  l/équalion  de  celle  courbe 
esl 

_                                    c/'sinco  —  iPsiiK/;  —  dio  - 

j8o)  • ^     —      =iaiiî:-» 

soit,  plus  simpiemenL 


\  <><»  •  Zf   =   T.I» 


sin  (  -   —  co  ) 
P  I 


Nous  savons  que  celle  équation  doil  représenter  une  courbe  du 
degré  'k  p  —  i;  or  il  esl  à  remarquer  que  si  Ton  donne  à  co  la 
\aleur 


«*=  —  -;-  multiple  ilc  r. 
P 


Téqualion  esl  satisfaite  pour  toute  \aleurdec:  la  courbe  dont  il 
s'agit  se  compose,  par  conséquent,  d'une  droite  et  d'une  courl>edu 
degré  xp  —  •>. 

Faisons,  par  exemple,  p  =  3,  Téqualion  t  *>4>  >  deviendra 

<in  1  ^"  —  ii'j  ) 

»«j|  r  .-'  =  *' 


<ill  (^*  —  tv  ) 

Elle  se  compose  en  deu\  autres 

I  fj   =  ';*  -r-  multiple  «le  ~. 

(  y  =  2-*  t  coseu  -!-  V  ï  5Îutt*  »  =  j  1*  c»»>  (  .^^  —  fj  |  . 

La  première  de  ces  équations  représente  la  droite  que  déter- 
minent rorigîne  des  coordonnées  et  rombilic  de  passiige:  la  se- 
conde représente  une  courbe  teriuée  du  quatrième  ordre.  Cette 
droite  et  cette  courbe  fermée  constituent  ensemble  une  li::ne  b;ilv- 
sique  de   tr^a^iti-^n   ti-icèo   en   f-nt   <ur   la  /7^'.     î;   ru    attribuant 
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aux  actions  parallèles  un  angle  de  direction  y  très  légèrement  in- 
férieur à  ^>  on  obtiendrait,  pour  ligne  halysiquc  correspondante, 
la  courbe  tracée  en  plein;  pour  une  valeur  de  y  très  légèrement 


l'ig.  3. 


supérieure  à  -' >  on  obtiendrait  la  courbe  tracée  en  pointillé. 
En  faisant  p  =  -2,  l'équalion  (90)  deviendrail 


(y3) 


pî  =  a' 


el  se  décomposerait  en  deux  autres 


(94) 


7: 


co  =  — h  multiple  de  7:, 


ces  dernières  représentent,  d'une  part,  Taxe  des  r  et,  d'autre  part, 
une  circonférence  de  ravon  é«:al  à  a  avant  son  centre  à  roriffinc 
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(les  coordonnées.    La  Jif(.  .\   indique    en   Irails  forts  celle  ligne 
de  transition  qui   passe  par  les  deux   juihilics;  les   traces  plein 


ot  pointillé  indiquent  les  lignes  halysiques  immédiatement  voi- 
sines. 


2.  Considérons  uiainlenant  une  autre  forme  du  polvnôme  ¥[z) 
et  posons 

(«)5)  V{z)  =  zP  —  olp-^z. 

Les /^  points  racines  M  se  composent  de  Torigine  des  coordon- 
nées et  des  sommets  d'un  polygone  régulier  de  (/>  —  i)  côtés  ayant 
son  centre  à  Torigine,  un  sommet  placé  sur  la  direction  positive 
de  l'axe  des  x  et  un  rayon  égal  à  a. 

Le  groupe  polaire  dérivé  (M')  se  compose  des  sommets  d'un  po- 
lygone régulier  de  {p —  i)  cotés,  a>anl  même  centre  et  même 


orientation  que  le  précédent;  le  rayon  de  ce  polygone  est  ^r-f 


L'équalion  aux  ombilics  devient 

fi|0>  pz-p  -  ^ /M /)  -  *>  )3/-!  w/'-' -1- x-/'  -=o: 


rp 
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elle  se  décompose  en  deux  autres,  savoir 


<97) 


Od  obtient,  par  conséquent,  deux  groupes  de\p —  i)  ombi- 
lics; chacun  de  ces  groupes  forme  les  sommets  d'un  polj'gone 
régulier  ayant  son  centre  à  l'origine  des  coordonnées  et  ses  rayons 
dirigés  suivant  le^  apothèmes  du  polygone  des  points  (M').  Po- 
sons, pour  simplifier  les  écritures, 


(  98  ) 


}     •}.         '}.p     *  '^  ' 

\  1  ip         '     ^ 


ip 

Les  équations  (97)  deviendront 
les  deux  polygones  dont  les  ombilics  occupent  les  sommets  ont 


cJoiic  respectivement  pour  rayons  a (7''^*  et  7.q"P~\ 

En  faisant,  comme  précédemment,  usage  des  coordonnées  po- 
lîâircs  p  et  to,  on  a  identiquement 

I  X     =z  pP cospîs)  —  pa/'-^cosco, 
Y      =p/'sin/7w  —  pa/'"*  sinoi, 

<      I  00  )  <    .         :^  ppp-l  cOS(p  —  Î)M  —  OLP  ^   =  -j-  9 

-^=/>pA'-is,n(/>-.)tu  =--dJr' 

L'équation  (76)  des  lignes  isodynamiques  devient,  par  consé- 
T^aent, 

/?*  pî/'-î  —  2/?a/'-*p/^-*  cos(/?  —  i)oj -f- a2/'-î  __    1 

^l  Téquation  (77)  des  Irajccloires  orthogonales  devicnl 

(pp2/'->  -I-  pa-/'-2)sinfo-+-  p/'a/'->f  /?  sin(  />  —  '2)fu  —  sin/;(o  1 

(102)  -^-^ .- — 1=  tanffr. 

{  pp^P-^  -f-  pa-/'    2,cosw  —  s/' a/'    '    /;r(»<(  /?  —  2)<o-f-  ros/KoJ 


« 
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Parmi  les  lij^nes  isodynamiqiies,  il  j  en  a  deux  qui  servent  aux 
Iransilions;  elles  passent  respectivement  par  chacun  des  polygones 
fermes  par  les  ombilics. 

Les  valeurs  correspondantes  de  7-r  sont 

*  A:* 

j    1     _        {pq"  -^\Y' \_ 

Si,  par  exemple,  on  fait  p  =.  5,  on  trouve 


(io4) 


n' 

•>  —  •?.  /5 

H 
1' 

5        ' 

et  les    équations  des   deux   lignes    isod^namiques    de    transition 
deviennent 


(io5) 


25 p* —  loa^p^  cos  |to  -r-  a*  _  5  {7 /a  —  ij) 

25  p*  —  loa^p^  cos4w  -4-  a*  __  5(7/5-4-15) 


Les  /Z«^.  5  et  5  615  indiquent  ces  deux  courbes  par  des  tracés 
forts.  Sur  chacune  de  ces  figures  les  lignes  isodynaniiques  qui 
précèdent  et  suivent  de  très  près  les  lignes  de  transition- sont  re- 
présentées par  des  tracés  plein  et  en  pointillé. 

Le  cas  particulier  011  /?  =  4  oflTre  cette  singularité  (jue  les  radi- 
caux s'annulent  dans  les  |)remiers  membres  des  formules  (98), 
en  sorte  que  Ton  a  ej'z=zq".  Les  six  ombilics,  au  lieu  de  former 
les  sommets  de  deux  triangles  équilaléraux  distincts,  se  super- 
posent  deux    à  deux  sur  les  sommets   d'un   seul    triangle  dont 

le  ra^'on  est  —  •  Ils  appartiennent  tous  à  la  ligne  isodvnamique  de 

V'2 

transition  (pii  correspond  à  la  constante 


A  -  2- 


—  i5  — 


et  dont  l'équalion  est 


(to;) 


p*  —  AT^p*  cos3io  -+-  a'^p* 


iV7^ 


a*' 


Fig.  5. 


Fig.  5  bis. 
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(iClle  équation  se  décompose  en  deux  aulres 


?/" 


:i  —  9i  — 


V  i  ?"  —  a^  =  o. 


(108) 


i 

/  cos3a>=   -^--     --    -'-    -     ^-^--y   —  - 
l  8  a^  p-» 


\a\  Jif[.  (\  indique,  en  tracé  fort,  la  circonférence  et  la  courbe 


Fiîî.  ^i. 


compagne   dont  l'ensemble  constitue  cette  ligne  isodynamiq^uc. 
Une  autre  singularité  se   produit  dans  l'iiypotlièse  où  p=z[\\ 
l'équation  (96).  q"î  détermine  les  ombilics,  se  réduit  alors  à 


(109) 


'\z^ 


«, 


en  sorte  que  les  quatre  ombilics  occupent  les  sommets  d'un  carre 
a^'ant  pour  rayon -j-rr*  Ils  appartiennent  tous  à  la  ligne  isodyna- 
mique  de  transition  qui  correspond  à  la  constante 


(iio) 


~-V3. 


(;l  dont  Icqiiation  est 


(III) 


9P*  —  Oa'p' cos2«o -h  2^  _  ^V^^ 


p*  —  a  a*  p*  cos  "2  to  H-  a*  p 


4oi 


Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres,  savoir 


(112) 


p'/î  —  a*  =  o, 

cos2aj=  1^ —  — - 

()a2p* 


La  Jig-,    7   représente,   en  tracé   fort,    la  circonférence  et  la 


Fig.  7. 


«urbe  compagne  dont  l'ensemble  constitue  celte  ligne  isodyna- 
îque. 

Occupons-nous  maintenant  des  lignes  halysiques,  du  degré 
C  ^/>  —  i)j  qui  sont  représentées  par  Téquation  (102).  On  peut 
donner  à  cette  équation  la  forme  suivante  : 


<i  i3> 


p/»-i        ^p-i  ^  s\n(pw — y) — P^'^^liP  —  9-)^~*"ïl 
«p-ï.      p/^-i  ~  sin(co  —  Y) 


Lorsque  p  est  supérieur  à  4'.  la  droite  qui  passe  par  Torigine 

des  coordonnées,  en  faisant  avec  Taxe  des  a:  un  ani^le  ép^al  à    ■"     y 

rencontre  toujours  quatre  ombilics  symétriques  deux  à  deux 
relativement  à  l'origine  des  coordonnées.  Dans  le  cas  parti- 
culier où  ^  =  4,  cette  droite  passe  seulement  par  un  ombilic 
double. 

Or,  si  dans  Téqualion  (  1  i3)  nous  faisons  v  =     J_     y  le  second 


• 
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membre  descelle  équation  pourra  s'écrire 

sm  I  co ) 

il  en  résulte  que  l'équation  (ii3)  est  satisfaite,  quel  que  soit  p, 
lorsque  l'on  fait  (ùz=  — ^;  par  conséquent,  la  droilc  correspon- 
dant à  cette  direction  fait  partie  de  la  courbe. 

Si  donc/7  est  égal  ou  supérieur  à  4>  la  ligne  halysique  passant 
par  les  ombilics  situés  sur  les  deux  rayons  vecteurs  opposés  dont 

les  aneles  de  direction  sont  — ^ —  et  -- —  correspond  à  une  valeur 

/?  —- 1      />  —  I  *^ 

de  Y  égale  à  l'un  ou  à  l'autre  de  ces  angles.  Cette  ligne  se  compose, 
d'une  part,  de  la  droite  formée  par  les  deux  rayons  vecteurs  dont 
il  s'agit  et,  d'autre  part,  d'une  courbe  du  degré  (a/?—;  2)  qui  a 
pour  équation 

(Ii4)    p  ' — ,  H r   =  ^  -r  /  \  /-  /  . 


sin  (  co ) 


en  supposant  que,  dans  le  second  membre,  on  supprime  le  facteur 

sin  (  w ^ —  )  commun  au  numérateur  et  au  dénominateur.  Cette 

courbe  admet,  dans  tous  les  cas,  sa  droite  compagne  comme  axe 
de  symétrie;  de  plus,  lorsque/?  est  impair,  l'origine  des  coordon- 
nées est  un  centre  de  la  courbe. 

Faisons,  par  exemple,  /?  =  5,  l'équation  (i  i4)  se  décomposera 
en  deux  autres 

1  t^  =  ^  -h  multiple  (le  r, 

i      '-,?'«'_     r  \ il  \  4/ 

J       —      -^      —        J      _ -^ _ , 


On  obtient  ainsi  la  droite  et  la  courbe  qui  sont  tracées  en  fort 
sur  la  Jig,  8.  Les  tracés  minces,  l'un  plein,  l'aulro  pointillé,  in- 
diquent les  courbes  immédialcment  voisines. 
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Dans  le  cas  particulier  oii/?=  ^,  l'rqualion  (i  i4) donne 


(ii6) 


to  =  :^  -h  multiple  de  r. 


I    1  ë  -^  ^3  =  4  cns  (eu-  ^j  [^  -  oos.  (co-  ^)  I 


Fie.  8. 


On  obtient  ainsi  la  droite  et  la  courbe  qui  sont  tractées  en  fort 


F«R-  9- 


sur  la  Jlîx*  \)'  Les  lif^nes    halvsiqiies  inin)('*(liatemonl   prt'cédenle 


XVII. 


—   .)2 


générale 


r> 


qui  détermine  les  projections  P  et  Q  de  l'action  totale  exercée  sur 
le  point  N  dont  l'affixe  est  z. 

Pour  que  celle  force  acquière  une  intensité  infinie,  il  faut  et  il 
suffit  que  N  soit  placé  infiniment  près  d'un  point  M  appartenant 
au  groupe  polaire  fondamental;  dans  ce  cas,  l'action  est  évidem- 
ment dirigée  suivant  MN. 

Laissant  de  coté  ce  cas  particulier,  suj>posons  que  l'on  modifie 
infiniment  peu  la  position  primitive  du  point  N,  de  manière  que 
son  affixe  devienne  (z-hoz).  La  série  de  ïa^lor  nous  donnera, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur  au  pre- 
mier, 

/       N        P      n  / —       ^'(-)  ^  V'(z)V(z)-F'-^(z)  .    _ 
(,,0)        P-Q/-,  =  p^^  -+- -p^^^^ 0Z+.... 

Dans  le  cas  où  la  position  primitive  de  N  est  celle  d'un  point  M' 
appartenant  au  groupe  polaire  dérivé,  on  a  F'(  z)  =  o,  et  la  formule 
précédente  se  réduit  à 

(121)  p  -  Q  /ZTi  =  Yllî)  8^  -h  ... . 

L'action  ne  possède  alors  qu'une  intensité  infiniment  petite;  dé- 
signons par  cp  l'angle  inconnu  que  sa  direction  fait  avec  la  direction 
positive  de  l'axe  des  x.  Désignons,  d'autre  part,  par  '}  l'angle  cor- 
respondant à  la  direction  M'N.  Nous  aurons 

(122)  ç5-f-tL=  —  ai'firument  (le -r; -» 

\  /  »  T  o  1{Z) 

Par  conséquent,  l'angle  formé  par  la  direction  M'N  du  déplace- 
ment et  par  la  direction  de  la  force  possède  une  bissectrice  de 
direction  constante  (juel  qu€  soit  M'N.  Si  l'on  renverse  le  sens 
de  M'N,  la  direction  de  la  force  se  trouve  également  renversée. 

Si  la  position  primitive  du  point  N  n'est  pas  prise  dans  le  voisi- 
nage d'un  point  M',  l'action  acquiert  une  intensité  finie;  son  ac- 
croissement géométrique  correspondant  au  déplacement  83  est 

n.  i>       o  /— ;       ^'^-^        V(z)V(z)-V'i(z)^     . 


à 
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soil,  en  général,  un  infiniment  pelit  du  premier  ordre.  Pour  que 
Tordre  de  petitesse  devienne  supérieur  au  premier,  il  faut  et  il 
suffit  que  Taffixe  :;  de  la  position  primitive  soit  racine  de  l'équa- 
tion 

F'(5)F(;j)  — F'ï(5)  =  o; 

en  d'autres  termes,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  N  soit  primitive- 
ment placé  sur  un  ombilic. 

Cette  observation  conduit  à  une  conséquence  importante  qui 
|)eut  s'énoncer  en  ces  termes  :  Uinlensitc  de  faction  exercée  sur 
un  point  dUine  ligne  halysique  ne  peut  être  maximum  ou  mi- 
nimum que  si  ce  point  est  un  ombilic.  Si,  en  efiet,  cette  inten- 
sité  est  maximum  ou   minimum,   elle    ne   peut  varier  que   d'un 
infinimeyt  petit  supérieur  au  premier  pour  un  déplacement  infini- 
tésimal du  point  sur  la   ligne  halysique;  la  direction  de  la  force 
reste  d'ailleurs  rigoureusement  invariable;  l'action  algébrique  ne 
subit  donc  qu'un  accroissement  géométrique  d'un  ordre  de  peti- 
tesse supérieur  au  premier. 

Enchaînement  des  groupes  polaires  principaux,  —  Les  con- 
sidérations précédentes  permettent  d'étudier  les  lois  générales  qui 
jDrésident  aux.  enchaînements  des  points  (M)  et  (M')  [)ar  les  lignes 
lialjsiques. 

Nous  savons  qu'une  ligne  halysique  possède  une  branche  hy|)er- 
l)olique  dont  l'asymptote,  parallèle  aux  actions  exercées  sur  les 
cJivers  points  de  la  courbe,  passe  par  le  centre  des  moyennes  dis- 
t^ances  commun  aux  deux  grouj)es  polaires  principaux.  Celle 
iDranche  infinie  est  généralement  accompagnée  d'un  certain  nombre 
c|e  courbes  fermées  auxquelles  nous  donnerons  le  nom  d'oi'rt/c.v, 
sans  attribuer  à  cette  dénomination  le  caractère  d'une  définition 
précise  de  la  forme  de  la  courbe.  Il  est  évident,  d'ailleurs,  que 
£a  tangente  en  un  point  M  est  toujours  parallèle  à  r  asymptote 
tde  la  branche  infinie. 

Considérons  d'abord  la  branche  infinie,  en  supposant  qu'elle  ne 

passe  par  aucun  ombilic,  |et  faisons-la  décrire  par  un  mobile  N 

qui  partira  de  l'infini  pour  y  retourner  dans  la  direction  opposée. 

L'action  algél^rique  présente  au  départ  et  à  l'arrivée  des  intensités 

nulles  et  de  sens  contraires;  elle  change  donc  de  sens  au  moins 


une  fois  et,  clans  tous  les  cas,  un  nombre  impair  de  fois  pendant 
le  parcours. 

L'absence  d'ombilics  sur  la  trajectoire  s'oppose  à  ce  que  l'inten- 
sité de  Faction  algébrique  puisse  devenir  maximum,  ou  mini- 
mum; il  en  résulte  :  i^^que  lepremier  changement  de  sens  se  fait  en 
passant  par  un  point  M,  l'intensité  devenant  alors  infinie;  '2**  que 
si  d'autres  changements  de  sens,  nécessairement  en  nombre  pair, 
se  produisent  à  la  suile  du  premier,  ils  correspondront  à  une  suc- 
cession alternée  de  points  M'  et  de  points  M,  correspondant  à  des 
valeurs  nulles  et  infinies  de  l'intensité. 

Considérons  maintenant  un  ovale  halysiquc,  en  supposant 
qu'il  ne  passe  par  aucun  ombilic.  Prenant  pour  point  de  départ 
un  point  quelconque  de  cette  courbe  fermée,  faisons-la  décrire, 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  par  un  mobile  N.  L'intensité  de  l'ac- 
tion algébrique  variera,  pendant  le  parcours,  par  voie  continue  et 
reviendra  finalement  à  sa  valeur  initiale.  Cette  intensité  ne  peut 
d'ailleurs,  vu  l'absence  d'ombilics  sur  la  trajectoire,  passer  par  au- 
cun maximum  ni  par  aucun  minimum;  il  en  résulte  :  i*^  que  le 
mobile  passe  au  moins  par  un  point  M,  Tintensilé  devenant  alors 
infinie;  2"  que  si  l'ovale  ne  passe  par  aucun  autre  point  M,  elle 
passe  par  un  point  M'  et  par  un  seul,  l'intensité  correspondante 
étant  nulle;  3"  que  s'il  y  a  passage  par  plusieurs  points  M,  il  y  a 
aussi  passage  par  un  nombre  égal  de  points  M',  la  succession  des 
points  M  et  M'  sur  le  parcours  élant  alternée. 

Les  observations  précédentes  conduisent,  en  dernière  analyse, 
au  théorème  suivant  : 

ÏHÉoRi:%fK  GÉiNKiiAL.  —  Lo/sf/u'unc  ligne  halysiquc  ne  passe 
par  aucun  ombilic  : 

1"  La  branche  infinie  passe  au  moins  par  un  point  M  et  con- 
tient un  nombre  de  points  M'  inférieur  dUine  unité  à  celui  des 
points  M. 

•'/'  Chaque  o\'ale  contient  autant  de  points  ^V  que  de  points 
M,  le  nombre  des  points  de  chaque  espèce  étant  au  moins  éffal 
a  l  unité. 

3**  Il  y  a  toujours  un  point  M'  et  un  seul  entre  deux  points 
M  consécutifs,  soit  sur  un  arr  d'o\ale,  soif  sf/r  un  arc  de  la 
branche  infinie. 
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Généralisation  du  théorème  de  Rolle.  —  SI  la  branche  infinie 
coosttiaaît  à  elle  seule  la  ligne  haljsique,  sans  être  accompagnée 
d'ovales,  elle  passerait  par  tous  les  points  Met  par  tous  les  points 
M'.  Le  théorème  précédent  peut,  dans  ce  cas  particulier,  s'énon- 
cer comme  il  suit  : 

Lorsqu'une  ligne  halysique,  ne  passant  par  aucun  ombilic^ 
se  compose  exclusivement  d'une  branche  hyperbolique  y  elle  en- 
chaîne les  deux  groupes  polaires  principaux  (M)  et  (M')  de 
façon  qu'il  y  ait  un  point  M'  dans  chaque  intervalle  de  deux 
points  M  consécutifs. 

m 

C'est  là  une  généralisation  intéressante  du  théorème  de  Kolle. 
Supposons,  en  eflet,  que  le  polynôme  F(^)  ait  toutes  ses  racines 
réelles;  les  points  M  seront  alors  tous  situés  sur  Taxe  des  x  et  nous 
pourrons  faire  correspondre  leurs  indices  à  leur  ordre  naturel  de 
succession,  de  gauche  à  droite.  La  ligne  halysique  correspondant 
aux  actions  parallèles  à  Taxe  des  x  ne  pourra  contenir  aucun 
point  extérieur  à  cette  droite;  elle  se  réduira  donc  à  Taxe  des  x. 
Entre  deux  points  consécutifs  M;,  et  M/,^i,  on  ne  peut  rencontrer 
aucun  ombilic;  si,  en  effet,  un  mobile  N  parcourt  Tintervalle 
M|,M„^j,lasommedes  actions  exercées  par  les  pointsMj, M, ,...,M„, 
qui  le  repoussent  tous  vers  la  droite,  va  sans  cesse  en  diminuant, 
tandis  que  la  somme  des  actions  exercées  par  les  points  M„^|, 
M/}^t9  •  •  •>  ^p9  qui  le  repoussent  tous  vers  la  gauche,  va  constam- 
ment en  croissant;  Faction  totale,  égale  à  la  différence  de  ces 
deux  sommes  ne  peut  donc  devenir  ni  maxima  ni  minima.  Un  rai- 
sonnement analogue,  plus  simple  encore,  montrerait  qu'il  ne  peut 
exister  aucun  ombilic  en  ainont  du  point  M|,  ni  en  aval  du  point 
M^.  L'axe  des  x  constitue  donc  à  lui  seul  une  ligne  haljsique  qui 
ne  passe  par  aucun  ombilic;  on  peut  donc  lui  appliquer  le  théo- 
rème précédent  et  Ton  obtient  ainsi  le  théorème  de  Rolle. 

Lignes  halysiques  de  transition.  —  Le  théorème  général  établi 
pour  les  lignes  halysiques  qui  ne  passent  par  aucun  ombilic 
s'étend,  par  voie  de  continuité,  aux  lignes  halysiques  de  transition 
passant  par  des  ombilics  ;  mais  il  n*en  est  ainsi  qu'à  la  condition  de 
suivre  sur  la  ligne  de  transition  l'un  ou  l'autre  des  parcours  indiqués 
par  les  lignes  halysiques  immédiatement  précédente  et  suivante. 


—  ;>o  — 

C'est  ce  f|ue  iiielleiil  en  reliel'  \gs  Jif^.  4»  ^>  9  et  lo.  Dans 
chacune  de  ces  figures  la  ligne  forte  |>eut  être  parcourue,  soit 
comme  Tindique  la  ligne  pleine,  soit  comme  Findique  la  ligne 
pointillée.  On  contourne  ainsi  les  ombilics  sans  les  franchir  en 
attribuant  aux  trajectoires  des  points  saillants  ou  anguleux. 

En  réalité,  les  lignes  hal^siques,  étant  des  courbes  algébriques, 
ne  peuveril  présenter  aucun  point  anguleux;  un  ombilic  placé  sur 
une  ligne  de  transition  ne  peut  être  qu'un  point  nodal,  rendant 
possibles  les  parcours  continus,  sans  changements  brusques  de  di- 
rections. 

Reportons -nous,  par  exemple.,  à  la  fi^,  lo  qui  contient 
3  points  M,  2  points  M'  et  'à  ombilics  simples.  On  peut  parcourir 
la  ligne  forte  en  parlant  de  Tinfini  supérieur,  traversant  un  pre- 
mier ombilic,  décrivant  la  boucle  de  droite  en  passant  [>ar  M',  et 
par  Mf,  traversant  à  nouveau  le  premier  ombilic,  passant  par  Ma, 
traversant  le  second  ombilic,  décrivant  la  boucle  de  gauche  en 
passant  par  M^  çt  M'^,  traversant  à  nouveau  le  second  ombilic  et  se 
dirigeant  enfin  vers  Tinfini  inférieur.  L'enchaînement  des  deux 
groupes  polaires  principaux  se  fait  ainsi  dans  Tordre  suivant  : 

M',,     M„     Ma,     M,,     Mi 

qui  se  dérobe  aux  lois  générales  précédemment  énoncées.  Il  y  a 
alors  des  perturbations  occasionnées  par  les  traversées  des  ombi- 
lics qui  font  passer  les  actions  algébriques  par  des  maxima  ou  des 
mininia.  L'ombilic  supérieur  produit  un  maximum  entre  l'iniini 
supérieur  et  M',  puis,  d'autre  part,  un  minimum  entre  M|  et  Mj; 
l'ombilic  inférieur  produit  un  minimum  entre  M3  et  Ma)  puis, 
d'autre  part,  un  maximum  entre  M.j  et  l'infini  inférieur. 

Reportons-nous  maintenant  à  la //^.  9  qui  contient,^  points  M, 
S  points  M'  et  1  ombilic  double.  Nous  pouvons  la  regarder 
comme  composée  d'une  droite  et  d'une  sorte  de  lemniscate; 
en  parcourant  la  droite  de  haut  en  bas,  nous  rencontrons 

M4,     M'3,     M3; 

en  parcourant  ensuite  la  lemniscate  d'un  mouvement  continu,  avec 
double  traversée  de  Tonihilic,  nous  trouvons 

M,,     M'j.     Mo,     M',. 
Notre  théorème  général  est  donc  a|)plical)lr    d'une  part,   à  la 
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droite  considérée  comme  branche  inlinie,  et,  d*aulre  pari,  à  la  courbe 
à  Dœud  considérée  comnje  un  ovale.  Les  traversées  de  Tombilic 
double  n'exercent  aucune  influence  perturbatrice,  parce  qu'il  ne 
rend  pas  Faction  algébrique  maximum  ou  minimum. 

Les  perturbations  résultent  de  la  présence  d'ombilics  simples 
ou  d'un  degré  impair  de  multiplicité;  elles  ne  saui*aient  résulter  de 
la  présence  d'ombilics  multiples  à  des  degrés  pairs. 

OmOi/ics'-pà'ots,  —  L'équation  du  degré  {'.ip — i) 
<r5)  .  F'«(,5)— F(c)F'(\5)  =  o 

qui  détermine  les  ombilics  est  généralement  satisfaite  par  (2/?  —  1) 
points  tous  étrangers  aux  groupes  polaires  principaux  (M)  et  (M'). 
Il  en  est  toujours  ainsi  lorsque  ces  groupes  ne  contiennent  aucun 
j)oint  multiple. 

Si  dans  le  groupe  (M)  n  points  se  trouvaient  condensés  en  un 
seul,  la  coordonnée  s  de  ce  point  multiple  serait  'À(n  —  1)  fois  ra- 
cine de  l'équation  (i5),  en  sorte  que  2(71  —  1)  ombilics  se  réuni- 
raient sur  ce  point.  On  obtiendrait  ainsi  un  ombilic,  d'un  degré 
pair  de  multiplicité,  autour  duquel  pivoteraient  toutes  les  lignes 
haljsiques.  Tandis  que  le  passage  d'une  ligne  par  un  ombilic  or- 
dinaire lui  donne  le  caractère  d'une  ligne  de  transition,  il  n'en 
est  pas  de  même  lorsqu'il  s'agit  d'un  ombilic-pivot.  Si  l'on  tra- 
verse cet  ombilic  en  parcourant  un  arc  halysique,  l'action  exercée 
sur  le  mobile  N  ne  passe  ni  par  un  maximum  ni  par  un  minimum, 
puisque  le  degré  de  multiplicité  de  cet  ombilic  est  pair  ;  il  en 
résulte  que  le  théorème  général  précédemment  énoncé  s'étend  à 
toute  ligne  halysique  qui  passe  par  l'ombilic  neutre,  Sans  passer 
par  aucun  ombilic  proprement  dit. 

Si  la  coïncidence  de  n  points  se  produisait  dans  le  groupe  (M'), 
la  coordonnée  Ç  du  point  de  concentration  serait  (//  —  1)  fois  ra- 
cine de  l'équation  (i5),  en  sorte  que  (/i —  i)  ombilics  se  réuni- 
raient sur  ce  point.  On  obtiendrait  ainsi  un  ombilic-pivot  d'un 
second  genre,  ombilic  simple  ou  multiple  suivant  (|uc  n  est  égal  ou 
supérieur  à  2.  Si  n  est  im|)air,  le  degré  de  niulliplicitc  de  l'ombilic 
est  pair;  on  peut  alors  raisonner  comme  ci-dessus.  Si  n  est  pair, 
la  traversée  de  Tombilic  par  le  mobile  iN  parcourant  un  arc  hal>- 
si(|ue  rend  luiniinum  racliun  cxcrcét*  sur  ce  mobile,  mais  ce  mini- 
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inuiii  est  égal  à  zéro;  il  en  résulle  que  notre  lliéorènie  général 
reste  «ncore  applicable. 

En  résumé  :  Ijc  théorème  général  établi  par  les  lignes  haly- 
siquesqui  ne  passent  par  aucun  ombilic  s^ applique  également 
aux  lignes  halysiques  qui  passent  par  des  ombilics-pivots  sans 
passer  par  aucun  ombilic  ordinaire. 

Reportons-nous,  par  exemple,  à  \dijig,  3  qui  contient  3  points 
M  distincts  et  'a.  points  M'  réunis  donnant  naissance  à  un  ombilic- 
pi\H)t,  simple  et  du  second  genre,  par  lequel  passent  toutes  les 
courbes  halvsiques.  Le  parcours  de  la  ligne  pleine,  en  allant  de 
l'infini  supérieur  à  Tinfini  inférieur,  donne  rencnainement  nor- 
mal : 

Mj,    M',,     M|,    M'„    Mj. 

Le  parcours  de  la  ligne  pointillée  donne  analoguement 

Ml,     M',,     Mj,    M',,    Mj. 

Aucune  perturbation  n'est  créée  par  la  traversée  de  l'ombilic 
neutre. 

Polynômes  F(w)  à  coefficients  réels,  —  Lorsque  tous  les 
coefficients  du  polynôme  V{z)  sont  réels,  les  racines  de  Téqua- 
lion 

sont  ou  réelles  ou  imaginaires  conjuguées.  Dans  tous  les  cas,  le 
grouj)e  polaire  principal  (M)  admet  l'axe  des  x  pour  axe  de  symé- 
trie, il  en  résulte  que  cet  axe  des  x  fait  partie  de  la  ligne  balysique 
correspondant  aux  actions  qui  lui  sont  parallèles.  L'équation  de 
cette  ligne 

.  fl\       .,  d\ 

fty  dy 

seconipose  alors  en  deux  autres,  savoir 

(125)  y  =  o, 

équation  de  Taxe  des  .i\  et 

,     ,.  \  r/\        V  r/Y 

{X'iiy)  -    '. i -  —  o, 

y  f\y      y  "y 

équation  algébrique  du  degré  •>.(/>  —  i  ). 
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Il  est  à   remarquer  que,  si   toutes  les   racines   du    polynôme 

F(5)=r  X -4- Yy/ — I  sont  réelles,  la  ligne  halysique  se  compose 
exclusivement  de  Taxe  des  x  ;  l'équation  (i  26)  ne  peut  donc,  dans 
ce  cas,  être  satisfaite  par  aucun  système  de  valeurs  réelles  de  ;r  et 
dey.  Nous  savons,  d'autre  part,  qu'aucun  ombilic  ne  peut  alors 
être  situé  sur  l'axe  des  x  ;  l'équation 

(i5)  [F'(5)]«=F(-5)F'(-i) 

a  donc  toutes  ses  racines  imaginaires. 
Soit,  par  exemple, 

(127)  V{z)  =  z^  -^-pz-^q\ 


nous  trouverons 


X     =07^  —  Zxy^-\-px 
Y     —'^x^y  —  y^-\-py, 

(.28)  ;^  =  _6xr, 

et  l'équation  (126)  deviendra 

(129)  Zy^  -i-2(3jc*  —  '^p)y^  -+-  3j7'»  —  67J7  -h/>*  =  o, 

d'où 

(  i3o)  y^  = — '-  =t  -  / —  ixpx^  -+-  \^qx  -^p^, 

Vax  égalant  à  zéro  le  trinôme  placé  sous  le  radical,  on  trouve 

\p        \}.p        '  '  ' 

Dans  l'hypothèse  où  les  trois  racines   de   F('c)   sont    réelles, 
on  a 

le  trinôme  placé  sous  le  radical  a  ses  racines  imaginaires  el  ne  peut 
prendre  que  des  valeurs  négatives;  il  est  donc  impossible  de  satis- 
faire à  l'équation  (12g)  par  aucun  système  de  valeurs  réelles  de  x 
et  dey. 

Considérons  maintenant  l'équation  aux  ombilics  qui  correspond 


-     (>0  — • 
au  polynùiiu»  F(z),  (^elle  équation  rsl 

La  dérivre  de  cette  équation,  soit 

(  i34)  2^' —  <7  =  o, 

n'avant  qu'une  racine  réelle,  l'équation  (i.'i.'^)ne  peut  pas  en  avoir 
elle-même  plus  de  deux.  La  condition  nécessaire  etsufïîsante  pour 
Texistence  de  ces  deux  racines  réelles  est  (jue  la  substitution  de 

i /-f  à  z  rende  le  premier  membre  négatif;  on  devrait  donc 
avoir 

j.      y     •>. 

soit,  sous  une  autre  forme, 

Cette  iné*^alilé  est  incompatible  avec  Tiné^alilé  (i.rj>);  par  con- 
séquent, lorsque  le  polynôme  (l'^ij)  a  ses  Irois  racines  réelles, 
Téqualion  aux  ombilics  n'a  que  des  racines  imaginaires. 

Ombilics  doubles,  —  Les  coefficients  j>  et  q  étant  supposés 
réels,  par  quelle  relation  doivent-ils  élre  liés  |)our  (|ue  Téqua- 
tfon  (i33)  ait  une  racine  double?  Cette  relation  est 


abscisse  esl  I  /--  • 


(i37)  (4/^'*)*=  (27y*)'î 

l'ombilic  double    correspondant    est   situé  sur  l'axe    des    jr;    son 

y  \ 

S\ /)  eslnégalif,  l'équation  (i«>7)  équivaut  à 

(  1 38  /  i  p^  -i-  jLy  y  *  =  o  : 

Tombilic  double  ne  peut  donc  élre  placé  cpie  sur  un  point-racine 
double  du  polvnome  (l'J). 

Si  p  est  positif,  l'écpialion  (  i  .5j)  é(|uivaul  à 

rond)ilic  double  correspondant  esl  toujours  sur  l'axe  des  x;  son 
abscisse l/^  esl  ('«^ale  à  -\-  i  /  ..  si  y  est  |>ositif  et  à  —  l/ ^  î>i  7  ^^^ 
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négatif.  Or,  en  formant  l'équation  aux  ombilics  correspondant  au 
polynôme 

(l4o)  ^''(-)=  3-2 -f- y?, 

on  trouve 

(i4i)  3z^—p  =  o: 

c'est  donc  sur  une  des  deux  racines  de  cette  équation  que  vient  se 
placer  l'ombilic  double. 

En  résumé  :  Si  un  polynôme  du  troisième  degré  à  coefficients 
réels  admet  un  ombilic  double,  cet  ombilic  est  toujours  situé 
sur  taxe  des  x,  et  coïncide  soit  oK'ec  un  point  racine  double  du 
polynôme  considéré,  soit  avec  un  ombilic  simple  du  polynôme 
dérivé. 

Faisons,  par  exemple,  q=  «p.;  considérons  le  polynôme 

(142)  F ( ;: )  =  ;:5 -f- /?5  H- 2 

et  faisons  croître  p  depuis  —  00  jusqu'à  -+-  00  . 

Au  débutj  les  trois  racines  du  polynôme  sont  réelles,  ainsi  que 
celles  du  polynôme  dérivé;  on  Irouvc  sur  Taxe  des  x  la  disposi- 
tion 

M,,     M',,     Ms,     m;,     Ma; 

les  quatre  ombilics  sont  extérieurs  à  l'axe  des  x\  cet  axe  constitue 
à  lui  seul  la  ligne  lialysique  correspondant  à  sa  direction. 

Les  choses  restent  ainsi  jusqu'à  ce  (|ue  p  devienne  égal  à  —  3  ;  à 
ce  moment  les  deux  points  M^  et  M3  se  réunissent  au  point  M'  sur 
lequel  viennent  également  se  réunir  deux  ombilics  [a  et  v. 

Lorsque/?,  toujours  négatif,  diminue  encore  en  valeur  absolue, 
les  deux  points  racines  M2  et  M;,  deviennent  extérieurs  à  l'axe 
des  j*,  tandis  que  les  deux  ombilics  jjl  et  v  se  meuvent  sur  cet  axe, 
l'un  à  gauche  et  l'autre  à  droite  du  point  M.,;  la  ligne  halysique 
correspondant  à  l'axe  des  x  se  compose  et  de  cet  axe  sur  lequel 
on  trouve  la  disposition 

Ml,     IM'i,     |i.,     M  2,     V, 
cl  d'un  ovale  passant  par  les  points 

'Jt,         M2.        V,         ÎM3. 


—  62  — 

Pour/>=:  o,  les  dispositions  générales  restent  les  mêmes,  mais 
il  esta  noler  que  les  trois  points  M',,  ja,  M!,  viennent  se  réunir  sur 
l'origine  des  coordonnées;  là  viennent  se  réunir  également  les 
deux  ombilics  |jl'  et  v'  du  polynôme  dérivé  F'(>3),  lesquels  étaient 
précédemment  extérieurs  à  Taxe  des  x;  à  noter  aussi  que  l'ovale 
présente,  à  l'origine  des  coordonnées,  quatre  points  communs 
avec  sa  tangente  {Jiff^  1 1). 

Fig.  II. 


Lorsque  p  devient  positif  et  continue  à  croître,  la  forme  de 
l'ovale  tend  vers  celle  d'un  8.  On  trouve  sur  l'axe  des  x 

et  sur  l'ovale 

{X,     M\,     M,,     V,     Ma,     m;. 

Les  choses  restent  ainsi  (à  cela  près  qu'une  interversion  des 
points  M|  et  |jl'  ne  tarde  pas  à  se  produire),  jusqu'à  ce  que  p  de- 
vienne égal  à  3.  A  ce  moment,  les  deux  ombilics  |jl  et  v  se  réunis- 
sent sur  v',  de  manière  à  former  un  ombilic  double  ;  nous  obtenons 
ainsi  la/ig,  12. 

Lorsque  p  continue  à  croître  jusqu'à  l'infini,  les  deux  ombilics 
|JL  et  V  sont  toujours  extérieurs  à  l'axe  des  x,  La  ligne  halysique  se 
compose  de  trois  parties,  savoir  l'axe  des  x  contenant 

Ml,     |x',     v', 

un  ovale  supérieur  contenant 

AI', ,     Mj, 


—  G3  - 
el  un  ovale  inférieur,  symétrique  du  précédcnl,  contenanl 

M',,     M3. 


Fig.  12. 


On  voit,  par  les  fig,  1 1  et  i'>î,  que  les  modes  d'influence  d'un 
ombilic  double  sont  difl<érents  suivant  qu*il  se  produit  soit  sur 
une  racine,  soit  sur  un  ombilic  du  polynôme  dérivé  F' (.3).  Dans  le 
premier  cas,  l'ombilic  double  est  wn  point  isolé  de  la  ligne  haly- 
sique,  compagne  de  Taxe  des  a:;  dans  le  second  cas,  Tombilic  double 
est  un  point  nodal  de  cette  ligne. 

Pour  un  polynôme  F(-3),  à  coefficients  réels,  d'un  degré  quel- 
conque, les  valeurs  de  z  qui  peuvent  correspondre  à  des  om- 
bilics doubles  doivent  être  racines  communes  aux  deux  équa- 
tions 

F'i    _-  FF'  =  o, 

F'F'  — FF'"  =  o. 


ni3) 


Ce  système  équivaut,  suivant  les  cas,  à  l'un  des  suivants 


(  1 4<>  ) 


F  ^.  F'  =  o, 

F'  =  V  =  F'"  =  o 


F'       F 


I' 


F' 


[|  en  résulte  qu'un  ombilic  double  peut  se  |)lacer  : 
i"  Soit  sur  un  point  racine  double  de  F(c), 


—  (U  - 


:>.''  Soit  sur  nn  point  racine  triple  de  F'(  :;), 
3'*  Soit  sur  un  ombilic  simple  de  ^(3"). 
Posons 


(1I7) 


V(z)r=  \  ^  Hz  -i-  Czi  -{-  U z^  -hVz'*  -i- 


Nous  aurons  identiquement 


-     Y  =       H    -+-?.(>  H-   I)  Cia^i  —  yi)^ 

y 


(14») 


'11 

dv 


-  -r-  =— 2C  — (>l)x—  îImJj-s  — )'i)H- 


15     -h2Cx-^M)(    .ri  —  r*)-+- 


L'équalion  de  la  courbe  balysique  sera,  par  conséquent, 


\ 


B2 


(r49)      •   —  2\C 

I 


7.  ne 


—  l'A  VK 


2C« 

4  AE 
îBD 


r- 


. . .  =  o 


S'il  existe  un  ombilic  double  sur  Taxe  des  j:,  nous  pourrons 
prendre  sur  ce  point  l'origine  des  coordonnées;  nous  aurons 
alors 

B2  =2AC, 
HG  =  3AD. 


(i5o) 


1*'  Si  TombiHc  double  est  une  racine  double  du. polynôme  F(::), 
on  a 


(i5i) 


\  =  H  =  o. 


en  sorte  que  Téquation  (ii[))  se  réduit  à 


(l52) 


jiC«Oi  -h  r*)  4-  ...  —  o; 


Tombilic  double  est  donc  un  /joint  isolé  de  la  courbe  halysique. 
•i^  Si  Tombilic  double  est  une  racine  Iriple  du  polynôme  dérivé 

F'(c),  on  a 


(  1 53  ) 


B  =  C  =  D  =  o. 


en  sorte  que  Téqualion  (1')'^-)  se  réduit  à 


n  >4  » 


iAi:(j'*—  3.7-2) __ ...  =  0. 
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Tombilic  double  esl,  par  conséquent,  uq  point  nodal  de  la  courbe 
halysîque. 

3®  Enfin,  si  Pombilic  double  considéré  est  un  ombilic  simple 
du  polynôme  dérivé  F'(3),  on  aura,  d'après  les  relations  (i5o), 

^  ,..  A       I  B       I  G 

B         2  ti        3   D 

et  Téquation  (  149)  deviendra 

(i56)  U\E—'^cA{y^^Zx^)-\-...  =0: 

l'ombilic  double  sera  donc  encore,  dans  ce  cas,  un  point  nodal  Ae 
la  courbe  haljsique. 

En  résumé  :  LorsqiC un  polynôme  F(r)  à  coefficients  réels 
donne  naissance  à  un  ombilic  double  placé  sur  l^axe  des  x^  cet 
ombilic  coïncide  nécessairement  soit  ai'cc  un  point-racine 
double  du  polynôme,  soit  avec  un  point-racine  triple  du  poly- 
nôme dérivé,  soit  avec  un  ombilic  simple  du  polynôme  dérivé. 
Cet  ombilic  double  est,  dans  le  premier  cas,  un  poijvt  isolé  et, 
dans  les  deux  derniers  cas,  un  point  nodal  de  la  courbe  haly- 
sique,  compagne  de  Vaxe  des  x. 

Formules  relatives  au  potentiel,  —  Reprenons  la  formule 

(4)  F(5)  =  X-f-Yv/^=  Re"/^, 

et  désignons  par 

(157;  *  =  log  ncp.  H -h  const. 

le  potentiel  de  Faction  algébrique  du  groupe  des  points-racines 
(M)  sur  le  point  quelconque  N. 
Nous  aurons 


(i58) 


et 


(«59) 


/  rf<p  __  I 

'   dx  ~~  R  dx  ' 

'  d^        \    d\^ 
dy  ~  R  dy 

ld^_ i/dKy        I    d*R 

\  dx^  7       R«  \dx)    "^  ïl  dx^  ' 

]  d*^ L(^Y       1  f?L5 

[dy*   -       Ki\dy)   '^  R  dy^  ' 


XVII. 


—  G(i  — 
(^es  dernières  formules  donnent 


^•'"^    dx^  -^  TZ^t  =-  îT.  [[Ti^)  -^  (-,iy)  J  ^  u  (jjJ  ^  77p) 

La  relation  (24) 
donne,  d'autre  part, 


.    n  ^^^  ,,  ^X       ^,  d\ 

\        dx  dx  dx^ 

\        dy  ~       dy  dy  * 


d*oii,  en  tcnaol  compte  des  formules  {'liV) 


d\          d\ 

dx            dy 

d\            d\ 

dy  ~       dx 

on  déduit 

(161) 

/dHy      /^'^V      /^^V      (^"^V 

\dx)    '^\dy)         \dx)    '^  \dx) 

Kn  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  x  et  par  rapport  ky  des 
formules  (161),  on  trouve 


i  (£)■*  « 


dx*  "  \dx)   '^       dx*  '^  [dx/   "^       dx* 

^'^'^^   ]  /dny     „^*R      /dxy    ^.d*\     /rfY\«    ^,d*\ 

(   \dp)   -^'^7iF=  V^')   ^^d:y*-^(dy)   -^^TZh 

On  déduit,  d'ailleurs,  des  relations  (26) 

/  rfjX  _    r/«Y    _ _  d*\ 
\   dx*        ffx  dy  dv* 

<,  r/x'         dx  dy  </>'- 

Les  formules  (lOa),  f  i()3  )  et  (i()/|)  donnent 

^'^^>  '' (dF* -^ -dV^J -- [dx)  -^{dy)  ' 

Les  équations  (i()o),  (i<>2  )  et  (  i()5)  donnent  enfin 

d*^       d*^ 
(166)  -7-^  -H  -^-7  -^  o. 

<^/.r*         dy- 
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Assimilation  des  points-racines  à  des  électrodes.  —  Cette  pro- 
priété du  potentiel  4>  conduit  à  une  curieuse  conséquence. 

Assimilons  les  points-racines  M  à  des  électrodes  (positives,  par 
exemple),  déversant  toutes  la  même  quantité  d'électricité  sur  le 
plan  considéré  comme  une  plaque  conductrice  indéfinie.  Le  poten- 
tiel électrique  en  un  point  quelconque  N  de  la  plaque  sera  une 
fonction  linéaire  du  potentiel  analytique  4>  ci-dessus  défini.  Les 
courbes  équipotentielles  s'identifieront,  par  conséquent,  avec  les 
courbes  de  niveau  dont  Téqualion  générale,  algébrique  et  du  degré 
2/7,  est 

(g)  X«-r- Y«  =  const. 

• 

Ces  courbes  sont,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment,  des 
cassinoïdes  ayant  pour  foyers  les  points-racines  M.  On  pourrait 
tracer  ces  cassinoïdes  sur  la  plaque  conductrice  en  employant, 
comme  Ta  fait  M.  KirchhofT,  deux  fils  reliés  à  un  galvanomètre, 
la  pointe  de  l'un  étant  maintenue*  fixe  sur  un  point  de  la  plaque, 
tandis  que  Ton  déplacerait  la  pointe  de  Tautre,  de  manière  à  n'avoir 
pas  de  déviation. 

Les  points  nodaux  que  peuvent  présenter  certaines  cassinoïdes 
sont  déterminés  par  le  système  d'équations  simultanées 

auxquelles,  en  vertu  des  équations  (26),  on  peut  substituer  le  sui- 
vant : 

/      </\  ft\ 

068) 

Y  —  -  X  —  =  o 
d.F  d.r 


Multiplions  la  seconde  équation  par  \l —  r  et  retranchons-la  de  la 
première;  nous  trouverons 

,.6,,  (x-Yv^)(g^;4>'v/rrT)=„, 

équation   qui   équivaut    au    système  (1C7).    Elle   se   décompose 
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d'ailleurs  en  deux  niilrcs,  savoir 

(  1 70  )  \  —  Y  /—  I  —  o , 

r/\         ,/Y     . 

(.7.)  _.  ^_,/z-7  =  o. 

L'rqiialiQTî  (170)  équivaut  à 

V(z)  =  o 

et  représente  le  groupe  (M);  ces  points-racines,  considérés  comme 
des  cercles  de  rayon  infiniment  petits,  constituent  la  cassinoïde 
parliculière  dont  Téquationest 

X*_^  Y*  =0. 
L'é(|uation  (i-ji)  é([uivaut  à 

F'(w)  =  o 

et  représente  le  groupe  (M').  Par  conséquent  :  Les  points  nodaitx 
des  courbes  équipotentielles  coïncident  avec  les  points-racines 
de  la  dérivée  du  polynôme  F(3). 

11  résulte  de  cette  observation  que  les  tracés  des  lignes  équi- 
potenlielles  peuvent  servira  la  détermination  des  points-racines  du 
polynôme  dérivé  F'(3)  lorsque  Ton  connaît  les  points-racines  du 
polynôme  primitif  F  (  z  ). 

Il  esta  remarquer  que  la  cassinoïde  représentée  par  Téquation 
générale 

(9)  \*  -f- Y-  =  consi. 

tend  rapidement,  lorsque  l'on  fait  croître  la  constante,  vers  une 
grande  circonférence  ayant  son  centre  au  centre  des  moyennes 
distances  des  points-racines  M.  Si  Ton  décrit  autour  de  ce  point 
comiye  centre  une  circonférence  d'un  rayon  suffisant  pour  cir- 
conscrire tous  les  points  M,  on  pourra  limiter  la  plaque  indéfi- 
nie à  une  autre  circonférence  de  même  centre,  mais  d'un  ravon 
beaucoup  plus  grand,  qui  pourra,  sans  erreur  sensible,  être  regar- 
dée comme  une  courbe  écpiipotentielle. 

Les  électrodes  positives  étant  données  par  les  extrémités  de  fils 
conducteurs  aboutissant  au  point  M,  on  prendra  pour  électrode 
négative  un  anneau  métalli([ue,  d'un  rayon  égal  à  celui  de  la  plaque 
conductrice  et   se   juxta[)osanl    à   .son   contour.   CiOmme    tous  les 


—  69  - 

points  M'  (loiveot  être  à  Tintërieur  de  la  petite  circonférence  qui 
entoure  le  groupe  (M),  il  suffira,  pour  la  reclierche  de  ces  points 
]V1\  de  tracer  les  arcs  des  courbes  équipotentielles  qui  se  trouvent 
compris  dans  cette  circonférence. 

Si  donc  on  connaît  les  points-racines  d'un  polynôme  F(z),  rem- 
ploi des  courants  voltaïques  permet  d'obtenir  sans  calculs  les 
points  racines  du  polynôme  dérivé  F'(c). 

(Février  1888.) 


Egalités  à  deux  degrés  (*);   par  M.  Michel  Fkolov. 

• 

Le  but  unique  de  la  Science,  c'est  l'honneur 
'de   l'esprit  humain,  et,   sous  ce   titre,    une 
question   des   nombres  vaut   autant   qu'une  * 
question  du  système  du  monde. 

,      jAconi  à  Leqendre. 

1.  Définitions.  —  Étant  donnés  deux  ou  plusieurs  groupes 
d'un  même  nombre  de  termes,  tels  qu'en  prenant  les  termes  de 
chaque  groupe  non  seulement  au  premier,  mais  aussi  au  second 
degré,  on  obtient,  dans  les  deux  cas,  des  sommes  égales  pour 
tous  les  groupes,  nous  dirons  que  ces  groupes  forment  une  éga- 
lité à  deux  degrés. 

Ainsi,  lorsqu'il  y  a  simultanément 

(i)  ai  -h  rïj  -h  . . .  -4-  a,i  =  61  -H  &j  H-  ...  -h  ô»  =  Ci  -f-  Cj  -h  . . .  -h  c«  =  . . . 


ou 


va  =  v6=  vc=:  ... 


el 

(2)    a}  -h  aj  -4-  . . .  -4-  aj  =  ^î  -f-  6|  -4-  . . .  -h  6*  =  cî  -f-  c|  4-  . . .  cj  =  . . . 

ou 

2aî  =  26*=  202=  ..., 

on  a  une  égalité  à  deux  degrés  que  nous  représenterons  par  la 


(•)  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  19  novembre  1888. 
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no  la  lion  abréj^re 


ou 


aiat  . . .  an  ^ 6| b^  ...  />/*  ^  C| rj  . . .  c„  ^  . . ., 

^a±:Lb±y:r .... 


Les  égalités  de  celle  espèce  donnent  lieu  à  <les  procédés  parti- 
culiers. 

Examinons  le  cas  le  plus  >>iinple,  relui  où  Ton  n'a  que  deux 
groupes  égaux, 

(.t\ii^  ...  (t  n  JL    A  I  Aj  ...  A /i . 

Il  est  évident  que  les  diflTén^nces  des  termes  correspondants 


\\  —  Oi  =  d\^         A*  —  «i  =  di' 
doivent  satisfaire  aux  équations 


A«  —  an  =  cl„ 


l  ^1  -f-  f/j  -h  ...  -+-  ^„  =  S  rf  =  « 
(I)'  et 

2(  ai  rf|  -f-  Oj  ^j  -T-  . .  .^-t-  an  dn  )-hd^-T-dl 


I 


..-^r/*=2i:afl^--2:rf*=o. 


Ces  équations  expriment   les  conditions   fondamentales   de  la 
question. 

Par  exemple,  étant  données  les  égalités 

IH-  16  -+-  26  —  3i  =6-^11—  >.i  —  36  =  74 
et 

,î^  i(\î^^C}i-h3r-  =  (\-  ^  \r-  ^jiiiSGî  =  i8<)4, 

nous  les  exprimerons  plus  simplement 

I.    iG.  iCk  3i  X^*'    '*•  *^''   ■^'*- 
Kn  prenant  les  différences 

r>  —  I  —  -f-  5.         1 1  —  iT)  —  —  I  i,         •» I  — -iC»  --  —  ).         30  _  3i  =  -^  *,. 


on  a 


1./=  -^  ■>—  -, 


:>  —  o, 


7, 1  /-/  r/  —  «'Z-  —  'J*.  I  I  >'  <  -•-  ">  »  -•-  l()  .-    (  —  ■)  )  —  ■.»,(»  X  (  —  5  )    -    ■>  I  X  ^  —  5  )\ 

—  (  -.-  >  )-  -  -  (  —  3  )-  -h  ( —  5  I-  --  «  -^  >  )*  =  o. 

Les  égalités  à  de^ix  degrés  possèdent  plusieurs  propriétés  que 
nous  exposerons  dans  les  théorèmes  suivants. 
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2.  Théorème  l.  —  On  peut  augmenter  ou  diminuer  de  la 
même  quantité  tous  les  termes  d'une  égalité. 

Ce  ihéorème  a  lieu  pour  les  égalités  à  plusieurs  degrés  consécu- 
tifs. Soit 

2a  =  2A,        Saï  =  SA«,        Xa»  =  2A3,        ...,        2:a*  =  2A*, 

11  suffit  de  démontrer  ce  théorème  relativement  à  l'exposant 
général  k. 

En  ajoutant  une  quantité  quelconque  h  à  tous  les  ternies  de  la 
dernière  égalité,  on  aura 

H ^^ A*  £  a*-*  zb  -^^ r n^  S  a*-^  , . 

•2  2X3 

!i:(A±:A)^  =  SA*±X7iIA*-i 

Les  seconds  membres  de  ces  deux  égalités  étant  égaux,  terme  à 
terme,  il  en  résulte 

5:(a±A)^  =  2(A±:A)*,       2(a±A)»  =  £(A=fc:A)«,       2(azt  A)  =  1(A  ± /i). 

Donc  on  a 

S(rt±:A)  J;i:(A±:A), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Par  exemple,  en  ajoutant  3  à  tous  les  termes  de  l'égalité 

»,  4,  6,  7X  •-'•,  3,  5,  8, 
on  aura 

4,  7,  î),   i*>X  5,  6,  8,   ii; 

en  retranclianl  i  de  tous  les  termes  de  celte  dernière  égalité,  on 
aura 

3,   <>>   8,  9X4,    ■>,   7^    '«• 

3.  Théorème  II.  —  On  peut  retrancher  d  une  même  quantité 
tous  les  termes  d  'une  r^^^alité. 

Ce  théorème,  qui  |)ennet  de  remplacer  tous  les  termes  d'une 
égalité  par  les  termes  complémentaires,  se  démontre  tout  aussi 
aisément.  En  effet,  étant  donnée  SaJL-A,  on  aura,  en  retran- 


-  Ti  - 
chanl  lous  les  lermes  d'une  quanlilé  p. 
2î  p  — a  A  =1  p^  —  kp*-*l.a 

-^ />*-*la« /^-*la» 

•j        '^  2  X  î  '^ 

Il  en  résulle 

v,^_^^_v  />— Ar^.      2:  />— a  «  =  Si/>  — A»*.      3:i/>—«i  =  X»/>— Ak 

Jonc 

-'/>  —  <"A*/^  —  ^'- 

IW  exemple,  en  retranchant  de  ii  les  lemies  de  Tégalilé 

I.    3,    lO,   *>i'J.   4,   7,  it. 
i»D  obtient 

•11,   19,   11.   i^ao.   18,    l>.   I. 

4.  TiiÊOKÈMc  III.  —  O/i  peut  multiplier  on  ^iî^riser  par  la 
même  '/uantitê  t^pits  les  termes  d'une  égalité. 

Par  e\einple.  en  multipliant  |Kir  \  les  termes  derêgalîtê 
on  a 
en  di\îsint  cette  dernière  par  3«  on  obtient 

Ce  théorème  se  démontre  comme  les  deu\  précédents  A  I  aide 
des  trv»is  théorèmes  que  nous  venons  d  exposer,  on  peut  déduire 
d  une  seule  égalité  beaucoup  d  autres  contenant  le  méine  nombre 
de  termes. 

5.  TutoKCME  l\  .  —  On  peut  /aire  l^fitliliUon  de  deux  ou  plu- 
sieurs  égalités.  * 

Ce  théorème,  dont  la  \értté  se  \oît  immédiatement  et  qui  per- 
met de  passer  des  égalités  donutes  à  des  égalités  nouvelles  conle- 
nant  un  nombre  de  termes  plus   élevé,  |>eut  être    appliqué    de 


^ 


-  73  - 

différentes  manières,  soit  en  additionnant  séparément  les  premiers 
et  les  seconds  groupes,  soit  en  transposantles  groupes  de  quelques 
égalités. 

Par  exemple,  on  peut  faire  l'addition  de  deux  égalités 

»>   i»     6,     7  X    "*'     3,     5,     8, 
D'    »^ï   «4  X  '^>   '^    '^ 
de  deux  manières  et  Ton  obtient  deux  égalités  de  sept  termes 

I,   4i  <>,   7.     9»    '3,    i4X*^   3,   0,   8,    lo,    II,    ij, 
i,   4,  ('),   7,    lo,    11,   i5X*»   ^'   ^1  ^ï     9i    »3,    l^ 

6.  Egalités  semblables.  —  Nous  dirons  que  les  égalités  ajant 
le  même  nombre  de  termes  sont  semblables,  si  les  différences  des 
termes  correspondants,  dont  nous  avons  parlé  dans  le§  1,  sont 
proportionnelles  les  unes  aux  autres. 

Ainsi  les  deux  égalités 

ai^Tf  as  . . .  a/t  X  Ai  AjAa  . . .  A,i 
et 

bxb^b^  .,.  bn   I    BjBjBa  ...  B« 

sont  semblables  si  Ton  a 

B|~fe|  ^  ^izih  =  ^3  -  ^1  ^  ^  B,,  ^  b„ 

Al — ai        Aj  —  ai        A3  —  a^        "'        X^  —  bn 

Par  exemple,  les  égalités 

4,  3-2,  36,  X '*>   '^»  44        et        7,  35,  42  X  «4»  '^ï,  49 
sont  semblables,  puisque  Ton  a 

14  —  7  _  ^'  —33  __  49  —  4?. 
12  — 4       16  —  32       44  —  36* 

On  déduit  de  cette  défînition  le  théorème  suivant  : 

7.  TiiéoRÈME  V.  —  On  peut  additionner  les  termes  correspon- 
dants des  égalités  semblables. 

Par  exemple,  en  additionnant  les  lermes  des  égalités  semblables 

^    i,  ^»7   7X'm   3,    ),  8     et     f,   8,    ii,   14  X  3,   6,  9,   16, 

on  a 

2,   12,   17,  21  2,5,  9,   14,  24. 
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RKMAngrE. —  Un  multipliant  les  termes  (V une  égalité  par  tes 
termes  correspondants  d'une  autre  qui  lui  est  semblable^  les 
sommes  des  produits  seront  égales. 

Par  exemple,  en  appliquant  celle  opération  aux  deux  égaillés 

«ï  \,  ^>,   /X'-.  3,    ),  8    cl     I,  «,    II,   liX -^  ^1  9.   »6, 
on  aura 

I  X  I  -f-  4  X  8  -f-  r>  X  1 1  -r-  7  X  I  î  =  A  X  3  -1-  i  X  G  -^  5  X  î)  -h  S  X  1  f)  =  197 . 
(^ellc  propriété  se  démontre  aisément . 

8.  TnÉonÈME  VI.  —  On  peut  ajouter  aux  termes  des  deux 
groupes  d'une  égalité  une  suite  de  quantités  déterminées  au- 
tant de  fois  que  l'on  voudra. 

Soit 

(t^aia:i  .  . .  fin  Jj^  \\  Aj  A3  .  . .  A„. 

En    ajoutant  aux  termes  des  deux  groupes  les  quantités  /•,,  /-o, 
/'s,  .  . .,  /•//,  on  aura 

X (  A 1  -f-  /'i  ),     (  A,  H-  /••  ) (  A«  -+-  r«  ) . 

Pour  satisfaire  aux  conditions  fondamentales  exprinu*es  par  les 
équations  (I),  on  doit  avoir 

(  Aj  —  «i  )/-|  -i-  (  Aj  —  fil  )/•;  -T-  ...  -+-  (  A„  —  a„  \rn  =  X(  A  —  fi  )r  =  <>, 

ou,  en  reprenant  la  notation  du  J^  1, 

(II)  dif'i       flif'i   ■    . . . -T- fl.i/',,  —  yidr  =  u. 

(".elle  équation  sert  à  déterminer  les  (piantités  additionnelles  /*. 
Par  exemple,  Tégalité 

I.   '..  r,  J^ .»..  :j,  7 
donne  les  dillV^renees 

Donc  f»n  a 

En  posant/',  =  o,  n()u>  Irouvïuis 

/•3=  i-r*' 
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Ainsi,  on   peut   prendre  une  des   suites  additionnelles  o,   i,   a; 

0,  o,  4  ;  o,  3,  6  ;  ....   En  nous  servant  de   la  suite  o,  1.2  et  en 
rajoutant  successivement,  nous  aurons 

1,  6,  8  J,?,  4,  9;     I,  7,    10  J,9.,   5,   11;     r,  8,   r2j[,2,  6,   i3;     

L'éçalitr 

I,   1,  8,    14  X  '^,    î»   ^7    »5 

donne  les  diflTérences 

r/i  =  -h  I ,        di  =-\-  \,        r/:t  =  —  3,         '^i  =  —  » . 
Donc 

/•^  =  3/-3  — (/'i  H- /•,). 

En  faisant  /'i  =  o,  on  aura 

A-;  =  3  l'z  —  f'f  • 

Ainsi   Ton    peut    choisir  entre  les  suites  o,  o,  i,  3;    o,  i,  i,  3; 
o,  I ,  '>.,  5;  ....  En  choisissant  la  suite  0,0,  1 ,  3,  nous  obtiendrons 

^  3,  9,  i;JLa,  4,  T),  18;        I,  3,  10,  20JL2,  4,  7,  '»;        — 

9.  Première  méthode  de  la  formation  des  égalités,  —  On 
prendra  des  nombres  quelconques;  on  formera  une  identité  en  les 
disposant  dans  deux  ordres  différents  ;  après  avoir  déterminé  les 
suites  additionnelles,  au  moyen  de  Téquation  (II),  on  les  ajoutera 
aux  deux  membres  de  l'identité  jusqu'à  ce  que  tous  les  termes 
prennent  des  valeurs  différentes. 

Commençons  par  les  égalités  les  plus  simples,  celles  qui  ne  con- 
tiennent que  deux  groupes  de  trois  lermes. 

Dans  ce  cas,  on  peut  composer  l'idenlilé  d'a[)rcs  Tune  des  deux 
formes 

cX 

En  posant  /'i  =  o,  on  lirera  de  Téqualion  (M  ),  pour  la  première 

forme, 

a^  —  a, 

/"a  = t'i. 

ai  —  n^ 
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vi  pour  la  seconilt*, 

a*  —  rtj 

/•j  =  — /•,. 

«I  —  «j 

Prenons  Fidenlilé  i ,  3,  2  ^  a,  1,3  composée  d'après  la  premi<»re 
forme.  I-.a  formule  correspondante  donne  rj  =  ar^:  donc  on  peut 
se  servir  «le  la  suite  t>,  1,  •<,  que  nous  avons  déjà  employée  dans 
le  S  8. 


I,  i. 

5  1  i. 

•i. 

—  0.   1. 

'2    —    0. 

1, 

'1 

1 .   3,  6^2,  3,  7 

C/est  lu  première  égalité  obtenue  par  ce  procédé  qui  soit  corn- 
|H>sêe  de  nombres  diirérenU.  Eln  continuant  l'addition,  on  obtient 
sueoessi>ement 

Ktant  appliqué  aux  identités 

ce  pnHvdé  donne  des  égalités 

*>  ^»  l^A^-  i.   Il        01        I,   il.   iii4;  i?  i3. 

semblables  au\  précé«ientes«  et.  par  conséquent,  on  peut  addition- 
ner leurs  termes  corrt^ïipondants. 
Kn  sij  ou  tant  au\  identités 

I.  4«   3^3.   I.    i:         1.  4.  *A'-   *•  4- 
i.   6.  4i4.   I.  «^^         ».  «*.   >i5.   I,  6 

rt*s|Hvti\ émeut  les  suites  v».   1.    i;  o.   i.    V:  o.  3.  3  et  o,  3,  5,  on 
trv^uxe  vlese^ialites 

i.      ".    tjJL>>.    1.    i>-  I.    iv>,    it^j.   7.    i>: 

i.    uv   iiJL4.   3,   f.  :         i,   lî,    îii>.  ~.   1^: 

qui  uo  sk^uI  sembUbles  ni  Jiuv  précevleates.  ni  culrt*  elles. 
Fii  jvjisvjiiit  4a \  t'CJilites  do  qujitrv  termes*  prenons  rîJentité 

j^  «  •  •    ♦ 

^^u  peut  li.:;  .ii*^*-^juer  le>  >-nU'^  o.   ^.  « .  t ,    ^.  ' ,  i.   :  :  ->.  1 ,  a,  >: 
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c),  1,3,  i;  ...   déterminées  à  l'aide  de  ré([iialion  (II).  En  se  ser- 
vant de  la  première  suite,  on  obtient 

»î   4,  6,  7JL'2,   3,   5,  8;         i,  4,  7,   S  J^i,   3,  6,  9;         

L'identité  de  cinq  lermes 

I,  4,  3,  5,  -2  JL  3,  5,  2,   I,  4 
produit,  au  moyen  de  la  suite  o,  o,  a,  3,  y,  les  égalités 

I,   4,     9»    <î,  îi3  J,  3,   5,     8,    10,  25; 
I,  4i    'it    17,  3o^3,  3,    10,    i3,  32; 


10.  Deuxième  méthode  de  la  formation  des  égalités.  —  Nous 
avons  déjà  dit  dans  le  n°  5  que  l'on  peut  passer  des  égalités  données 
à  des  égalités  nouvelles  contenant  un  plus  grand  nombre  de  termes. 
En  se  servant  d'une  seule  égalité,  on  peut  en  déduire  d'autres  dont 
le  nombre  est  de  deux  ou  de  plusieurs  fois  plus  élevé.  Par  exemple, 
en  prenant  Tégalité  de  trois  termes 

I,  5,  6JLi,  3,  7 

et  en  ajoutant  à  ses  lermes  le  nombre  ^  égal  au  plus  élevé  des 
termes,  nous  obtiendrons,  en  additionnant  la  nouvelle  égalité 

8,   12,   i3 J,  9,   10,   14, 

el  l'égalité  primordiale  de  deux  manières  indiquées  au  n°  S,  deux 
égalités  de  six  termes 

I,  5,  6,  8,   12,   13JL2,  3,  7,  9,   10,   i4; 
I,   5,  6,  9,   10,    UJL^i  3,  7,  8,    12,   i3. 

En  augmentant  de  i4  les  termes  de  l'égalité  primordiale  et  en 
ajoutant  la  nouvelle  égalité 

1),   19,  20  X  ï6,   17,  21 

aux  précédentes  également  de  deux  manières,  nous  obtiendrons 
quatre  égalités  de  neuf  termes  : 

I,  5,   6,   8,  i>,  i3,  i5,  ly,   7.0X2,   3,   7,  9,  10,  i^,  16,  17,  21, 

I,  5,  C,  8,  17,  \\,  iG,  17,   71  X^,   3,   7,  9,  10,  14,  ij,  19,  20, 

I,  3,  6,  9,  10,  14,  ij,  19,   70X2,   3,   7,   8,  12,  i3,  iC),  17,  21, 

I,  5,  6,   9,  10,  14,  iG,  17,   2iX^j   3,   7,   8,  12,  i3,  i3,  19,  20. 
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Étant  données  deux  Cf;;alilés 

de  trois  termes,  et 

I,  4,  6,  7  JL'^-5   3»   ^)   ^ 

de  quatre  termes,  en  augmentant  de  8  les  termes  de  la  première, 
on  a 

9.   »3,   i4  2,  lo,   II,   i5, 

et  en  ajoutant  celle-ci  à  la  deuxième  égalité  de  deux  manières, 
nous  obtiendrons  deux  égalités  dé  sept  termes  : 

I,  4,  6,  7,     (),    li,    i4JL^^   3,   J,  8,    lo,    II,    i5, 
I,  4,  6,  7,    lo,    II,    i52.a,   3,   5,   8,     y,    i3,    14. 

Il  est  facile  de  comprendre  qu'en  combinant  entre  elles  une 
égalité  de  trois  termes  et  une  autre  de  quatre  termes  on  peut 
composer  des  égalités  contenant  autant  de  termes  que  Ton  vou- 
dra. 

11.  Répartition  des  nombres  consécutifs  en  deux  groupes 
égaux. 

Nous  nous  proposerons  à  présent  de  répartir  en  deux  groupes 
égaux  tous  les  nombres  consécutifs  d'une  progression  arithmé- 
tique, sans  omettre  ni  répéter  aucun  de  ces  nombres. 

La  plus  petite  progression  des  nombres  naturels  qui  peuvent 
être  répartis  en  deux  groupes  égaux  est  celle  qui  contient  huit 
nombres.  Cette  répartition  est  formulée  par  Tégalilé  suivante,  que 
nous  avons  déjà  citée  plus  d'une  fois, 

ï,  4,  G,  7  ±,'1,  3,  5,  8. 

En  augmentant  tous  les  termes  de  8,  nous  aurons 

(j,    12,    14,    r3  2iio,    II,    i3,    lO. 

Si  nous  additionnons  ces  deux  égalités  de  deux  manières,  nous 
obtenons  deux  égalités  représentant  la  répartition  des  16  nombres 
consécutifs  en  deux  groupes  égaux  : 

',    4,    G,    7,       y,     1-2,     14,     lîJL'-*,    ^y    ^.    8,     10,     II,     li,    16, 

I,   4,  6,  7,    10,    II,    i3,    i6i-2,   3,   5,   8,     9,    1-2,    14,    i5. 
En  augmentant  tous  les  termes  de  Tégalilé  primordiale  encore  de 


7»  — 


8,  nous  aurons 


17,  20,  O.7.,    l'S  J^  18,    19,  7.1,  '>.4. 


En  ajoutant  cette  nouvelle  rgalité  aux  deux  préceîdenles,  aussi  de 
deux  manières,  nous  aurons  quatre  égalités  représentant  la  n^paiii- 
lion  des  a4  nombres  consécutifs  en  deux  groupes  égaux  : 


ij  4,  6,  7,  9,  12,  14,  i5,  17,  ^.o,  22 

^2,  3,   5,  8,  10,  II,  i3,  16,  18,   19,  21 

I,  4,  6,  7,  9,  12,  i{,  i5,  18,    19,  21 

^  2,  '3,   5,  8,  10,  II,  i3,  16,  17,  20,   22 

I,   4»  ^>j  7»  >«'  lïï  ï3,  16,  17,  20,  22 

J,  2,  3,  5,  8,  9,  12,  lî,  i5,  18,    19,  21 

»,    î,  <j,   7'  •".  »«'  »3î  '<iï  «8»    «9>  '-il 

J.  a,   3,   5,   8,  9,  12,  14,  i5,  17,  20,   22 


23 

2^: 
23  : 

23 

24 

23. 


En  répétant  le  même  procédé,  on  peut  répartir  les  3a  nombres 
consécutifs  de  8  manières,  les  ^o  de  16  manières  et  en  général 
les  8m  nombres  de  ^jt"*"*^  manières  différentes. 

Mais  ce  n'est  pas  tout,  car  on  pourrait  trouver  encore  bien 
d^autres  égalités,  en  transposant  d^un  groupe  à  un  autre  les  groupes 
inférieurs.  Par  exemple,  dans  la  première  des  égalités  de  1 2  termes, 
on  peut  transposer  les  deux  groupes  de  l'égalilé 

1 ,   12,  20  ^  2,   10,  21 
et  Ton  aura  une  cinquième  égalité 

•^,  '1,  ^>,  7»     9»   "<>>    'iï   »^   <7i  '^<»  ■>-^>  '^^ 
^   I ,   3 ,    > ,   8 ,    II,    12,    I 3 ,    1 G ,   18,    19,   20 ,   24 • 

On  peut  encore  transposer  dans  la  première  et  la  dernière  éga- 
lité les  groupes 

3,   11,   iG  XI»  9.    »7 

et  Ton  aura  encore  deux  égalités 

1,  3,  G,  7,    II,   12,    14,    r>,    iG,  20,  22,  2) 
X  '-,  4,  5,  8,     9,    10,    i>,    17,   18,   19,  21,  2,'; 

2,  3,  G,  7,    10,    II,    14,    i">,    17,   21,  22,  2$ 
X   i,    i,    3,  8,     9,    12,    i3,    17,    18,    19,  20,   •}\. 


On  peul  r;;jleiuent  iv|Mriir  tro  «jeu^  ^rouj^e^  riau^  le>  i»  nom- 
bres coo<rcutîr>.  comni«r  le  moolre  l'r;ralite 

I     3.  7.  ^.  9.   Il  i^.  4.  5-  ^.  ■•>.  ii- 

En  aarmeolant  lous  le>  tenues  de  1  ^  : 

i3.    i>.   19.  ^'».   lî.   *>i  '4-    ■•^-   17-   '*-   **-  *» 

et  eo  jdditîoonaot  ces  «^ealitê?  de  deux  manières,  on  obtient  en- 
c*>re  deuiL  manières  de  ré^*artîr  24  n^^mbres  c*>n>écutîr5  en  deux 

I.   3-  -.   S,     •,.    II.  i>.   i>.   i»i.   ».   ji-  lî 

Mm  m 

'  i  J-    i.    >-   ^-    !•>-    ïi-    î*.    lô.    17.    I"*.   IJ-    14; 

1.    >.  7.  >.     9.    II.    14.    1^.    r^.    i>.    M.  X4 
JL  a.    î-   3.  •>-   !«>.    lï-    iî.    i>.    »^-    !*>.    ïi»   ^i- 

La  répartition  en  deux  groupes  ê^ux  de  10.  s?^. 4  flf  nom- 
bres o>nsèvuîîrs  peut  <e  taire  en  additionnant  les  groupes  de 
quatre,  «le  >ix.  de  huit  termes.  Ainsi  on  peut  répartir  en  deux 
groupes  ^^aux  toute  pro^rres^ion  de  4  m  nombres  consêcuûfs. 

12-  Rtfp^iriitôyn  '{ifs  mombrfrs  'y?nj>'mti/s  *^n  plmsieurs  sroupes 

Toute  pn>xressî'>D  arithmêùque  peut  être  diiisèe  en  n  ^croupes 
eiraux.  si  le  nombre  de  ses  termes  e>l  è;2ral  au  carré  «iouble  du 
n»>mbre  de  2roup«^s.  cest-à-dire  si  elle  contient  1/1-  termes.  Ainsi, 
Ton  peut  diiîser  en  tn?is  gn>uj»es  è;cau\  une  pco;rressîon  con- 
tea.iot  £>  termes,  en  ^luatre  ;î:n>uf»e>  une  pro^res-sion  contenant 
il  termes,  etc. 

^..■îci  la  rè-^te  ^i  suivre  :  il  faut  diviser  U  prv^^ressîon  en  n  sec- 
tions. aTjQt  chacune  m  nombre^  cv>asecutrts:  puis  ré«nir  les 
nombres  -le  ch.i*^ue  secti«>n  en  n  cv>upU*s.  Joat  le  i**"  soit  tonné  de 
«i<ax  nombres  du  mîiieu.  le  a'  de  deux  nombres  \otsins  des  prê- 
cé^leats  et  iinsî^  Je  suite.  IV ur  composer  les  5n>upes.  on  prendra 
«lans  u.i.-Lttîs  Les  se»: t ions  des  couples  dttF«:rvQts. 

•  .ette  S'i*-*  ''st  basée  sur  des  co  a  s:  «.lent  toc  s  suivantes  ; 

S'ient  «V.  •^..  «^r*  -  —  V?«  ^'^^  softirites  des  carrés  des  deux 
ui.Hîïbre^  «il  î'^  couple  doms  u  i".  tjt  1  .  ..    .  u  i»    *■"*  section:  les 
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sommes  des  carrés  des  nombres  dans  loiiles  les  seclions  seront 


»      3" 


4' 


couple, 


Q. 
Qi 
Qi- 


4; 


12; 

^4; 
H  40; 


Qt-4; 

Q1-+-24; 
QtH-io; 


Q/»H-4 
Q/f-+-  12 

Q«  H-  ^4 
Q/,  -4-  40 


yi 


♦ni»e 


Qi -»-    9./i(n  — 1;     Qï -h  2/i(n  — 1);     ...;     Q^  h- 2n(n  — i), 


Il  en  résulte  qu'en  prenant  pour  chaque  groupe  des  couples  dif- 
férents dans  toutes  les  sections,  on  obtiendra  invariablement  la 
même  somme  des  carrés 

Qi  -h  Qî  H-  ...  H-  Qrt  -h  o  -h  4  -4-  1 2  -+-  24  -+-  ...  -+-  2  /i  (  n  —  1  ) . 

Quant  à  l'égalité  des  sommes  des  premières  puissances,  elle  est 
évidente,  vu  que  tous  les  couples  donnent  des  sommes  égales  dans 
<;liaque  section.  Par  conséquent,  tous  les  groupes  seront  e'^gaux  à 
<leux  degrés. 

Commençons  par  la  répartition  de  18  nombres  consécutifs  en 
trois  groupes.  Représentons  les  couples  dans  une  Table  à  deux 
entrées  : 


\^  COUPLES. 

\ 

I. 

II. 

III. 

SECTIONS-  \^ 

3 

•À 

I 

1 

1 

5 

G 

2 

9 

• 

8 

/ 

10 

1 1 

i  >. 

I  ) 

14 

i3 

3 

lO 

'7 

18 

cl  composons  les  groupes  en  prenant  les  couples  d'après  la  forme, 
XVII.  0 


-  «2  - 
succes$i%'emenl  clans  la  i",  la  2'  et  la  3'  section. 

III,  II.  I 

II.  I,  III 

I,  III,  II. 
Il  en  résultera  régalité 

I,  6,  8,   II,   i5,    16X2,   5,  9,    10,    i3,   i8i3,   4.  7,   i^,    i4,   17. 

En  remplaçant,  diaprés  le  théorème  II,  tous  les  nombres  par 
leurs  compléments  :  1  par  18,  a  par  17,  etc.,  et  vice  versa,  nous 
obtiendrons  une  seconde  égalité 

I,  6,  9,   10,    14»    i7i>'   5,   7,    la,    i5,    i6i3,  4,  8,    II,   i3,   18. 

En  transposant,  dans  la  première  égalité,  les  deux  groupes 
égaux 

4.  12,  «7  A  ^f   «o,   18, 

et  dans  la  seconde  les  groupes  égaux 

5,  la,    16X6,   10,   17, 

nous  aurons  encore  deux  égalités,  aussi  complémentaires  Tune  de 
Taulre, 

I,  6,   S,    II,    i5,   i6j,2,   4,  9,    12,    i3,   I7i3,   5,  7,    10,    i4,    18 
I,   5,  9,    1-2,    14,    i6i2,  6,  7,    10,    i5,    I7JL5>   4»   ^y    '•»    '^»    »^- 

On  peut  décomposer  une  progression  de  3a  nombres  consécutifs 
en  quatre  groupes,  d*après  24  lormes  diflerentes  qui,  par  la  per- 
mutation des  rangées  verticales,  excepté  la  première,  se  réduiseut 
à  quatre  tvpes  : 


I. 

•>_ 

IV, 

III,  II, 

1 

IV, 

III,   II. 

1 

III, 

IV,      1, 

II 

III, 

IV,      I, 

II 

II, 

1,        IV, 

III 

II. 

1.      III, 

IV 

1, 

II,     III. 

3. 

IV 

1, 

II.       IV, 

III 

IV, 

III,     II. 

I 

IV, 

III,     H, 

1 

III, 

Il,       I. 

IV 

III, 

1.        IV, 

II 

II, 

1,        IV, 

III 

II, 

IV,      I, 

III 

1, 

IV,     III, 

II 

1, 

II.       III, 

IV 

Pour  n  =  5,  ou  a  56  l\pes  qui.  par  la  permutation  des  rangées 
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verticales,    produisent  56x24=  <^44    formes.   On    voit  qu'en 
augmentant  n  le  nombre  des  formes  croît  très  rapidement. 

13.  Egalité  à  trois  degrés,  —  Nous  nous  bornerons  à  donner 
quelques  exemples  dVgalités  de  cette  espèce  qui  donnent  des 
sommes  égales,  en  prenant  les  nombres  aux  i"*",  2*^et  3*  degrés.  Pour 
les  représenter  nous  adopterons  une  notation  particulière  : 

(i)  I ,   i4,   i^.,  3î  A  !i,  1 1 ,  ^.S,  34. 

Les  sommes  des  premières  puissances  sont  égales  à  ^2,  des  secondes 
à  1906,  et  des  troisièmes  à  56a68 

(2)  I,   10,    II,    i3,    14,  a3  A  3,  fi,  9,    i5,    18,  21, 
dont  les  sommes  respectives  sont  «ja,  1 1 16,  19470, 

(3)  I,    12,    i3,  21,   2-2,   33  A  3,   7,    16,    18,  27,   3i, 

dont  les  sommes  sont  lop.,  1^2%,  69772. 

Rappelons  que  les  transformations  exposées  dans  les  théorèmes 
r,  IV  étant  aussi  applicables  aux  égalités  de  cette  espèce,  on 
peut  obtenir  d*une  égalité  donnée  beaucoup  d'autres  égalités. 

Par  exemple,  en  diminuant  de  i  tous  les  termes  de  la  deuxième 
égalité,  on  a 

^>  9>  '^î   ''-*>   *3,  22A2,  5,  8,   14,   17,  'M, 

En  multipliant  par  2, 

o,  18,  20,  24,  26,  4i^4,   if>}   1^7  28,  34,  40. 
En  ajoutant  1  à  tous  les  termes,  on  obtient 

(4)  I,   19,  21,  25,  27,  4jA5,   II,    17,  29,  35,  41. 

En  augmentant  de  3  les  termes  de  la  deuxième  égalité,  on  a 

4,  i3,  i4,  16,   17,  a6A6,  9,   12,   18,  21,  24, 
et  en  lui  ajoutant  cette  nouvelle  égalité,  on  obtient 

(5)  I,  10,   II,   12,  23,  24A3,  4î   i5,  16,   17,  2G. 

Ajoutons  celte  dernière  à  la  troisième  égalité  et  nous  aurons  une 
égalité  de  8  termes  : 

(G)     I,    10,   12,    14,    18,   19,   23,  3oA4,   7,  8,    i5,  20,    ^ii,   2i,   28. 
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Etude  géométrique  sur  la  courbure  clés  pseudo-surfaces; 

par  M.  TAbbë  Issal\  . 

Préliminaires. 

1.  De  noire  Mémoire  sur  les  congruences  de  droites  (•),  il 
résulte  qu\ine  pseudo-surface  nVst  autre  qu^un  lieu  géométrique 
d'un  nouveau  genre  produit  par  deux  systèmes  de  courbes  va- 
riables ne  s'entrecoupant  qu^aux  infiniment  petits  du  second 
ordre  près. 

Un  tel  lieu  n'est  pas  susceptible,  à  vrai  dire,  d'être  représenté 
par  une  équation  finie  entre  trois  variables,  telles  que  j:,  }\  z  ; 
mais  il  peut  l'être,  implicitement  du  moins,  par  une  équation  dif- 
férentielle de  la  forme 

jointe  à  la  condition  de  non-intégrabilité 

_i  >  _•  . 
tfjc^  dy 

A  ce  point  de  vue,  toute  surface  peut  être  considérée  comme 
un  cas  particulier  ou,  pour  mieux  dire,  comme  une  limite 
commune  à  une  double  série  de  pseudo-surfaces  infiniment 
voisines. 

On  en  conclut  que,  quelle  que  soil,  par  exemple,  Texpression 
que  Ton  adopte  pour  la  mesure  de  la  courbure  d'une  surface  en 
chacun  de  ses  points,  celle  expression  devra  pouvoir  se  déduire, 

en  V  faisant  simplement  -— ^  =  - — ~  ou  —  r=  -^,  suivant  la  nota- 

*  ojcfh'         uvOx         s,  s, 

»  «  Il  I    z 

lion  adoptée,  de  celle  qui  conviendrait  à  \\\ï\<^  quelconque  des 
pseudo-surfaces  voisines.  Et,  comme  nous  savons  qu  a  priori  cette 
dernière  expression  ne  dépend  aucunement  des  paramètres  E,  F, 
G  de  Ciauss,  on  peut  aflirmer  que  la  première  n'en  saurait  dé- 
|HHidre,  pour  sa  part,  de  nécessité  absolue  du  moins. 

A  l'appui  de  celle  déduction,  nous  rappellerons  que  la  forme 
primitive  des  équations  des  lignes  remarquables   d'une  surface 


<  '  >  Bulletin  de  In  Société  mnthemntifjue  de  France,  l.  \VI. 
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prise  en  général  s'obtient  sans  le  secours  de  ces  paramètres,  et  que 
c'est  pour  la  variété  seule  des  applications  que  la  nécessité  de  leur 
inlroduclion  se  fait  sentir. 

2.  Du  même  Mémoire,  il  résulte  encore  qu'en  tout  point  M 
d'une  pseudo-surface  on  peut  concevoir  deux  surfaces  auxiliaires 
osculatrices  Fj^  et  Fv  correspondant,  Tune  à  la  moyenne  arithmé- 
tique -  (  -r  H — r  )  >  l'autre  à  la  moyenne  géométrique  -r==.  des 

^  \Pi        Pî  /  /p'j  p'J 

courbures  corrélatives  des  lignes  coordonnées. 

I^  première  de  ces  surfaces  est  étroitement  liée  aux  plans  prin- 
cipaux des  pseudo-surfaces  qui  lui  sont  tangentes,  tandis  que  la 
seconde  se  rattache  à  leurs  plans  focaux.  Or  on  sait  que  les  plans 
principaux  sont  toujours  réels,  tandis  que  les  plans  focaux  peuvent 
être  imaginaires.  Pour  ce  motif  surtout  nous  emploierons  de  préfé- 
rence la  surface  F^^  dans  tout  ce  qui  va  suivre. 

I. 

Extension  aux  psendo-snrfaces  des  principales  formules  proposées 
comme  mesure  de  la  courbure  des  surfaces. 

3.  Rappelons  d'abord  l'équation  de  Tindicatrice  de  la  surface  Fp^, 
laquelle  est  aussi  celle  des  pseudo-surfaces  correspondantes 
[I,  n«19  (•)],  savoir  : 

^1        \?i        Pi/  '-î 

Cette  conique,  avons-nous  d!t,  appartient  aux  genres  :  ellipse, 
hyperbole  ou  parabole,  selon  que  la  quantité 


/„sin*0  =  -7^  —  7  (  -^-  -+-  4-  ) 


est,  ou  positive,  ou  négative,  ou  nulle. 

On  en  déduit,  pour  Téquation  aux  rayons  principaux  R",  et  Rj, 


(^J 


in^O       r  I         I        /  I  I  \        J    I 

U«        L'i       'î       \Pi        9tl  J  *< 

L'-i'i        4   \?i         P,/   J 


(  ')  Celle  ahi'évialion  csl  un  renvoi  iiu  n"  10  <lr  nnire  premier  Mt'inoire. 
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Rapportée  à  ses  axes  de  ligure,  rindicalrice  prend  dès  lors  la  forme 
réduite 

el  Ton  remarque  qu'avee  ce  choix  de   coordonnées  l'expression 
de  la  première  courbure  verticale  de  la  ligne  quelconque  S  peut 
•  s'écrire 

I         cos*B|        5in'B| 


u> 


r;  r; 


I.  Actuellement,  de  Torigine  M  comme  centre,  avec  un  rayon 

variable  \'' R*^,  décrivons  une  sphère;  puis,  sur  le  plan  horizontal 
T|  M  Ta,  considérons  les  deux  courbes  du  second  ordre 

X«-h2XYcose-uY2  =  R'. 


\*        /  I  I  \  ....       Y« 

—  -^(-r— -tIXYh-—    =1. 


OÙ  Ton  reconnaît,  avec  l'indicatrice  (i),  la  section  delà  sphère  par 
le  plan  horizontal. 

Le  couple  des  sécantes  communes  qui  se  coupent  à  Forigine 
avant  pour  équation 

OU  bien 

AV-^aR\Y  — CY*  =  o. 

si  Ton  pose 

o>inî^=  VC-Rî. 
il  viendra 

'-  '  R"/  ~^*Vîf  *  ^^*=  *  R'"  R^JlR^-RÎ.'- 
les  coertîcienls  Ji  el  J*  n*élanl  autres  que  les  invariants 


J.  - 


r. 


(  —  —  —  )  o>-^ 


I 


-tn-M 


« 


I  II  t 
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Ceci  posé,  il  est  facile  de  voir  que,  généralisées,  c'est-à-dire  ap- 
pliquées aux  pseudo-surfaces,  les  formules  principales  qui  ont  été 
présentées,  en  divers  temps,  comme  mesure  de  la  courbure  d'une 
surface  ne  sont  autres  que  des  fonctfons  symétriques  des  racines 

jp->  ^  de  Téquation  5  =  o  et,  par  suite,  des  fonctions  rationnelles 

des  invariants  J|  et  Jj.  En  effet,  en  ayant  égard  auK  formules  de 
transformation  des  coordonnées,  on  a 

/>,  =  ^  H-  ^«   =  Ji  (Sophie  Germain), 

12  1  4 

^>«  ~  îr«  "^  '\  Vi"  R"  "^  R^  ~  ''*"  3  Ji(^*^^*-^ourgelet  Houscl). 

5.  Discutons  sommairement  la  convenance  de  ces  valeurs  au 
point  de  vue  de  la  mesure  de  la  courbure  des  pseudo-surfaces  : 

I**  Â ,jt  =  !>,,  ■>.,  *  —  Ce  rapport  pourra  bien   être  généralement 

tenu  pour  acceptable,  tant  que  R'^  et  R^  seront  de  même  signe 
ou  de  signe  contraire;  mais,  de  l'avis  d'un  grand  nombre,  à  coup 
sûr,  il  cessera  de  paraître  tel  lorsque  l'un  de  ces  rayons  deviendra 
infîni,  ce  qui  a  lieu  lorsque  F|jl  est  une  surface  développablc. 

2"  Âv  =  jTTTj  -f-  r.-«j  •  —  En  adoptant  cette  expression,  on  rem- 

place  implicitement  la  courbure  normale  -^  par  le  carré  ^  de  la 

déviation  verticale  relative  au  pinceau  des  normales  [MN]  de  la 
surface  ¥^  ou,  si  l'on  veut,  l'indicatrice  (3)  parla  dé^^icUrice 

-Si     ^  - 

de  celte  surface.  Or  on  rend  de  la  sorte  impossible  tout  moyen  d« 
distinguer  la  concavité  d'avec  la  convexité  de  Fp,  autour  du  point  M, 
chose  essentielle,  sans  contredit,  lorsqu'il  s'agit  de  courbure. 
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II 
3"  Xv  =  îT ô~'  Celle  Iroîsième  formule  lombe  en  défaul, 

lorsque  Fp.  esl  une  surface  minimet,  el  Tcin  peul  ajouler,  en  avant 
ê^artl  aux  invarianls  cî-dessas.  lorsque  les  pseudo-surfaces  qu'elle 
remplace  le  soni  avec  elle. 

I    '   I  I 

4*  /"a,  =^  r  (  R="  "^  ïT  I'  —  (^'i  êqui\aul  à  prendre  pour  me- 
sura de  la  courbure  de  la  surface  Fp.  sa  courbure  sphérique 
ou  movonne,  mais  on  \  renconlre  les  mêmes  inconvénienls  qu'avec 

I  'K  I 

r>*  Xj,  =  rrrj .^^   ^^.  -r  î7^-  —  Seule,  celle  dernière  formule 

nous  a  |>aru  |>arliculièremenldisned'allonlion  :  aussi  n'avons-nous 
pas  hôsîlê,  on  Tadoplanl  pour  les  pseudo-surfaces,  à  la  prendre 
comme  poiul  de  dêparl  de  nos  présentes  recherches.  Mais  il  faut 
aupara\anl  eu  expliquer  Torisrine. 

I».  Sup|>oSiMis  que  Ton  porte  sur  la  normale  MN,  à  partir  du 

^HMnl  M,  les  longueurs  --,  =  J  des  courbures  des  diverses  sections 

mHinales  de  la  surface  F^.  Rabattons  chacune  de  ces  longueurs 
suivant  ^înter^ection  du  plan  horiiontal  T,  \1T«  avec  le  plan  nor- 
mal qui  U  contient.  Leurs  exlTvmîtes  détermineront  un  arc  de 
courlH"  dont  Iji  forme  suftira  déjà  à  nfndne  sensible  la  variation  des 
c^^url.uix-s  àt^  séchons  normales  successives,  et  parla  même  celle 
de  Ia  suri  vice  F-  autour  du  ^v^înl  choîsî. 

Fn  coîixcMaul  do  rompla^vr  dos%>nuais  ^.  |vary  ■  à  cause  de  Tarn- 
li^uiie  qui  no  Urvlorwiil  |v<s  à  surxonir  .  IVx|uation  en  r'  el  i  de  la 
i"\^uï4h*.  dort  noa>  \onons  %i  indiquer  U  c>o>lruction,  sera 


-■■•  *"*  -  i         MU  ' 


l^ost  uuo  i^^miIh'  du  qualrun:o  oi\l!>'. 

Sji  îrjinsîoMnto  |\jir  rA\ou>  \o*îOi;rs  rtx*iproqu<^< 

o>ï  du  Mviomo,  VnrV ;o«s-nv^îî>  i  o*»o  wîï  :r>iaiit. 

l^n  \où  quVîii"  prx^rlo  lî>^'.>  xji'^cli-^.  Xi,^:  >^ttO  R*   et  R'.  sont 
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de  même  signe,  de  signe  contraire  ou  que  Tun  des  deux  IV^,  par 
exemple,  est  infini. 


Fig.  I. 


Vi'^.  1. 


Mg.  '^. 


^  / 

^0^       "^^     \% 

^^'     ^"^    /» 

*\^^^_        _^^ 

/  1 
/    V 

y  \ 

Nous  l'appellerons  indicatrice  (plane)  de  courbure  pour  la 
distinguer  de  Findicatrice  proprement  dite. 

En  désignant  d^une  manière  générale  par  Ar,  son  aire,  on  a 


(7) 


V  = 


V  = 


V  = 


"HT 


Ar.    = 


(/) 


••  ~  ^  V  R?  "^  R'i  h; 


H?) 

— ") 


A    -  ^J- 


Ainsi  c'est  par  Taire  de  la  courbe  réciproque  (())  qu'à  Tinstar 
de  la  méthode  introduite  par  MM.  Bourget  et  Housel  nous  propo- 
serons, à  titre  de  première  approximation,  de  mesurer  en  chacun 
de  ses  points  la  courbure  d'une  pseudo-surface. 

7.  Et  maintenant  posons-nous  la  question  suivante  : 
N'est-il  pas  possible  de  remplacer,  soit  le  contour,  soit  Taire  de 
la  courbe  réciproque  (6),  c'est-à-dire  des  indicatrices  (7),  dont  la 
construction  artificielle  ne  fournit  qu'une  solution  approchée  du 
problème,  par  des  surfaces  convexes  mesurant,  en  toute  exacti- 
tude, géométriquement  par  elles-mêmes  d'abord  et  numériquement 
par  leur  aire  ensuite,  la  courbure  de  la  surface  F^.  en  M  et,  par 
suite,  celle  de  toutes  les  pseudo-.surfaces  infiniment  voisiner? 
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On  le  peut  efi«ctivein«nL;  'mais  avouons  loul  de  suite  <jue  si,  au 
point  de  vue  théorique,  ces  surfaces  doivenl  doui  <laiuwr  oue  e%r- 
pression  génmiilriqiie  adi'qunte  de  la  courbure,  pratiquement,  le 
calcul  numérique  de  leur  aire  offrira  des  difficull^^  sérieuses,  au 
point  de  faire  regretter,  pour  ainsi  dire,  l'abandon  des  indicatrices 
planes.  Regret  inutile,  dirons-nous  aussitôt,  puisqu'on  verra,  dès 
le  paragrapbe  suivant,  qu'il  est  toujours  possible  et  même  facile, 
à  l'aide  d'une  transformation  légère  (véritable  critérium  par  rap- 
port à  la  première  méthode)  de  faire  prendre  au\  indicatrices 
convexes  une  aire  rigoureusement  égale  à  celle  des  indicatrices 
planes  qui  leur  correspondent. 

Comme  les  surfaces  annoncées  se  ramènent  à  un  type  général 
jouissant  de  la  propriété  signalée  et  de  quelques  autres,  non  moins 
remarquables,  nous  croyons  devoir  faire  connaître  tout  d'abord  et 
le  type  lui-même  et  ces  propriétés. 

11. 

Théorèmes  généraux  relatifa  aux  hémicrclidet. 

K.  Nous  appelons  surface  kéniicycUdate  ou  simplement  lièmi- 
cyclide  une  surface  engendrée  par  un  demi-cercle  dans  les  condi- 
tions que  voici  : 

Soient  AB  uu  arc  de  courbe  plane  algébrique  ou  transcendante; 


AOIt  le  secteur  correspondant  à  un  pôle  donné  O.  Relevons  sur  la 
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normale  au  plan  menée  an  pAle  chacun  des  rayons  vecteurs  qui 
aboutissent  aux  divers  points  de  Tare  pour  en  faire  le  diamètre  OD 
d'un  demî-cercle  situé  dans  le  plan  du  ra^on  considéré  et  de  la  nor- 
male : 

Théorème  I.  —  L* aire  du  secteur  donné  est  exactement  égale  à 
celle  de  la  surface  transformée  que  l'on  obtient  en  substituant 
à  chacun  des  éléments  fusif or  mes  de  Vhémicyclide  construite 
le  fuseau  sphérique  qui  en  est  la.  projection  sur  la  sphère  d^égal 
diamètre. 

Soit,  en  effet,  F(r,i}»)  =  o  Téquation  de  la  courbe  plane  donnée, 
rapportée  au  point  O  comme  pôle  et  à  un  axe  polaire  quel- 
conque. 

Pour  préciser,  prenons  sur  cette  courbe  la  branche  définie  par 
la  détermination  de  r  suivante  : 

En  désignant  par  p  un  rayon  vecteur  Om  quelconque  et  par  0 

Tangle  qu'il  fait  avec  ON,  on  aura  pour  équation  du  demi-cercle 

générateur 

p  =  /-cosO, 

0  ne  variant  que  de  zéro  à  ->  et,  par  suite,  pour  équation  de  l'hc- 

micyclide  correspondant  à  la  branche  considérée, 

P  =/('!')  cos6. 
Posons 

a  =  p  sin  0  ; 

Taire  de  la  portion  de  surface  transformée  qui  correspond  à  Tangle 
AOM  =  <j^  sera 

(8)  A,=.r^i,  r^"'"' 

et,  comme 


,^  .,«     cus'jiO 


sinïO  =  —  7 
r 


il  vient 


A.. -9   (\b'i   ('  ^ 


Il  du 


V'     -'r 


4//^ 


•• 
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INIuis 


donc 


ce  qui  démontre  la  propriété. 

9.  Quant  à  Taire  exacte  A  de  riiémicjclide,  sî  Ton  ropréscnlc 
par  Y  Tangleque  fait,  avec  le  plan  des  XY,  le  plan  tangent  mené 
en  un  quelconque  m  de  ses  points,  on  aura 


.». 


formule  dans  laquelle/*  et  dr  devront,  avant  tout  calcul,  t^trc  rem- 
placés par  leur  valeur  en  fonction  de  'i.  On  voit  après  cela  que  la 
première  des  intégrations  à  effectuer,  celle  par  rapport  à  8,  dé- 
pend déjà  des  fonctions  elliptiques,  ce  qui  justifie  ce  que  nous 
avons  fait  pressentir  au  n**  7  des  complications  inhérentes  au  calcul 
d^ine  aire  semblable. 

10.  Il  est  essentiel  d'observer,  dès  à  présent,  que  si  le  mode  de 
transformation  adopté  altère  l'expression  finie  de  Taire  de  la  sur- 
face, il  n'en  sera  pas  de  même  de  Texpression  du  volume,  puisque 
la  somme  des  éléments  solides  que  Ton  néglige  est  infiniment 
petite  par  rapport  à  ce  volume  lui-même. 

11.  Théorkme  n.  —  La  portion  de  l'olume  du  cylindre  droit 
circonscrit  à  une  liéniicyclide^  comprise  entre  cette  dernière 
surface  et  sa  projection  sur  le  plan  horizontal  y  est  exactement 
le  quart  de  r onglet  correspondant^  si  on  limite  le  cylindre  ci 
la  courbe  des  contacts  ;  elle  en  est  la  moitié  si  Con  n\irrétc  le 
cylindre  (pi au  conoïde  que  forment  les  tangentes  horizontales 
de  l  lié  m  icyclide . 

Kn  cllrl,  le  volume  d'anj^^lc  i  de  Th('*mi('vclide  a  |)our  exprès- 
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siun 

D'autre  part,  celui  du  cylindre  circonscrit  limih*  à  la  courbe  de 
contact  est 

(lo)  U  =    /     d'^  I     zudu, 

•   0  '0 

avec  la  condition 

Mî  =z  z{r  —  ;;  ). 

Résolvant  par  rapport  à  5  et  substituant  dans  l'expression  de  U 
la  plus  petite  racine,  il  vient  par  intégration 


Doublant  enfin  le  résultat,  puisque  la  courbe  des  contacts  est  une 
ligne  diamétrale,  on  aura  le  volume  total  du  cylindre  extérieur  à 
Tonglet  et  arrêté  au  conoïdequi  en  forme  la  base  supérieure,  c'est- 
à-dire  -V.  C.  Q.  F.  D. 

Cesdeux théorèmes  constituent  une hautegénéralisation  des  théo- 
rèmes d'Archimède  relatifs  au  rapport  qui  existe  entre  la  sphère  et 
son  cvlindre  circonscrit. 

12.  Théorème  III.  —  I.^  transformée  par  rayons  vecteurs 
réciproques  de  toute  hémicyclide  est  un  conoïde  parallèle  à  celui 
que  forment  ses  tangentes  horizontales. 

On  le  démontre  sans  peine  en  se  souvenant  que  l'inverse  d'une 
circonférence  qui  passe  par  le  pôle  d'inversion  est  une  droite. 

iir. 

Application  des  théorèmes  précédents  à  Tindicatrice  convexe  de  courbure 

d'une  pseudo-surface. 

13.  Aux  trois  variétés(-')  de  l'indicatrice  plane  do  courbure  cor- 
respondenl,   en  coordonnées   polaires  et  reclangulaires,  les  trois 


luMiiiovcliilos 


9i    - 


ros'r!;        sin-^l 


\ 


\\\\  V-\«  Z^r^ 


,r;x5-r";y«)Z 


R,  R,,Xi-^Yn 

\2Z 


Vî  _^  Y*  ^  7*  — 

^         ^         ''         R,,\*-^Y*> 

(lo  soiil  U\>is  surfaces  ferinres.  Dans  la  première,  les  diamètres 
lies  séchons  normales  varîenl  entre  un  maximum  rp-  et  un  mini> 

mum  |.-r  *  Dans  la  seconde,  les  plans  verticaux,  conduits  suivant 

les  tangentes  à  Torigine  de  l'indicatrice  plane  correspondante,  lui 
sont  tan^^nts  et  la  di\isent  en  quatre  parties  svmétriques  deux  à 
deux  et  situtW^s  de  |^irt  et  d'autre  du  plan  horizontal.  Enfin  la 
troisième  surface  dôrivede  la  seconde  en  ce  que  les  plans  tangents 
dont  on  \ient  de  parler  coïncident. 

i^u  peut  xèrilîer,  à  Taide  de  la  formule  ^S»,  qu'une  fois  trans- 
formées iui,  pour  mieux  dire,  spht'ricisèes.  ces  surfaces  sont  bien 
êqui\%dentes  aux  indicatrices  planes    y-. 

II.  lo{(4nif\<  inJfcatirurs.  —  Les  \o!umes  des  indicatrices  con- 
\e\es  yi  O  êlant  chacun  le  lieu  i:\H^mêtrique  de  toutes  les  compo- 
sanles  orlho^onale>  des  courbures  des  di\er>o>  sections  normales 
faite<  autour  du  |H^înt  M  dans  la  surface  F^  reprèsentenl  par  là 
uïème  \^nous  no  disons  |v»s  mesurt'nt  la  courbun?  de  la  surface  en 
ce  point. 

Parwnirv^us  xiuvcsmx ornent  ct*>  xolumes:  leur> expressions  sont 
into^raMcs  : 

r'  l.e  xoiuuHr  de  la  première  des  in viîv^a triées  *  1 1  >.  calculé  au 
moxon  ^W  la  formuie   9^,  a  |X"mr»"xp»>'«f'^n 

\         *        '  "  ^  '  •    . 

s»»      K  '         K    l\ ,         K  .*         K  K . 


95    - 


:>•*  En  ce  qui  concerne  Je  second,  comme  l*lnh*^rale  (|iii  i'ex- 

prime  change  de  signe  dans  les  directions  lang'i/,  =  ±:  I  /  rr*  q»i 

sont  celles  des  tangentes  à  l'origine,  il  faut  user  de  Tinlégrale  dé- 
doublée »' 

En  posant,  pour  plus  de  symétrie, 

4 

p  __    I    / 3 . 5         'i.y         3 . 5  \        I 

.  i^    /   5  X  :i   \  /j I    \ 

" ~  48  \ r;«  "^  R^,  r;  "*"  R-i* /  \ R'i       ir,  /  ' 
on  trouve,  pour  le  volume  total, 

et,  pour  les  volumes  partiels, 

V'«  =  P-Q(j-f,); 

le  premier  étant  situé  au-dessus  du  plan  horizontal  et  le  second  au- 
dessous. 

Ces  divers  résultats  se  simplifîent  singulièrement  lors(|ue 
li\  =TV.^,  ce  qui  est  le  cas  (le  signe  —  ayant  été  explicité)  des 
pseudo-surfaces  minima. 

On  a  alors 

Y  j  _  Y»j  _  i>  =  _J._  , 

(,R,«' 

valeur  que  l'on  peut  du  reste  vérifier  directement  en  calculant 
l'intégrale  correspondante 


I       r^ 
3R?    /  ^^' 


I     •  0 


—  IX)  — 

3"  l^c  troisième  volume  se  lire  de  Tiin  quelconque  des  deux 
premiers  en  y  faisunt  R'!,  =  x.  On  trouve 

lo.  Aux  volumes  des  liémicyclides  on  peut  substituer  équîva- 
lemment  ceux  des  cylindres  indicateurs  correspondants  (n**  H  ), 
puisque,  arrêtés  à  la  courbe  de  contact,  ils  sont  le  quart  des  pre- 
miers. C'est  donc  au  même  litre  qu'eux  qu'ils  peuvent  servir  à 
représenter  la  courbure  au  point  M. 

Il  est  à  remarquer  que  la  base  de  ces  cylindres  est  homothétique 
à  rindicatrice  plane  de  MM.  Bourget  et  Housel  et,  de  plus,  qu'elle 
en  vaut  le  quart.  On  peut  donc,  pour  éviter  ce  que  la  construction 
de  celle-ci  a  d'artificiel,  s'en  tenir  à  la  considération  de  ces 
bases. 

16.  Propriétés  diverses.  —  Nous  ferons  observer  avant  tout 
que  ce  qui  suit  n'est  applicable  qu'au  cas  où  Tindicatrice  de  la  sur- 
face FjjL  est  elliptique. 

I.  Si  l'on  retranche  de  Taire  Ay^  =:  Ay,^  de  la  première  des  indi- 
catrices convexes   transformée,    Taire  A^y  de    la    sphère   dont    le 

rayon   ;  (  îrr  ~l~  ïp- )  est  la   moitié  de    la   courbure  sphërique    au 

point  M,  on  trouve,  pour  Texcès  relatif  delà  première  de  ces  sur- 
faces sur  la  seconde  : 


D'autre  part,  la  comparaison  des  volumes  correspondants  (que 
le  premier  soit  transformé  ou  non)  donne  aussi 


On  en  déduit  cetle  relation  simple 


£    _    I 

1'  ~    ~» 
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II.  Considérons  la  courbe  infinilcsimale 

v/R';*sin»^-T-RVcos««^ 

C'est  la  projection  sur  le  plan  des  XY  de  la  ligne  de  striction 
axiale  (l,  n**  28)  des  génératrices  du  pinceau  [MIN]  des  (vraies) 
normales  de  la  surface  F^,.  Or,  si  Ton  calcule  le  rapport  de  son  aire 
à  celle  du  cercle  infinitésimal  de  rayon  ds,  directrice  du  pinceau, 
on  trouve 

i2>_  i/r;-rv\«_ 
12  ^""  'i\K\  -+-r;/  ~ 

III.  De  même,  si  Ton  cherche  le  volume  compris  entre  la 
courbe  Çk)  et  la  surface  conoïdale  formée  par  les  plus  courtes  dis- 
lances IK,  puis  que  Ton  compare  ce  volume  à  celui  d'un  cylindre 
de  révolution  qui  aurait  pour  base  le  cercle  de  rayon  ds  et  une 

hauteur  égale  à  -^ — ^  -h  t  ( R^,  -h  R^  ),  on  reconnaît  que  leur  rap- 
port est,  lui  aussi,  égal  à  e. 

17.  Hâtons-nous  d'ajouter  que  les  calculs  d'intégration  qui  pré- 
cèdent seraient  bien  moins  simples  si,  au  lieu  de  considérer  le 
pinceau  de  normales  [MN]  de  Fpt,  nous  avions  pris  le  pinceau  de 
pseudo-normales  correspondant.  Le  radical  qui  figure  dans  l'équa- 
tion (X)  n'eût  pas  été  alors  indépendant  des  courbures  alternantes 

ï7-  et  ô"  des  lignes  coordonnées  actuellement  tangentes  aux  axes  de 

l'indicatrice;  car  si,  dans  ce  cas,  on  a  généralement  ,,-  -h  --  =  o 

pour  tout  pinceau  de  pseudo-normales  circumaxial  de  MN,  on  n'a 

15-  =  o  et  Tj-  =  o  que  pour  le  seul  pinceau  des  vraies  normales  de 
Il  '  j 


la  surface  F^, 


IV. 


Application  à  divers  lieux  géométriques  complémentaires  relatifs 
à  la  courbure  de  la  surface  auxiliaire  Fii. 

18.   Au  lieu  de  rabattre  sur  le  plan  horizontal,  ainsi  que  nous 
l'avons  fait  au  n"  6,  les  inverses  -z  ou  x!'  des  ravons  de  courbure  des 

XVII.  7 
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sections  normales  de  la  surface  Fpt,  rabattons  ces  rayons  eux-mêmes; 
nous  aurons  les  trois  courbes 


(la) 


i^ 

= 

-h 

r;  ' 

\   — 

= 

R". 

— 

r;  • 

i 

cos*4' 

■ 

R-1 


On  en  conclut  pour  les  hémicyclides  correspondantes,  c'est- 
à-dire,  d*après  le  théorème  de  Meusnier,  pour  le  lieu  des  centres 
de  courbure  de  toutes  les  sections*  normales  ou  obliques  faites 
autour  du  point  M  dans  la  surface  F|i, 

K^  R  j _ 


l   *""  R;cos«4r-T-R;sinî4. 


_  R|  R»  A 

^  ^       Rjcos*^  —  R,  sin*^' 


( 


Ri 


m3> 


l  RiX»-r-R,'Y»    ' 


La  première  de  ces  suriaces  est  fermée.  Les  deux  dernières  ont 
des  nappes    intinies  :  1  une«  dans   les  directions    asTmptotiqiies 

tJiDK*^!  =zz  1/  c?  ;  Taulre,  dan>  la  direction  i,  =  -• 
^  »  V    Rt  •  a 

A  ces  surfaces  sVu  nAttacheut  d'autres  qui  leur  sont  faomothé- 
tiques  et  que  Ton  |K^urrait  qualilier  de  :fur/tiCfrs  de  courbure^ 
puisqu'elles  sont  le  lieu  de>  cfnries  de  courbure  de  toutes  les 
sections  normales  faites  autour  du  ^H>int  M.  Cwomme  on  les  obtient 
en  doubijmt  les  rayons  vecleur<  des  précédentes,  il  suffira  de  s'oc- 
cuper de  celles-ci. 

19.    i'  L'application  iles  \lea\  pi\*miers  ihèv^r^^mes  généraux  d' 
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§  Il  nous  donne,  pour  le  premier  cas, 

Ay^  =  Tt  (  — ^ \  /R'J  R^  {aire  d'une  ellipse)^ 

\\  =  ^  (sr;  -+-  aR;  r;  h-  3  r;)  /r^r;  . 

Lorsque  R",  ^Rj,  c'est-à-dire,  quand  le  point  M  est  un  ombi- 
lic pour  chacun  des  points  de  la  surface  Fp^,  on  retrouve  Texpres- 
sioh  connue  de  la  surface  ou  du  volume  de  la  sphère  de  rayon  R", . 

2®  Quant  à  Taire  transformée  et  au  vohime  de  la  seconde  sur- 
face, comme  ils  deviennent  infinis  pour  <{;  =  <{;,,  il  n'y  a  lieu  que 
d'en  calculer  un  fuseau  ou  un  onglet  d'angle  inférieur  à  cette  li- 
mite. On  trouve  ainsi,  pour  Taire  transformée  du  fuseau, 

«^;>.= y^^i  '^r.'iy  +(R'.-R;)^R7R;L(g'^"']:^;?!"î). 

"•         R^cos^^]^  —  RiSin*<]^  V       «'''»'     \R,cosi|;  —  RiSini|;/ 

Le  cas  de  R*  =  R^,  correspondant  aux  pseudo-surfaces  minima, 
est  particulièrement  intéressant. 

On  constate  d'abord  que  la  limite  du  dernier  terme  de  Ay^  est 

zéro.  Il  vient  ensuite 

R"* 
Au,  =  -j-  tanïg'à^. 

Ceci  fait  voir  que,  dans  le  cas  actuel,  l'aire  totale  de  la  surface 
que  nous  considérons  est,  au  point  M,  la  même  que  celle  de  la 
bande  du  plan  horizontal  comprise  entre  deux  parallèles  équi- 
distantes  de  V origine  de  la  quantité  R", . 

Passant  au  volume  de  l'onglet  correspondant  ki(  <ii/\^ei  posant, 
pour  abréger, 

on  a  la  relation 

i92V'4  =  P-i-Q'. 

Lorsque  R",  =  R"^,  il  vient 


R"»  rtang!3iil       ,  /tt        .\1 

V;  =  -r-     ^-r-  -t-  L  tanj;  (  -  -f-  <i/  ) 
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3**  Enfin  la  troisième  surface  acquiert,  elle  aussi,  une  aire  et  un- 
volume  infinis  pour  'vi  =  f^;  mais,  pour  un  fuseau  et  un  onglet 

d*angle  inférieur  à  -  ?  on  a 

-*•  6  \         cos*4*/ 

i8o       \         cos'4'       cos*^/ 

20.  Transformées  conoida les. — D'après  le  théorème  III (n®  10), 
toute  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d^une  hémicy- 
clide  est  un  conoïde  à  génératrices  horizontales.  Cherchons  les 
équations  de  ces  conoïdes,  d'abord  pour  les  lieux  géométriques 
qui  nous  occupent,  ensuite  pour  les  indicatrices  convexes  de 
courbure. 

1**  Soient  XID  =  r',  Mo  =  p  =  /.  Désignons  par  C  le  centre 

de  courbure  de  la  section  oblique  (Jig'  3  )  faite  dans  la  surface  F,^ 


parle  plan  CMH.  Puisque  Ton  a  MC.My'=  i,  la  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques  de  la  première  des  surfaces  (i3')  est  le 
conoïde 
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que  forment  les  tangentes  horizontales  de  la  première  des  indica- 
trices convexes  (i  i'),  le  module  de  la  transformation  étant  l'unité. 
Quand  ce  module  devient  égal  à  R",  Rj,  Téquation  de  la  trans- 
formée devient 

r;  X*  -+-  R"!  Y» 


(i4)  Z  = 


X«H-Yî 


C'est  le  conoïde  de  striction  axiale  (I,  n"  29)  du  pinceau  [MN] 
des  normales  de  la  surface  ¥^, 

Dans  ce  dernier  cas,  l'intersection  des  deux  surfaces  appartient 
à  la  sphère 

xi-i-Yî-hZ2  =  R^,  r;. 

et  sa  projection  sur  le  plan  horizontal  est  la  courbe 

r«  =  (R;  — R';)(R';sin*i^  — R;cos*^). 

2**  Revenons  aux  indicatricesconvexes  de  courbure (i  i)ou(i  i'). 
Comme  l'on  a  semblablement  MC.My  =  i,  la  transformée  par 
rayons  réciproques  de  la  première  des  surfaces  (i  i')  est  le  conoïde 

R'jR^CXî  +  YM 
R'i  X« -h  R"!  Y«   ' 

lieu  des  tangentes  horizontales  de  la  première  des  surfaces  (i3'), 
la  constante  étant  égale  à  l'unité. 

Lorsque  cette  constante  devient  égale  à  -^r-^  >  on  a  le  conoïde 

X«-t-Y« 
~  R'i  X»  -h  W^  Y,  ' 

qui  ne  diffère  que  par  le  changement  deZ  en  =  du  conoïde  (i4)« 
Ici  l'intersection  des  surfaces  a  lieu  sur  la  sphère 

et  sa  projection  sur  le  plan  horizontal  est  la  courbe 

j  _  /j i_\     Rlsin^i^  —  R^cos^tj; 

'^   ""  V  R"i        R'i  /  ( H",  sinî^].  +  R;  cosî^)ï  ' 

Des  considérations  du  même  genre  seraient  applicables  à  la  dé-- 
viatrice  dont  nous  avons  parlé  au  n°  5,  mais  sans  utilité  pour  tout 
ce  qui  concerne  du  moins  la  courbure  des  surfaces  ou  des  pseudo- 
surfaces en  chacun  de  leurs  points. 
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Démonstration  élémentaire  d\tn  théorème  énoncé 
par  M,  E.  Calalan  (*);  par  M.  Bkrdellé. 

Tout  multiple  de  8  est  la  somme  de  8  carrés  impairs. 
Un  multiple  effectif  de  8  est  de  la  forme 

on  sait  que  l'on  peut  écrire 

/i  =  a*  -I-  6*  -h  c*  -h  rf*; 

or 

a*  —  rt       flf*  -h  rt 

'?.  '1 

donc 

8a«  =  (4  a*  — 4«)H-(4«*-t-4a); 

d'où  Ton  conclut  facilement 

8-i-8n  =H-  (n-4a*  — 4a)-t-(n-4«*-+-4«) 

-H(i-i-4^*— 46)H-(i-+-4**  -H  4*) 
-i-(n-4c*  —  4c)-i-(i-h  4c»  -h4c) 

-h (iH-  4 ^  —  4c^) -+- (I -h  4^*  •+-  4^), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voit  de  plus  que  les  huit  nombres  impairs  se  divisent  en 
couples  de  deux  nombres  impairs  consécutifs 

7,(1  —  I,       lU  -I-  I,       .... 

Toutefois,  si  k  des  nombres  a,  6,  c,  d  sont  nuls,  il  y  aura  A" 
couples  de  carrés  qui,  au  lieu  d'être  les  carrés  de  deux  impairs  con- 
sécutifs, seront  tous  les  deux  égaux  à  i. 


Sur  une  propriété  des  surfaces  minima; 

par  M.  E.  Goursat. 

Considérons  une  surface  minima  S,  dont  l'élément  linéaire  est 
donné  par  la  formule 


(')  liuUetin  de  la  Société  mathématique,  vol.  \VI,  p.  lag. 
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tandis  que  l'élément  linéaire  de  la  représentation  sphérique  a  pour 
expression 

(2)  dfs^-  i(rftt«4-rft'*); 

R  désigne  le  rayon  de  courbure  principal  et  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface  ont  pour  équations 

u  =  coDst.,        V  =  const. 

(voir  Darboux,  leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  t.  I, 
p.  3f  2).  Sur  la  normale  en  un  point  quelconque  Mo  de  la  surface 
minima  portons,  de  part  et  d'autre  du  pied  de  la  normale,  deux 
longueurs  égales  MqMi,  M0M2,  variant  d'une  manière  continue 
<{uand  on  se  déplace  sur  la  surface  S.  Les  deux  points  Mi,  M^ 
décrivent  deux  surfaces,  S,,  S2,  dont  il  est  aisé  d'avpir  l'élément 
linéaire.  On  aura,  par  exemple,  en  désignant  par  X  la  longueur 

j:^foM,, 

éléments  superficiels  dKx ,  dk2  de  ces  deux  surfaces  auront  de 
e  pour  expressions 

^^î  =  [\—W-  )  ^  — R-^  U)  ^  ^-R-^  U j  J  ^"'^^^ 

our  que  ces  éléments  superficiels  soient  identiques,  il  faut  et  il 
t  que  l'on  ait 

[du)    -  [ds^J 

du  ~       àç 
^'^îSt-à-dire 

X  =  o(M-f-i>)  OU  X  =  Cp(M  —  V), 

^  désignant  une  fonction  arbitraire.  En  remarquant  maintenant 
M^^c  les  équations 

M  -f-  (^  =  const. ,         u  —  V  =  const . 


Al 
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représentent  les  deuiL  systèmes  de  lignes  asymptotîquesdela  sur- 
face, on  est  conduit  au  théorème  suivant  :  ^ 

Etant  donnée  une  sur/ace  minima  quelconque,  sur  chaque 
normale  on  porte  y  à  partir  dupiedMo  de  la  normale  et  départ 
et  d'autre  de  ce  point  y  deux  longueurs  égales  MqMi  et  MoMj, 
la  longueur  MqMi  restant  constante  quand  on  se  déplace 
suivant  une  ligne  asymptotique  de  Vun  des  systèmes  et  variant 
suivant  une  loi  quelconque,  quand  on  passe  d'une  ligne  asym'- 
ptotique  à  une  autre  du  même  système;  les  pointsM^ ,  Mj  décri- 
vent  deux  surfaces  S| ,  Sa,  telles  quun  pinceau  de  normales  à  la 
surface  S  découpe  sur  ces  deux  surfaces  des  aires  équiva- 
lentes. 

On  peut  déduire  de  cette  propriété  la  solution  de  certains  pro- 
blèmes de  déblais  et  de  remblais. 

Prenons  une  portion  finie  S  de*surface  minima  sans  point  sin- 
gulier et  formons,  comme  il  vient  d'être  expliqué,  deux  portions 
finies  de  surface  S<  et  S2;  si  Ton  suppose  ces  deux  surfaces  S|  et 
S'i  comprises  tout  entières  à  l'intérieur  des  deux  nappes  de  la  sur- 
face, lieu  des  centres  de  courbure  principaux  de  S,  les  normales 
à  la  surface  S  permettront  d'effectuer  le  déblai  de  S|  sur  Sj  et 
fourniront  le  minimum  absolu  du  travail,  pourvu  que  la  portion 
S  de  surface  soit  suffisamment  petite  [voir  Appell,  Mémoire  sur 
les  déblais  et  les  remblais  {Journal  des  Savants  étrangers, 
t.  XXIX,  p.  i5)]. 


Sur  un  déterminant  remarquable;  par  C.-A.  Laisant 


Soit  le  déterminant 


(i) 


«0 

Ol 

fli 

«3 

•     •     • 

«m 

—  1 

X 

0 

0 

•     •     • 

0 

0 

•  •    • 

•  •    • 

•  •    • 

—  I 

•  •    • 

•  •    • 

•  •   • 

X 

•  •    • 

•  •     • 

•  •    • 

() 

•  •     • 

•  •     • 
«     •     • 

—  1 

•  •     • 

•  •     • 

0 
X 

0 

•  •  • 

C) 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

—  1 

X 
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Il  est  facile  de  démontrer  que  ce  déterminant  est  identique  au 
polynôme  entier 

(2)  aoa?''*-hai^''*-'* -I- ... -Ha;n  =/(a7). 

En  effet,  si  on  le  développe  suivant  les  éléments  de  la  première 
colonne,  on  a 


X 

0 

0 

u 

■   ■   ■ 

... 

0 

«1 

«1 

«3    . 

•    •    • 

... 

«/n   ! 

— I 

X 

0 

0 

.   •  . 

... 

0 

—  I 

X 

0 

•    •    • 

... 

0 

0 

0 

—  1 

•   •  • 

X 

■  .   • 

0 

•  •  . 

... 
.   •   • 

... 
•   •   • 

0 

•    •  • 

-+- 

0 

•    •    • 

—  I 

•    •    • 

X 

•  •   • 

•  •   • 

•  *   • 

.   •  ■ 
.   •   . 

0 

•  •  ■ 

•  •  • 

•    •    • 

.  •  . 

... 

—  1 

X 

0 

•    •    • 

•   •   • 

•    •    • 

—  I 

X 

0 

0 

0 

0 

•   •    • 

•  •   . 

— I 

X 

0 

0 

0 

0 

-— I 

X 

Le  premier  de  ces  deux  déterminants  se  réduit  évidemment  au 
terme  de  la  diagonale  j:'",  et  le  second  est  identiquement  de  même 
forme  que  (  1  ),  mais  compte  un  élément  de  moins  par  côté.  Si  donc 
la  propriété  est  établie  pour  le  déterminant  de  (m  —  i)^  éléments, 
elle  le  sera,  par  cela  même,  pour  celui  de  m^  éléments.  Or,  pour 
deux  éléments, 


—  1      X 


elle  est  évidente,  ce  qui  démontre  Tidentité  des  deux  expressions 
(i)et(2). 

Si,  dans  le  déterminant  (1),  on  remplace  tous  les  éléments  —  i 
par  — y,  ce  qui  donne 


(!') 


«0 

«1 

aj 

«3     . 

O-m 

-y 

X 

0 

0       . 

0 

0 

-y 

X 

0       . 

0 

0 

•  •  • 

•  •  • 

0 

•  «  • 

•  •  • 

-y 

•  •  •       • 

•  •  •       • 

X       . 

•  •               • 

•  •               • 

•   -y 

X 

0 

•    *    • 

0 

0 

0 

• 

•  •  •       • 

•    •               • 

0 

y 

X 

on  aura  une  expression  identique  à 

(2')  aoar"*-h  aïO?"*-»^  -+-  aix'f^-^y^-^  .,,-^a,n-\xy*^-^-^amy"*  =  Ç(ar,/). 

Cette  remarque  très  simple  permet  donc  d'écrire,  sous  forme  de 
déterminant,  soit  un  polynôme  entier  en^,  soit  une  forme  binaire 
de  degré  quelconque. 
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La  loi  de  formalion  des  dérivées  du  déterminant  (i)  est  assez  in- 
téressante. Si,  au-dessous  des  termes  de  la  première  ligne,  on  écrit 
successivement  o,  i,  •>.,  3,  ...  de  droite  à  gauche,  de  manière  à 
former  le  Tableau  suivant  : 


«•  «1  «i 

m  m  —  I  m  —  -2 

m  —  I  m  —  2  m  —  3 

/w  —  •!  m  —  'î  /w  —  î 


•1  I  O 

I  O 

O 


et  si  l'on  remplace  cette  première  ligne  par  les  produit? 
1*  lies  êlênients  des  a  premières  lignes 


p' 


p-r-t 


I 

\ 


de  ce  Tableau. 


on  aura  successivement*  en  supprimant  chaque  fois  Ja  dernière 
ligne  et  la  dernière  colonne  du  déterminant  obtenu. 

Si  Ton  faisait  la  mémo  opération,  en  conservant  seulement  le 
même  nombre  dVléments,  au  lieu  de  supprimer  chaque  fois  une 
li<:ne  et  une  colonne,  on  aurait 

jrf'iX^.    T^r\X' xPffX' 

l'ne  règle  analogue  permel  de  former  les  dérivées  de  la  forme 
binairt*  ^  i     ou  «  x    .  On  écrira  le  Tableau 


\ 


in 


I 
•ri  —  I 


I 

-Xi 


"<  -  -  l       *H  —  J      ri  —  > 


w  —  3  iH  —  j     m.  —  I 

m  —  j  m  —  I         m 

'1  I  o 

I  Cfc 


On  oompton  'i  liiines.  à  jvjirtîr  vio  oollç'  do>  a,  dans  la  région  i  X». 
/'  lignes  dans  la  rt^iiton  \  .  Formant  alors  le  prvHluil  des  éléments 
qui  se  ln.*u\ou',  dans  une  mémo  \oriivalo,  et  prenant  ce  résultat 
pour  prvmiérx'  l'^no  via  doîermin.ml.  on  supprimant  au  fur  et  à 
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mesure  autant  de  colonnes,  à  gauche  ou  à  droite,  et  autant  de 
lignes  au-dessous  de  celle  des  a,  ou  au  bas  du  déterminant,  qu^ily 
a  de  produits  égaux  à  zéro,  on  a 

*         Il  • 
dx^dyP 

En  ne  supprimant  ni  lignes,  ni  colonnes,  on  aurait 

^         dx*^  dyP 


Sur  les  nombres  de  Bernoulli ;  par  M.  Maurice  d'Ocagne. 

Deux  Notes  récentes  (*)  ayant  attiré  Tattention  de  la  Société 
mathématique  sur  les  nombres  de  Bernoulli,  je  saisirai  celte  oc- 
casion pour  rappeler  et,  en  même  temps,  pour  simplifier  l'expres- 
sion générale  explicite  de  ces  nombres  (^)  que  j^ai  donnée  dans 
mon  Mémoire  :  Sur  une  classe  de  nombres  remarquables. 

Ces  nombres  remarquables,  que  je  désigne  par  la  notatioaK^ 
et  que  je  définis  par  les  relations 

relations  qui  se  traduisent  par  un  triangle  arithmétique  analogue 
à  celui  de  Pascal,  ont  l'expression  générale  suivante,  obtenue  dans 
mon  Mémoire  [formule  (5')], 

I .2.0  ,  ,  ,  p 

Cela  dit,  je  rappellerai,  en  quelques  mots,  la  marche  que  j'ai 
suivie  pour  parvenir  à  la  formule  qui  donne  explicitement  les 
nombres  de  Bernoulli. 

Et  tout  d'abord,  la  définition  de  ces  nombres  à  laquelle  je  me 
suis  conformé  est  celle  qui  résulte  delà  considération  du  dévelop- 


(•)  Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  t.  XVI,  pp.  i44  et  15;. 
(')  American  Journal  of  Mathematics,  t.  IX,  p.  38o. 
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— 

ent(«) 

— 

Bu 

-+- 

I 

X  -+- 

B, 

I  .'2 

ar*  -h 

•  * 

B/fl 
I .  '2  .  .  .  /7t 


et  qui  donne 

Bo=i>        Bj  =  J.        84  =  5^,        B4  =  j-j,        Bj  =  —  jâ>        •••> 

B|  =  j,        BjA+i  =  o. 

Avec  cette  définhion  B;„  est  le  coefficient  de/>  dans  le  dévelop- 
pement de  I  *"  -4-  •j'"  H-  ...  -f-/>'"  suivant  les  puissances  de/>.  C'est 
la  remarque  sur  laquelle  je  me  suis  appuvé. 

Je  vais  indiquer  maintenant  le  rapprochement  des  dilTérenls 
passades  de  mon  Mémoire  d'où  résulte  la  démonstration  de  ma 
formule. 

Je  commence  par  faire  voir  [n**  14,  formule  (aS)]  qu'en 
posant 

on  a 

puis,  appliquant  cette  formule  à  la  fonction  Y  =  jr^,  pour  la- 
quelle un  calcul  direct  donne  V^  =  (/^  -H  i)*"  J^^^  j'obtiens  [n**  15, 
formule  (a  0], 

V/*  "      —  «^«l-M        -^^■^w*i  -r-  . . .  —  ^p  iv^^i, 

\JI*  étant  le  nombre  des  arrangements  de  p  objets  m  à  m.  Apres 
remplaeomout  de  m  par  m  —  1 ,  cette  formule  donne (n**  15) 


.,•••    I— Kl   ^vi      K*  \'*"!K'' 


(M  Qiulul  OU  ilolînil  It^  nonibrv5  do  IVrnoulli  au  moven  du  dêreloppemcnt 
T  ,,       \\  n.  B.  _ 


r*      »  I  I ,  >  I . j . . .  m 


iK  ont  li*H  ni<>uios  \4)oui>«  que  oi-«te>su>.  >jiul  B.  qui  osl  «1  lors  égal  è  —  J.  La  gé- 

uor«i)ito  de  Kl  foinuilo  \  î^  »to  U  pn.*>cnio  Noie  t*>t  un  ar^umml  m  faveur  de  la 
doliiiiliou  101  %iduiiM' 


Âddilionnant  ces  égalités  après  avoir  multiplié  la  première  par 
ly  la  deuxième  para,  ...,  la/>*^'"*par/?,  j'ai  [a°  27,  formule  (47)] 

On  tire  aisément  de  là,  pour  le  coefficient  de />,  qui  est,  comme 
mous  Tavons  dit,  Bm  [n®  29,  formule  (54)], 

Telle  est  Texpression  à  laquelle  je  me  suis  borné  dans  mon 
Mémoire;  mais  si,  tirant  maintenant  de(i)  les  valeurs  de  K^,,  KjJ,, 
-  ..,  K^  en  fonction  de  m,  je  porte  ces  valeurs  dans  (2),  je  fais 
disparaître  les  nombres  particuliers  sur  les  propriétés  desquels 
^tait  basée  mon  analyse,  et  j'obtiens,  après  quelques  réductions 
dont  on  retrouvera  aisément  le  détail,  l'expression  suivante,  remar- 
c]uable  par  sa  simplicité, 

C3;  B;„       " 


Il  CJ  est  le  nombre  des  combinaisons  de  p  objets  g  ^  Ç'  De  cette 

açon,  les  nombres  de  Bernoulli  se  trouvent  exprimés,  et  trèssim- 

lemeut,  au  moyen  des  coefficients  du  binôme.  Pour  m  impair, 

im  étant  nul,  la  formule  (3)  donne  alors  une  propriété  particulière 

e  ces  derniers  nombres. 


Sur  les  courbes  de  M,  Bertrand  ;  par  M.   Ch.  Bioche. 

On  sait  que  la  détermination  d'une  courbe  de  M.  Bertrand,  c*est- 

^-dire  d'une  courbe  dont  les  normales  principales  sont  normales 

(principales  d'une  seconde  courbe,   se  ramène   aux   quadratures. 

X^cs  formules  qui  donnent  la  solution  de  ce  problème  sont  suscep- 

t.ibles  d'une  interprétation  qui  me  paraît  curieuse. 

1.  M.  Serret  a  montré  dans  une  Note  (citée  par  M.  Liouville 
dans  son  édition  de  Monge,  note  I),  que  les  différent  ici  les  des  coor- 
données des  points  d'une  courbe  peuvcMit  s'exprimer  par  Tun  des 


-  ilO  - 
systèmes 

dx  dy  dz         »  V^'  -^"  ^*  -+"  '*  ^ 

R  et  T  étant  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  de  la  courbe  con- 
sidérée, et  9(0)  une  fonclion  arbitraire  de  la  variable  indépen- 
dante 0;  les  accents  indiquent  des  dérivées  prises  par  rapport  à  0. 
Entre  les  courbures  d'une  courbe  de  M.  Bertrand  eiLÎste  une 
relation  que  Ton  peut  écrire,  a  et  '}  étant  des  constantes, 

I        col  6        I 
On  déduit  des  équations  précédentes,  par  combinaison, 


dx 


(I        coi<V\        r/i-ho*-T-?'*  .       ç-4-o'     1    .   |.  jft 


et  deux  expressions  analogues  pour  dy  et  dz^  de  sorte  que  les 
coordonnées  des  points  d'une  courbe  de  M.  Bertrand  se  détermi- 
nent par 

€ix  dy 


sinO        — cos6 


=  — r-  =a i ~î col4^ — 2---i — ^l^'^* 


2.  Si  l'on  pose 

* 

^  ^  s'îïïë  ~  ^^^sl  ~  ^701  ~  ^  ,  -h'  o*  -1 5'*     ' 

•  *       • 

la  courbe  (C)  dontles  points  auraient  pour  coordonnées  (X|,  Y,,Z|) 
sera  une  courbe  a  courbure  constante  -;  et  la  courbe  (T)  dont 
les  points  auraient  pour  coordonnées  (  X^,  Yo,  Zj)  sera  une  courbe 
à  torsion  constante  -  •  Toute  courbe  (B)  donnée  par  les  équa- 
tions 


-  m  - 

a  et  (3  étant  des  constantes,  sera  une  courbe  de  M.  Bertrand  dont 
les  constantes  seraient  données  par 

a  =  aa,         cola»  = —  - 

et  inversement,  on  voit  que  toute  courbe  de  cette  nature  peut  se 
représenter  par  les  équations  (B)  lorsque  les  constantes  a  et  ^  et 
la  fonction  ^  sont  convenablement  choisies.  Or  ces  dernières 
équations  ont  une  analogie  visible  avec  celles  qui  donnent  les 
coordonnées  des  points  d^une  droite  en  fonction  des  coordonnées 
de  deux  de  ses  points;  c'est  ce  qui  conduit  à  Tinterprétation  an- 
noncée. 

3.  Les  équations 

<  15  )        37  =    5 —  >  y  =  5 —  >  z  =  '^ 

représentent  une  courbe  homothétique  à  la  courbe  (B)  si  Ton  y 

<^onsidère  a  et  ^  comme  constantes;  si,  au  contraire,  X|,  Yf,  Zf  ; 

1X2,  Y3,  Z2  sont  supposées  constantes,  ces  équations  représentent 

mine  droite  D  qui  rencontre  les  courbes  (C)  et  (T)  en  deux  points 

JVl,  et  M2,  correspondant  à  une  même  valeur  de  la  variable  8.  Le 

lieu  des  points  qui  divisent  les  segments,  tels  que  M1M2,  dans  un 

:a:apporl  constant,  est  une  courbe  de  M.  Bertrand. 

La  surface  lieu  des  droites  D  est  une  développable.  En  effet,, 
^ux  points  M|  et  M2,  les  tangentes  aux  courbes  (G)  et  (T)  sont 
parallèles.  Leurs  coefficients  directeurs  étant  proportionnels  à 

sin6,     —  COS0,     îp(6), 

il  en  est  de  même  d'ailleurs  pour  la  tangente  à  toute  courbe  dé- 
crite par  un  point  M  qui  divise  M|  M 2  dans  un  rapport  constant; 
^1  n'y  a  donc  qu'un  plan  tangent  pour  chaque  génératrice;  ce  qui 
^montre  que  la  surface  est  développable. 

• 

4.  En  résumé  :  on  peut  déterminer  deux  courbes,  Vune  à 

€iourbure,  Vautre  à  torsion  constantey  de  façon  que  les  tan- 
gentes à  ces  courbes  soient  deux  à  deux  parallèles.  Sur  la 
développable  des  plans  déterminés  par  ces  couples  de  tangentes 
les  lieux  des  points  qui  divisent  les  génératrices  dans  un  rap' 
port  constant  sont  des  courbes  de  M.  Bertrand. 
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On  peut  avoir  toutes  les  courbes  de  cette  nature  en  disposant  de 
la  fonction  arbitraire  dont  dépendent  les  deux  courbes  à  courbure 
et  à  torsion  constante,  ainsi  que  des  valeurs  absolues  de  leurs 
courbures  constantes. 

5.  On  peut  obtenir  les  coordonnées  de  Taréte  de  rebroussc- 
ment  de  la  développable,  dont  il  a  été  question,  au  moyen  des  in- 
tégrales qui  expriment  les  coordonnées  des  points  des  courbes  (C) 
et  (T).  Si  sur  une  génératrice,  correspondant  à  une  valeur  0  =  0^ 
de  la  variable  indépendante,  on  prend  le  point  M  pour  lequel 
on  a 

♦   7  *     I  -h  ?«  H-  ?'«  ' 

les  différentielles  des  coordonnées  de  la  courbe  de  M.  Bertrand 
qui  passe  par  ce  point  deviennent  nulles;  ce  point  est  donc  sur 
Taréte  de  rebroussement.  Les  coordonnées  des  points  de  cette 
courbe  sont  donc  données  par 

(?  -»-  ?')(  I  -♦-?*)*—  (IH-  o*  -^-  o'*  )» 

et  deux  équations  du  même  tvpe  donnant  r  et  z. 


Mouvement  d^un  point  pesant  sur  une  sphère.  —  Détermina- 
tion,  à  t'aide  des  conditions  initiales,  des  cas  où  le  mobile 
quitte  la  sphère:  par  M.  Ch\ila>. 

(Séance  da  33  janvier  iS^) 

Soient  r,  ô  et  w  les  coordonnées  semi-polaires  d'un  point  M, 
de  masse  ni.  placé  sur  la  surface  intérieure  d'une  sphère  de 
ravon  /,  le  plan  des  xr  étant  le  plan  horizontal  passant  par  le 
centre,  l'axe  des  z  étant  dirigé  vers  le  bas. 

Les  équations  du  mouvement  sur  la  sphèrt"  sont 

{ù  dt  = 


i  i 


iifi  = 


cldz 

I  /*  —  z*  ^\  -Zi  z  ) 
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en  posant 

les  constantes  étant  données  par 

Appelons  a,  p,  y  les  racines  de  f  (s)  :  nous  savons  que 


(3) 


?(^) 


00 


-/ 


^0 


p 


/ 


-t-«     o     — c«     o     i^JrJsin'aQ    o     — c 


Nous  avons,  pour  la  pression , 

cette  pression  sera  nulle  pour  une  valeur  5|, 

c' 

Cherchons  les  cas  où  z^  sera  compris  entre  les  racines  a  et  ^, 
auxquels  cas  le  point  matériel  quittera  la  sphère. 

Pour  que  a  <  5|  <^  p,  nous  voyons,  en  nous  reportant  à  (3), 
qu'il  faut  et  il  suffit  que  —  l<Cz^  ou 


>        ^ 


c«>o; 


(4) 

et  que  ^{z^)  >  o  ou 

':•  ï('-^) 

d'où 

c'  I  c'*  \ 

En  supposant  (4)  satisfait  : 

^*  ^'  3(/>-%;)i;«(^'"  ^)  —  '  >  «,  le  mobile  quittera /orc^- 
/we/i/  la  sphère,  c'est-à-dire  quelle  quesoilla  direction  initiale. 

II.  Si  T77Ï— TT-;  M* --;)  — <<o>  le  mobile  quittera  con- 

ditionnellement  la  sphère,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  directions 
de  la  vitesse  initiale  supérieures  à  l'angle  déterminé  par 


-•'''•"- 3(/-%5k('*-9^'0 


XVII. 


8 
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équation  qui  aura  une  racine  si 

(6)  c'>o. 

Le  premier  membre  des  deux  inégalités  considérées  peut  s'écrire 

laissons  de  côté  le  dénominateur,  qui  est  toujours  positif,  et  dé- 
composons le  trinôme  entre  crochets,  en  remarquant  que  ses  deux 
racines  sont  du  signe  de  Zq, 

(7)       -(*'J-+-^^o)[^S-f(7^o^3/^4^^870][^J-f  (7^0-3/9*1-»^')] 

I.  Celte  expression  (7)  sera  positive  : 

i"  Si,  en  supposant  95J  <  8/*,  nous  avons 

cette  inégalité  implique  Zo<Co;  alors  (4)  est  forcément  vérifié, 
car  nous  pouvons  l'écrire    • 

2**  Si,  en  supposant  95J  >  8/*  : 

(a)  Zo<C  Oy  le  trinôme  a  ses  racines  négatives,  nous  avons 

vî  4-  gzo  <  o  : 

Tinégalité  (4)  est  encore  satisfaite. 

(b)  Zo>  o,  alors  rj-hg'wo  est  positif,  nous  avons 

f  (7^^- 3/95*^^870  <i'J  <^(7^. -h  3/9*î- 8/1): 

rinégalité  (4)  est  vérifiée,  car  g{il-h  ^^ê)  €St  supérieur  à  la  plus 
grande  d^s  racines  du  trinôme. 

II.  L'expression  (-)  sera  négative  : 

I*  Si,  en  supposant  95j<l  8/^,  nous  avons 

(a'i  ^«<  o,  la  condition  (4)  et  la  précédente  nous  donnent 

^V  3/  -i-  a5* »  >  i î  >  —  4r5«  : 
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Finégalité  (G)  est  forcément  vériiiée. 

(b)  -3o>^  o,  la  condition  i^J -f- ^:;o>  o  est  vérifiée  d'elle-même, 
les  inégalités  (4)  et  (6)  nous  donnent 

2"  Si,  en  supposant  93J  >  8  /=^  : 
(a)  5o<l  o,  nous  avons 

p;-+-^^o>o. 

Cette  condition,  réunie  avec  (4),  nous  donne 

^(SZ-f-a-So)  >  ^l  >  —  f^Zo  : 
l'inégalité  (6)  est  forcément  vérifiée. 

« 

(6)  3o>  o,  nous  avons  pourrj  des  valeurs  prises  en  dehors  des 
racines  du  trinôme. 

Mais  (6)  indique  qu'il  faut  prendre 

or  Tigz^  est  inférieure  à  la  plus  petite  racine;  de  plus,  nous  de- 
vons satisfaire  à  (4)9  de  telle  sorte  que  nous  pouvons  prendre 

I  (7Z0-  3v/^iîî-8/«)  >  çl  >  igz, 
ou 

^(3  /  -4-  ^o)  >  v'î  >  f  (750-4-  3/^5Î-8/«). 

En  résumé,  si  à  l'origine  : 

I.  Le  mobile  est  au-dessus  du  plan  des  xy  : 
I**  Il  quittera  forcément  la  sphère  si 

2"  Il  quittera  conditionnellement  la  sphère  si 

II.  Le  mobile  est  au-dessous  du  plan  des  xy^  mais  au-dessus  du 

plan  >5  =  |  /y^. 

Il  quittera  conditionnellement  la  sphère  si 
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III.  Le  mobile  est  au-dessous  du  plan  z  =  j  /y/â  : 
i""  II  quittera  forcément  la  sphère  si 

f  (7-S0-+-  3/925-8/»)  >  i^î>  ^(7^o-~3/9^î-8/0; 
a°  Il  quittera  conditionnellement  la  sphère  si 

-(7^0— 3/9^2-8^0  >^o*>^^'«o 
OU  si 

^(3/-h22o)>^J>f(7^oH-3y9zî-8/î). 

Remarquons  que,  dans  tous  les  cas  où  &  est  positif  et,  par  suite, 
Zi  est  négatif,  le  mobile  quitte  la  sphère  dans  l'hémisphère  supé-- 
rieur.  Dans  le  cas  que  nous  venons  d'établir,  au  mouvement  sur* 
la  sphère  succédera  un  mouvement  sur  une  parabole  située  dan^ 
un  plan  vertical.  Nous  pouvons  obtenir  l'équation  de  cette  para^ — 
bole  dans  son  plan. 

Supposons  que  le  plan  des  xz  soit  parallèle  au  plan  osculateuir' 
en  Zi  à  la  trajectoire  sphérique,  dont  p  est  le  rayon  de  courbure.^ 
Nous  savons  que  p  est  aussi  le  rayon  de  courbure  de  la  parabole^ 
et  le  rayon  du  petit  cercle  de  la  sphère  déterminé  par  le  pb 
osculateur. 

La  parabole  à  axe  vertical 

(a?  —  «)*=  2/>(-s  —  P) 

sera    la  trajectoire  si  nous  exprimons  qu'elle  a   un  contact   du 
deuxième  ordre  au  point  2|  avec  le  cercle 

ce  qui  aura  lien  si  nous  prenons 


flÊ      "— 

(p-^«)* 

S    — 

n  — 

9.p* 

P' 

Pour  déterminer  p,    ne  faisons  plus    d'hypolhèse  sur  le  plan 
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des  zx'^  le  rayon  de  courbure  en  Zi  est  donné  par  la  formule 


De  la  formule  connue 

—  =  f-sinx. 

P 

(;«=  ^gz  -h  c' 

nous  tirons,  pour  z  =  z, 

-f 

Sous  savons  que 

dz 

dt 

cosa  = 


v/(S)'-(l)'-(S)* 


mais  nous  avons 

et 

a:s=rcos6,        ^=r8in6; 

d'où,  en  difTérentiant, 

•^  /t  _  5I  "* 

f^^^  formules,  conjointement  avec  (i)  et  (a),  nous  donnent 

dx  ^         xz      ^^(z)  cy 

di  """  /*— -z»       /  /«— ^»' 

(8  >  ]  <(r  _       r^     v/?(^)  ,     g^ 


5F~         l     ' 


d'où 


faisons  5  =  5|, 


*' où  enfin 


Sin  a  =  4  /  7 ; rTji — , 

^«"^=37/V ? ' 

û  =  c7 1  /  ^ 


L 


cos' 
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Soit  d  la  distance  du  plan  de  la  parabole  à  Taxe  des  z  :  nous  avons 

•         v^c'>  -h  27  ^*  c* 

Remarque.  —  Si  le  mobile  est  lancé  sous  la  direction  ini- 
tiale ao  définie  par  l'équation 

c'  / .,        c'«  \ 

le  mobile  ne  quitte  pas  la  sphère.  En  efiet,  cette  égalité  revient  a 

«p(.5,)  =  o; 
d'où 

^1  ^  oc. 

Au  point  a,  nous  savons  que  la  trajectoire  sur  la  sphère  a  sa 
tangente  horizontale;  la  parabole  à  axe  vertical,  qui  a  même  rayon 
de  courbure,  a  alors  avec  la  sphère  un  contact  de  troisième  ordre  ; 
elle  est  tout  entière  en  dehors  de  la  sphère  :  le  point,  ne  pouvant, 
par  hypothèse,  traverser  la  sphère,  restera  sur  cette  surface. 


Sur  une  propriété  caractéristique  des  lignes  géodésiques 
d^un  cône;  par  M.  X.  Awtomari  (*). 

On  sait  que  les  géodésiques  d'un  cône  peuvent  être  considérées 
comme  les  arêtes  de  rebroussement  des  développables  circon- 
scrites à  une  sphère,  et  réciproquement;  de  sorte  que  la  propriété 
dont  il  va  être  question  est  aussi  une -propriété  caractéristique  de 
ces  arêtes  de  rebroussement.  C'est  même  en  envisageant  les  lignes 
géodésiques  d'un  cône  comme  les  arêtes  de  rebroussement  de  dé- 
veloppables circonscrites  à  une  sphère  que  nous  allons  établir 
cette  propriété. 

Soient  Xy  y^  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  M 
d'une  courbe  gauche  (C),  arête  de  rebroussement  d'une  dévelop- 


(')  J'avais  achevé  la  rédaction  de  cette  Note  lorsque  j'ai  appris  que  M.  Enneper 
s'était  occupé  du  même  sujet.  Je  n'ai,  d'ailleurs,  pas  pu  me  procurer  le  travail  du 
géomètre  allemand. 
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pable  circonscrite  à  la  sphère  S  de  rayon  r  ayant  son  centre  à 
Torigine.  Appelons,  suivant  Thabitude  : 

a,  p,  Y  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C); 
°^ii  Pi  y  fi  ceux  de  la  normale  principale; 

^2>  ^3  9  Ya  ceux  de  la  binormale. 

* 

Le  plan  osculateur  en  M  à  la  courbe  (C)  étant  tangent  à  la 
sphère  S,  x^jr^  z  satisfont  à  la  relation 

(i)  ai^-+-ptr-+- Yî-^  =  r. 

Prenons  comme  variable  indépendante  l'arc  s  de  la  courbe  (C) 
compté  à  partir  d'une  origine  arbitraire,  et  difTérentions  deux  fois 
successivement  les  deux  membres  de  la  relation  (i).  L'emploi  des 
formules  de  Serret  conduit  alors  facilement  aux  expressions  sui- 
vantes des  coordonnées  x^y^  z  du  point  M 

jr  =  r(«ï  —  6a), 
j.=  r(p,-6?), 
^  =  r(Y»— 6y), 

où  6  désigne  le  rapport  -  du  rayon  de  courbure  au  rayon  de  tor- 

sion. 

De  ces  relations  on  déduit 

cLv  = —  roLc^, 

dz  =  —  /'Y  d^j 
et  enfin 

ds^=r^d^)^. 

Il  suit  de  là  que  le  rapport  des  deux  courbures  de  la  courbe  (C) 
est  une  fonction  linéaire  et  entière  de  l'arc  s» 

Réciproquement,  toute  courbe  qui  jouit  de  cette  propriété  peut 
être  considérée  comme  Tarête  de  rebroussement  d'une  dévelop- 
pable  circonscrite  à  une  sphère,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
comme  une  géodésique  d'un  cône. 

Soit,  en  effet, 

•p    _    s  -h  5o 
-     —    , 

1  r 


\ 
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/'  désignant  une  constante.  De  cette  relation  et  des  suivantes, 


ds  ~~  p  ds  ~^  z 


on  déduit  facilement  Féquation 


rfat  dr 

^_  _(,  +  ,,)_  =o. 

Cette  équation  est  identique  à       * 

d(i%  ,  ^  doL 

a  -4-  r  —z 7.  —  { s  -\-  Sq)  -j-  =o, 

ds  ds 

dont  le  premier  membre  est  la  dérivée  exacte  dex-\-r%2 — {s-\-So)ol 
par  rapport  à  s.  On  en  déduira  donc 

et  les  équations  analogues 

4 

Ces  trois  équations,  multipliées  respectivement  par  aa,  P25  Ya  et 
ajoutées  membre  à  membre,  donnent 

a,(x  —  a) -+- p,(7  —  6)  H- YsC-s  —  c) -f- r  =  o ; 

ce  qui  montre  que  la  distance  du  point  (a,  6,  c)  au  plan  oscula- 
teur  de  la  courbe  est  constante  et  égale  à  r  et,  par  conséquent, 
que  ce  plan  est  constamment  tangent  à  la  sphère  de  centre 
(a,  6,  c)  et  de  rayon  r. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante,  qui  fait 
l'objet  de  cette  courte  Note. 

Dans  toute  géodésique  d'un  cône,  le  rapport  -  du  rayon  de  cour- 

bure  au  rayon  de  torsion  est  une  fonction  linéaire  et  entière  de 
l'arc  de  la  ligne  géodésique,  et,  réciproquement,  toute  courbe  qui 
jouit  de  cette  propriété  est  une  géodésique  d'un  cône. 

Voici,  du  reste,  la  démonstration  géométrique  de  la  proposi- 
tion et  de  sa  réciproque. 

Soit  M' le  point  où  le  plan  osculateur  en  M  touche  la  sphère. 
Le  lieu  du  point  M'  est  une  courbe  sphérique  (C)  orthogonale 
aux  droites  MM',  de  sorte  que  (C)  csl  une  développée  de  (C). 
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Soient,  d'autre  part, 


Mq,  M'q  un  couple  de  points  correspondants; 

s    l'arc  Mo  M  ; 

/    la  longueur  MM'; 

Iq  la  longueur  MqM^. 

On  sait  que  Ton  a 

s  =  l  —  /©• 

Ceci  posé,  déplaçons  infiniment  peu  le  point  M  en  M| ,  et  soit  M', 
le  point  correspondant  sur  la  sphère  O. 

Fig.  I. 


Puisque  OM' est  normal  à  Tare  M'M', ,  on  a,  dans  le  triangle 

om'm;, 

(a)  M'M'i  =  OM'x  angle  M'OM',. 

On  peut  maintenant  considérer  les  deux  tangentes  MM'  et  MiM'^ 
comme  se  coupant  en  M,  et  alors  le  triangle  M'M'^M  donne 

(3)  MM',  =  MM'x  angle  M' M  M',. 

Mais  Tangle  M'OM'^  est  évidemment  Fangle  de  deux  binormales 
consécutives  à  la  courbe  (C);  et  de  même  M'MM'^  est  Tangle  de 
deux  tangentes  consécutives  à  cette  même  courbe.  On  a  donc 

IvfoM^,  =  ^, 

M  MM,  =  — . 

P 
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D'ailleurs  0M'=  /*,  et,  en  divisant  membre  à  membre  les  relations 
(a)  et  (3),  on  obtient  facilement 


MM' 


_  P 


r  T 

ou  bien 


r       T  r 


Ainsi  le  rapport  du  rayon  de  courbure  au  rayon  de  torsion  est 
une  fonction  linéaire  et  entière  de  l'arc. 

Réciproquement,  si  une  courbe  (C)  jouît  de  cette  propriété, 
elle  est  la  développée  d'une  courbe  sphérique  et,  par  suite,  Tarête 
de  rebroussement  d'une  développable  circonscrite  à  leur  sphère. 

Portons,  en  effet,  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C)  la  lon- 
gueur MM'=  /=:5  -h  /o-  Supposons,  d'ailleurs,  que,  pour  chaque 
point  M  de  la  courbe  (C)^  on  ait 


P  ^ 

•c 


*-+-/« 


/o  et  X  désignant  des  constantes.  Le  lieu  du  point  M'  est  une  tra- 
jectoire orthogonale  (C)  des  génératrices  de  la  développable  en- 
gendrée par  les  tangentes  à  la  courbe  (C);  celle-ci  est  dès  lors 
une  développée  de  (C).  Tout  revient  à  prouver  que  (C)  est  une 
courbe  sphérique.  Considérons,  en  effet,  deux  génératrices  voi- 
sines MM',  M|M'^  et  menons  les  normales  en  M'  et  M',  à  la  déve- 
loppable dont  (C)  est  l'arête  de  rebroussement.  Comme  (C)  est 
ligne  de  courbure  de  cette  développable,  les  normales  se  coupent 
en  un  point  O. 

Appelons  \  la  distance  OM'.  On  a  alors,  comme  plus  haut, 

MM'       angleM'OM'i 


ou 


OM'        angleM'MM'j 


l 


Or  on  a  aussi 


donc 


i       p 


P_^ 


X  =  r  =  conî4t. 
La  normalie  développable,  lieu  de  la  droite  M'O,  est  donc  un 
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cône  ayant  son  sommet  en  O,  et  la  sphère  de  centre  O  et  de 
rayon  r  touche  tout  le  long  de  (C)  la  développable  lieu  de  MM'. 
La  récipro(|ue  est  donc  démontrée. 

On  peut  enGn  rattacher  la  proposition  précédente  à  un  ordre 
d^dées  plus  générai  se  rapportant  aux  lignes  géodésiques  d'une 
surface  développable. 

Prenons,  en  effet,  comme  variable  indépendante  Tare  9  de  l'in- 
dicatrice sphérique  de  la  développable,  et  appelons  s  Tare  de 
Taréte  de  rebroussement  compté  à  partir  d'une  origine  arbitraire. 
L'élément  linéaire  de  la  surface  est  de  la  forme 

On  considère,  bien  entendu,  s  comme  une  fonction  de  t.  Au  reste, 
si  l'on  appelle  \  la  distance  d'un  point  M  de  la  surface  au  point 
de  contact  avec  l'arête  de  rebroussement  de  la  génératrice  qui 
passe  par  M,  on  a 

ce  qui  complète  la  définition  des  variables  coordonnées. 

Ceci  posé,  les  lignes  géodésiques  de  la  surface  s'obtiennent, 
comme  l'on  sait,  en  intégrant  l'équation 


( 


On  obtient,  ^  désignant  une  constante, 

6  =  i*cos(ff  —  <p)  -h/5  sin(ff  —  <p)^ff, 
et  l'équation  d'une  ligne  géodésique  quelconque  est  alors 

-r-   =   CODSt., 

ou  bien 

_  /5Cos(<i  —  <p)<i<j-f-G 
sin(a  —  «p) 

Si  maintenant  on   désigne  par  S  l'arc  d'une    géodésique,   on 
trouve  facilement 

ds^  ~~  5in*(  j  —  cp)' 
ou,  au  signe  près, 

c/t  ~"  sin2(^  —  cp;  sinS(cj~o) 


to 
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p  désignant  le  rayon  de  courbure  de  l'arête  de  rebroussera  en  t  de 
la  développable. 

Remarquons  à  présent  que  la  ligne  géodésique  considérée  fait 
avec  la  génératrice  qui  passe  par  un  de  ses  points  un  angle  eu,  tel 
que 

tangu)  =  —  tang(7 —  <p). 

D'autre  part,  M.  Paul  Serret  a  démontré,  dans  sa  thèse  (p.  iSg), 
qu'en  chaque  point  d'une  ligne  géodésique  tracée  sur  une  surface 

développable,  le  rapport  ^'  des  deux  courbures  est  égal  à  la  tan- 
gente de  son  inclinaison  sur  la  génératrice  correspondante  de  la 
surface.  On  aura  donc 

Kl 

Or,  dans  la  formule  (4),  le  premier  terme  du  second  membre 
est  justement  la  dérivée  de  —  cot(T  —  o).  Posant  alors 


et  intégrant,  il  vient 


sin«(<i-<p)       --^^^^ 


S-So=c5i-//(a)^cr. 

De  cette  formule  on  peut  déduire  plusieurs  conséquences. 
En  voici  deux  très  simples  : 

I**  Si  la  surface  développable  est  un  cône,  p  =  o,  et  Ton  obtient 
la  formule 


S  —  Sq  =  G  T^r  > 


démontrée  plus  haut  de  deux  manières. 

2**  Si  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable  est  une 
courbe  dont  la  première  courbure  est  constante,  on  a  encore,  en 
intégrant, 


ou  bien 


Rj         sin*(a  — cp) 
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Note  sur  U intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 

du  second  ordre] 

par  F.  GoMEs  Teixeira. 

1.  Je  vais  considérer  Téqualion  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre 

(i)  Hr-h2K*-i-L^-+-M-HN(r^  — **)  =  o, 

où  H,  K,  L,  M,  N  représentent  des  fonctions  de  Xy  r,  5,  /?,  y,  et 
où  Ton  pose,  suivant  l'usage, 

_àz  dz  ^d^z  d^z  d*z 

M.  Imschenetsky  a  fait  voir,  dans  son  Étude  sur  les  méthodes 
d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  (pages  i3o  et  i3i  de  la  traduction  par  M.  J.  HoiJel),  que 
cette  équation  peut  être  transformée  dans  une  équation  linéaire, 
quand  on  connaît  une  intégrale  primitive  particulière  avec  trois 
constantes  arbitraires.  Ensuite,  en  se  basant  sur  les  importantes 
recherches  sur  la  théorie  des  intégrales  des  équations  aux  dérivées 
partielles  publiées  par  Ampère  dans  les  Cahiers  XVII  et  XVIII 
du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  il  fait  voir  que  cette  équa- 
tion se  simplifie  considérablement  quand  cette  intégrale  satisfait 
à  un  ou  aux  deux  systèmes  d'équations  de  la  carac^^rw^eywe,  aux- 
quels Monge  et  Ampère  ramènent  le  problème  de  l'intégration 
de  (i). 

Comme  la  théorie  d'Ampère,  qui  ne  se  prête  pas  aisément  à  une 
exposition  succincte,  ne  se  trouve  pas  dans  les  Traités  systéma- 
tiques de  Calcul  intégral,  je  crois  qu'il  ne  sera  pas  inutile  de  voir 
comme  oh  obtient  les  mêmes  résultats  par  des  considérations  di- 
rectes. CVst  le  but  que  nous  nous  proposons  dans  cette  Note. 

2.  Soii 

une  inléj^ralc  particulière  de  (i)  avec  trois  constantes  arbitraires 


a,  p,  rj.  Nous  avons  l'identilë 
(3)       H,^,-^.K.  ^^4-L,  —  ^M.-hN,[^,  — -(^-^j  J=o, 

où  H|,  K|,  L|,  Ml,  N|   représentent  des  fonctions  de  <«>,  x,  j^, 

dx    ày 

M.  Imschenetsky  considère  ensuite  a,  ^,  7)  comme  variables  et 
introduit  en  (i),  au  lieu  de  la  variable  dépendante  s,  la  variable  tj 
déterminée  par  (2)  et,  au  lieu  des  variables  indépendantes  x  etj)', 
les  variables  a  et  ^  déterminées  par  les  équations 

dm        dm  dr^  dm        dm  di\ 

^^^  di^l^.'di^'''  'd^-^&^d^^'''' 

Pour  obtenir  Téquation  dans  laquelle  se  transforme  de  cette 
manière  l'équation  proposée,  on  tire  de  (2) 

dm  dm 


_    d^m 
d*m 


s  = 


\da        dii  di)  ~dx        \d^        ôri  d^J  dx' 
\doL        dri  d%l  dy        \d^       dt^  dp/  dy' 


dxdy 

àj^         Id^       dj^drAd^^        fdq       dq^  d^\  d^ 
dy^        \dfi  "^  dri  daj  dy        \  d^       (h)  dp/  dy' 

ensuite  on  substitue  dans  les  expressions  précédentes  de  r,  Sy  /les 

valeurs  de^->  t^>  -r  >  -r-  Que  Ton  tire  des  équations  du  premier 
dx    dx    dy    dy   '^  ^  ^ 

degré  qui  résultent  de  la  différentiation  des  deux  équations  (4)^ 
par  rapport  à  :r  et  à  j^;  et  enfin  ou  substitue  les  valeurs  qui  résul- 
tent pour  r,  5,  t  dans  l'équation  (i).  On  trouve  de  celte  manière, 
ajrant  égard  à  (3),  l'équation  suivante  : 

où  R,  Sj  T,  U  sont*  des  fonctions  de  a,  p,  y,,  —S  -g  données  par 
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les  formules  suivantes  : 


—  R  =  -H   (H-+-N/1 


2(K-N*i 


(Nn 


S=-H   (H-f-N^, 


(K-N*i 


4-   (L  -f-Nri 


-T  =  4-   (H-+-Nei 


2(K  — N*i 


à? 


( 

( 


^1 


^1  ^y 

àpi  àri 

(h)  dp; 


-Tri    J     > 


[ 


(àpr 


àpi  ^\  /^i 


9i   £l)\ 


^1  àr^ 


àri  d^J 
àqj  &r^ 

\   àaj 


)] 


àpi    .    àpi  <h) \« 


U=-h 


(L-HNr, 

,s( 


( 

(àPi_^àpi  ^\   / 
\  da         ôri   daj  \ 

(h,  y 


àqi 


^1  ^\ 
(h)    daj 


( 


(h)  d?; 


àpi  ^\  /^i 

àpi  àri\  (dqj_       dqj  ^\]* 


2 


où  je  pose,  pour  abréger, 


dach)  da 

d*a>   dT| 
daeh)  dp 

d*(o    drj 


d^VdSyl  J 

d*a>    drj        d*co  d?)  dïj\ 
dpdT)  dâ  ■*■  dV   dâ  dp/ 

dri»  Vdp;.r 


da> 


da> 


d«co 
d^ 


Si  = 


d'tti 
dard^ 


^  = 


d«a> 
d^î 


3.  Cela  posé,  j'entre  dans  le  sujet  de  cette  Note,  c'est-à-dire,  je 
vais  considérer  le  cas  où  l'on  obtient  l'intégrale  (a)  au  moyen  d'une 
ou  de  deux  intégrales  intermédiaires  particulières  de(i),  avec  une 
constante  arbitraire  chacune. 
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Soit 

une  intégrale  intermédiaire  de  (i)  avec  une  constante  arbitraire  a. 
On  sait  que  la  fonction/(a:,  ^,  z^  /?,  q)  satisfait  aux  équations  qui 
résultent  de  l'élimination  de  deux  des  quantités  r,  5,  /  entre  (i)  et 
les  équations  suivantes 

dx       ôz  ^       dp  éq     ~~     ' 

(7)  \  /-  f 

dy       ôz^       dp  d^     ~"     ' 

et  que  ces  équations  sont  (*  ) 

-»''(i-'i)f-''(f)'-"(i-'f)'=«. 
Q="(i)'-ii-(i)" 

Soit  maintenant  l'équation  (2)  une  intégrale  particulière  de  (6) 
que  Ton  peut  obtenir,  comme  on  sait,  par  la  m^éthode  de  Lagrange 
et  Charpit.  La  valeur  qu'il  donne  pour  z  satisfait  aux  équations 
précédentes,  et  par  conséquent  satisfait  aussi  à  l'équation  sui- 
vante 

(«)      (»-NO©*-.(K-N,)|^^(L-.N.)(gy  =  o 
qui  résulte  de  l'élimination  de 

dx      ^  dz^     dy       ^  dz 

dans  la  seconde  au  moyen  des  équations  (7). 

Mais,  en  différentiant  (6)  par  rapport  à  ^  et  considérant  5,  /),  q 
comme  des  fonctions  de  jâ  déterminées  par  (2),  on  trouve 

d/  /d(jj        doi  dri\         df  fdpx        dpx  dr^\         df  fdqx        dqx  c)rA  __ 
'   1^  \d^  '^d^d^/'^'dpx  \à^  ~^~dr^   d^/'^dq'x  \d?'  '^  d^  d^ )  ~  ^ 

(  '  )  C.  JoiiDAX.  Cours  d'Analyse  île  V Ecole  Polytechnique,  l.  III,  p.  "^65.     . 


—  129  — 
ou,  en  vertu  des  équations  (4 )» 

En  substituant  maintenant  dans  Texpression  de  R  la  quantité 

par  sa  valeur  donnée  par  celte  équation,  on  trouve 


(gr^h-.o(f,y 


_,(K.-N.,.)|^|;  +  (L.-.N.r.)(|j'] 


Donc,  en  vertu  delà  formule  (8),  nous  avons  R  =  o,  et  l'équa- 
tion (5)  prend  la  forme  simplifiée  suivante  : 

4.  Soient  maintenant 

(9)  /(^»7»  -«»/>»  9  )  =  «.      F{^,r,  ^yfi  g)  =  ? 

deux  intégrales  intermédiaires  particulières  de  (i)  avec  deux  con- 
stantes arbitraires  a  et  p.  Si  chacune  d'elles  satisfait  à  un  des  deux 
systèmes  d'équations  différentielles  ordinaires,  auxquels  la  méthode 
de  Monge  ramène  le  problème  de  l'intégration  de  l'équation  (i), 
ou  à  un  des  deux  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  auxquels  la  méthode  de  Boolç  ramène  le  même  pro- 
blème,  on  sait  que  les  valeurs  de  p  et  q  (données  par  les  équations 
(9) rendent 

dz  :=  pdx  -h  q  dy 

intégrable.  De  cette  intégration  résulte  l'équation  (2). 

Dans  ce  cas,  on  voit,  comme  dans  le  cas  antérieur,  que 
R  =  o.  Ensuite,  en  éliminant  dans  l'expression  de  ï  la  quan- 
tité 

àp\    ^    àpx  dr^ 

XVII.  9 
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au  moyen  de  l'équalion 

dpi  \03.         ôr,    doL/        âçi  \0z  àr^    ôol  ) 

et  ayant  égard  à  l'éqnalion  qui  résulte  du   changement  dans  (8) 
dey  en  F,  on  voit  aussi  que  T  =  o. 

L'équation  (5)  prend  donc  la  forme  suivante  : 

5.  Soit  maintenant 

K«  — HL-4-M]V  =  o 

ce  qui  arrive  quand  les  deux  systèmes  d'équations  de  la  caracté- 
ristique  coïncident,  et  soit  encore 

(6)  f{x,y,z,p,q)  =  % 

une  intégrale  particulière  de  (i)  avec  une  constante  arbitraire  a. 

En  diflPérentiant  cette  équation  par  rapport  à  a  et  ù  ^,  considé- 
rant z^  />,  q  comme  des  fonctions  de  a  et  ^  déterminées  par  (  sî)  et 
ayant  égard  à  (4),  on  trouve 

dp^  \(^?  dfi    d^J  "^  dqi  \d1i  dri    d^J  ""     ' 

dpx  \d^  dr^    dOL/        dq\  \dx  dr^    ôx / 

En  substituant  ensuite  dans  l'expression  de  S  les  valeurs  que 
ces  équations  donnent  pour 

ô^   "^  c^T)    dp'      ôx         dr,    da' 
on  trouve 

/àçi        àqiàr,\  /Oqj        Oqx  ôrA 
«  __    \dx  âr,    dx)  Wp  àr,    0^ / 

W 


X 


[(H.-^N.m(|J 


'<'^'-'^"«*')|;  !;-(''■ 


^^'■'<m 


/^y |-^u,-t-^,/,)—  +,k,-n,,,)  — 

Wx  ) 
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cl  par  conséquent,  en  vertu  de  (8), 


S  = 


_,    \à^ 


\àpj 


Mais  Téquatîon  (8)  donne 

àf  _  K--N.y±v/(K:^^^n>i7)^^H"^^~N/)(L-4-Nr)  df 

ôq  ~  n-+-N7  àp 

_  K  —  N5  ih  y/K*  —  liL  -H  MN  ^ 
~  U-^Nt  dp 

_  K  — Nj  ^ 
Donc  nous  avons  S  =  o,  et  Téquation  (5)  prend  la  forme 


d^^ 


U  =  o. 


Sur  certaines  expressions  quadruplement  périodiques  ; 

par  M.  Emile  Picard. 

On  sait  combien  il  est  facile  de  former  des  séries  représentant 
des  fonctions  doublement  périodiques.  Prend-on,  par  exemple, 
une  fonction  rationnelle  de  e^,  soit/(e^),  la  série 


m=-f-«o 


2/(^"^'"")» 


/«=; — « 


si  elle  est  convergente,  représentera  une  fonction  doublement  pé- 
riodique aux  périodes  5t7:t  et  (o. 

La  généralisation  se  présente  d'elle-même  quand  on  passe  au  cas 
de  deux  variables.  Soit  f{e^^  eT)  une  fonction  rationnelle  de  <?* 
et  e^]  on  forme  la  série  double 


m=-»-30    /i  =  4-ao 


(S)  V       51-^^'"^"^'"*'^"^'  <».>*  '«a'^-«P'). 


m— — ao  n=.—» 


Si   elle  est  convergente,  on  aura  une  fonction  quadruplement 
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périodique  de  x  et  y.  Mais  on  n'a  jamais,  que  je  sache,  donné 
d'exemples  effeclifs  de  séries  de  celle  forme,  ni  cherché  à  se 
rendre  compte  de  la  nature  des  fondions  ainsi  représentées.  J'ai  été 
tout  naturellement  conduit  à  l'étude  de  ces  séries,  qui  ne  sont 
qu'un  cas  particulier  des  fonctions  que  j'ai  désignées  sous  le  nom 
i\ef onctions  hy perabéliennes  [Jour nalde Mathématiques,  1 885). 
Je  commence  donc  par  rappeler  quelques  généralités  sur  ces  fonc- 
tions, et  je  suis  ainsi  conduit  à  une  série  r^{x^y)  du  type  (S),  qui 
joue  le  rôle  essentiel  dans  cette  théorie.  Cette  série  d'ailleurs  peut 
être  formée  a  priori j  et  son  étude  se  fait  indépendamment  des 
considérations  par  lesquelles  on  y  a  été  amené.  Signalons  seule- 
ment, en  ce  moment,  la  formation  des  expressions  quadruplement 
périodiques  de  seconde  espèce,  et  la  forme  remarquable  du  déve- 
loppement en  série  trigonomélrique  de  l'expression  fondamen- 
tale o.  Les  résultats  qui  suivent  ont  été  succinctement  indiqués 
dans  les  Comptes  rendus  (18  mars  et  1*'  avril  1889). 

1.  Comme  je  viens  de  le  dire,  c'est  en  étudiant  un  cas  parri'cu- 
Ker  des  fonctions  hjperabéliennes  que  nous  avons  été  conduit  à 
certaines  expressions  quadruplement  périodiques.  Il  nous  faut 
donc  rappeler  brièvement  la  formation  des  séries  qui  se  rencon- 
trent dans  la  théorie  de  ces  fonctions.  Un  groupe  hyperabélien  est 
un  groupe  discontinu  relatif  à  deux  variables  u  ei  v  dont  les  sub- 
stitutions sont  de  Tune  ou  Tautre  forme 


/  au-k-b     av->rb'\ 

\  cu-hd    cv-hdj 

(  nv  -\-  b     au  -+-  ^'\ 

w,    r, -—7,  —, -^  ) 

\  et' -f-  a     eu  -\-  a I 


les  coefficients  des  diverses  substitutions  étant  réels. 

Nous  considérons  particulièrement  le  domaine  des  variables  u 
et  r,  pour  lesquels  le  coefficient  de  i  est  positif;  on  peut  commen- 
cer par  remplacer  ces  deux  demi-plans  par  deux  cercles  C  et  C 
îiyant  Tunité  pour  centre;  il  suffira  de  poser 


^        u  —  l  V  —  I 

Ç  =   .->  T^   =   r> 

U  ^  l  l'  -4-  t 


et  Ton  aura  alors  des  substitutions  de  même  forme  relatives  aux 
variables  ;  et  r^;  seulement  les  coefficients  de  ces  substitutions  11c 


—  VX6  — 

ê 

seront  plus  réels,  el  nous  pouvons  adinellre  d^ailleurs  que  chacun 
des  déterminants  arf — 6c,  ...  est  égal  à  l'unité.  Écrivons  donc 
de  nouveau  le  tjpe  des  substitutions  relatives  cette  fois  à  Ç  etT,, 
en  mettant  encore  les  mêmes  lettres  a,  è,  ...  qui  ne  sont  pas,  bien 
entendu,  les  mêmes  que  plus  haut,  et  supposons,  comme  cela  se 
rencontrera  plus  bas,  qu'il  n^y  a  que  des  substitutions  du  premier 
type,  soit 

/.  a^^-\-  b     a'ri-+'b'\ 

m 

On  peul  supposer 

ad  —  bc  =  a'd'  —  b'c'  =.  i . 
Dans  ces  conditions  la  série 

étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe,  représente  une  fonc- 
tion qui  est  certainement  holomorphe  à  rintérieiir  des  cercles  C 
el  C,  l'entier  [x  étant  supérieur  à  l'unité. 

2.  Ces  résultats  rappelés,  cherchons  ce  qu'ils  vont  nous  donner 
dans  le  cas  particulier,  où  le  groupe  initial  est  formé,  des  deux 
substitutions  fondamentales  suivantes 

(a,  p,  aii,  aV),    (m,  v^  bu^  b'v)j 

a,  b,  a!  et  U  étant  des  quantités  positives  quelconques.  Ce 
groupe  est  évidemment  discontinu,  car  toute  substitution  est  de  la 
forme 

m  et  n  désignant  des  entiers  positifs  ou  négatifs;  or  on  ne  peut 
pas  choisir  les  entiers  m  et  /*  de  telle  sorte  que 

a"^b"^     et     a''«6'« 

soient  aussi  voisins  que  l'on  voudra  de  l'unité,  sauf  dans  un  cas 
particulier  que  l'on  aperçoit  de  suite. 

Appliquons  donc  à  ce  cas  particulier  les  remarques  générales  du 
paragraphe  précédent.  Après  quelques  calculs  de  transformation, 
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qui  ne  présentent  aucune  diflicuUr,  on   arrive  pour  la  série  (i)  à 
l'expression 

et,  en  revenant  aux  variables  initiales  u  et  <*,on  a 


22 


la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  positives 
et  négatives  de  m  et  n, 

3.  Ce  résultat  obtenu,  nous  allons  étudier  directement  la  somme 
précédente  donnée  a  priori  ;  nous  allons  même  y  faire  ti.=  i,  ce 
qai  n'empêchera  pas  la  convergence.  Prenons  donc  la  série 


m^-t-«     /!:=-+-« 


2  2 


a'»  6«  a'"'  ^'^ 


(  ua'»  b'^  -H  I  )*  (  ^a''"  6'"  -H  I  )*  ' 


tn  =  —m   /ï=r— • 


OU,  en  remplaçant  m  et  i'  par  ///  et  fV,  la  série 


(2) 


^^         a"*b'*  à"^b''^ 


J^jâmi{ua''^b^  -hi)^  {va'^b''^  -ht)^ 


Jp  dis  quelle  est  com^erge  nie  pour  toute  valeur  de  u  et  i ,  à 
C exception  des  valeurs  réelles  et  négatii^s. 

Considérons  d'abord  la  série  pour  u=  i^  =  i .  Nous  avons 


2 


am  fyt  a''"  b'" 


(  I  -h  a'"  b"  y  (i-^-  a'"  6'"  )*  ' 


c'est   une  série  à   termes  positifs,  montrons   qu'elle  est  conver- 
gente. 
Posons 

a  =  c«,         b  =  eP,         a'  =  e^\         b'  =  €>', 

les  a  et  ^  étant  réels. 
Je  considère  le  quotient 


(  I  -h  e-^)^  ' 


cette  expression  ne  change  pas  quand  on  change  x  en  — r;  on  a 
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donc,  X  étant  positif, 

donc,  pour  ^  de  signe  quelconque,  nous  pouvons  écrire 
|j:|  désignant  la  valeur  absolue  de^.  Nous  aurons  donc 

tVn  hii                  fw'm  fj'n 
Z — <r  e-|wa-t-iiBl-|ma'-f-/iB'|  • 

(I-^-a'"^»")MI-+-a''"^'")* 
mais,  si  a:  et  y  désignent  deux  nombres  positifs,  on  a 

Comme,  d'autre  part,  pour  x  positif  et  suffisamment  grand, 

{JL  étant  un  entier  positif  quelconque,  il  en  résulte  que 

e-^-y  <- î 

et,  par  suite,  le  terme  général  de  notre  série  est  moindre  que 

[JL  étant  un  entier  positif  quelconque.  La  série  (a)  est  donc  abso- 
lument convergente  pour  «  =  i ,  v  =  i . 

Donnons  maintenant  à  (f£,  v)  une  valeur  quelconque,  en  suppo- 
sant seulement  que  u  et  k^  ne  prennent  pas  des  valeurs  réelles  né- 
gatives. Nous  pouvons  éciire  le  terme  général  de  notre  série  sous 
la  forme 

1             111                •          i-^av^h'*  ,  ,  .11' 

or  le  module  du  quotient ;- représente  le  rapport  des  dis- 

lances  des  points  i  et  //  au  point  — a"^lj"^  c'est-à-dire  à  un  point 
situé  sur  la  partie  négative  de  l'axe  réel.  Ce  raj)port  restera  donc 
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compris  entre  deux  limites  finies  déterminées;  il  en  sera  de  même 

pour -, — j-;--  Par  suite,  la  série  (2)  sera  absolument  conver- 

gente,  sauf  pour  les  valeurs  indiquées  de  u  et  sr.  Posons  mainte- 
nant 


/<-"  =  2:    2,-Tr 


ua'^b*  v.d^b'^ 


(  I  -r-  ua*^  b*  f  U  ■*-  ^' •<»''"  b'*  )'  ' 

on  aura  évidemment 

f(auja'v)=f(bu,b'v)=f(u,v). 

4.  La  série  précédente  permet  d^en  former  une  infinité  d'autres 
jouissant  des  mêmes  propriétés. 

Prenons,  en  effet,  deux  fonctions  rationnelles  R(m)  et  Ri(i*) 
dont  tous  les  pôles  soient  situés  sur  la  partie  négative  de  Taxe  des 
quantités  réelles,  et  qui  restent  finies  respectivement  pour  a  =  o, 
^^  =  3C  et  pour  t'  =  o,  ('==». 

La  série 


F(M,i^)=  V      VR(a'«^>'»u)R,(a''»6''»i;)  - 


(I  -»-aa'«6'»)*  (I  H-va'««6'«)* 


m= — •  »!•=—• 


sera  convergente  comme  la  série  f{u^  v).  En  eflet,  le  module  de 

R(a"«6«u) 

reste  moindre  qu'une  quantité  déterminée,  puisque  a***  6"  w  reste 
sur  la  droite  joignant  Torigine  au  point  ii.  Il  en  est  de  même  du 
second  facteur  R,  (a''" 6'"^). 
On  a  d'ailleurs  évidemment 

F(ai£,  a'v)  =  F(6i/,  b'v)  =  F(  u,  v) 
5.  Posons  maintenant 

Notre  fonction  y*(w,  c)  devient  une  fonction  de  xet^% 


?(^.r)  =  2    2fTT^ 


ni^=—m   nrr— « 


(l  _,_  eaH-/«a-»-/fpjl   (,  _^  cr^mX-k-n^'^i 
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Cette  expression  admettra  quatre  couples  de  périodes,  dont  le 
Tableau  est  évidemment 


^S) 


1 

i 

7 

1  2Trt 

o 

'      o 

1 

aitt 

* 

a' 

'   P 

?' 

Mais  cette  expression  ne  représente  pas  une  fonction  quadru- 
plement  périodique,  se  comportant  pour  toute  valeur  finie  de  x  et 
y  comme  une  fonction  rationnelle.  Le  fait,  a  priori,  est  impos- 
sible, car  une  fonction  quadruplement  périodique  de  x  et  y,  et 
méromorphe  pour  toute  valeur  finie  de  ces  variables,  ne  peut  ad- 
mettre le  système  (S)  de  périodes,  où  les  aet  ^  sont  des  quantités 
réelles  arbitraires. 

D'ailleurs,  en  nous  reportant  au  paragraphe  précédent,  nous 
voyons  que  la  fonction  o(^,  y)  ne  sera  pas  définie  pour  les  valeurs 
de  X  et  y^  rendant  e^  et  e^  réels  et  négatifs,  c'est-à-dire  en  po- 
sant 

X  =  x'  -^  ixf  ^        y  =  y  -^  iy" 

pour  les  valeurs  de  a:  etj^  correspondant 

soit  à  .T*  =  (ïA:  -+-  i)t:,         soit  à/*  =  (aA-M)?:, 

h  et  k  étant  des  entiers  quelconques  positifs  ou  négatifs. 

Nous  avons  donc  ainsi  une  expression  ^{^x^y)^  quadruplement 
périodique,  a\'ec  le  tableau  S  de  périodes,  et  avec  des  surfaces 
de  singularités  essentielles  qui  empêchent  le  prolongement  analy- 
tique de  l'expression. 

6.  Revenons  un  moment  aux  variables  //  et  v  et  au  groupe  con- 
sidéré dans  les  paragraphes  (2)  et  (3).  De  même  que  nous  avons 
formé  des  expressions  restant  invariables  pour  les  substitutions  de 
ce  groupe,  nous  pouvons  pareillement,  et  en  suivant  toujours  les 
indications  delà  théorie  générale,  obtenir  des  expressions  se  re- 
produisant à  des  facteurs  constants  près  A  et  B. 
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Formons,  en  effet,  la  série  dont  le  terme  général  est 


A-"»  B-« 


(I  -h  a'"  b'*  u  )^V-  (i  -4-  a''"b'"ii)*V- 


[JL  est  un  entier  positif  fixe  ;  m  et  /i,  comme  plus  haut,  varient  de 
—  00  à  H-  c»  .  Il  est  bien  aisé  de  voir  que  celte  série  est  conver- 
gente si  [JL  est  choisi  suffisamment  grand;  en  effet,  si  nous  faisons, 

comme  pLus  haut,  u  =  y/ —  i  et  si  nous  remplaçons  le  troisième  et 
le  quatrième  facteur  par  leur  limite  supérieure,  nous  aurons,  en 
posant 

à  considérer  la  série  dont  le  terme  général  est 

et  qui,  quels  que  soient  les  signes  de  P  et  Q,  est  manifestement 
convergente  si  Tentier  positif  [x  est  pris  suffisamment  grand. 
Si  nous  posons  alors 

on  aura 

■  fx{au,àv)  =  \fi{u,v), 

MbuJ?'ç)=:hMu,v). 

C'est  une  expression  de  seconde  espèce.  Si  nous  revenons  alors 
aux  variables  x  cly,  nous  aurons  des  expressions  de  seconde  es- 
pèce quadruplenient  périodiques,  et  possédant  les  mêmes  singu- 
larités que  plus  haut. 

7.  Je  reviens  maintenant  à  la  fonction  es  (j:,j^)  du  n"  o,  en  chan- 
geant seulement  un  peu  les  notations.  Ecrivons  la  série 

//i  — -4-30   /;  =  -+-• 
^  ^^         ^^  ^a(.r+mW)-f-pf.v-«-nO)')  ^>'X(.»-4-mci)i4-3'.v-4-rta)') 


m  =  —  a»  /!=— 90 


(i>,  w',  a,  a',  ^  et  ^'  étant  réels  et  afi' —  pod  différant  de  zéro.  Il 
est  clair  que  cette  expression  ne  diffère  de  celle  que  nous  avons 
considérée  plus  haut  qu'en  ce  qu'une  substitution  linéaire  a  été 
effectuée  sur  les  variables. 
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Le  tableau  des  périodes  est  pour  l'expression  prccédenle 


X 

y 

vu 

o 

o 

tl>' 

Gi 

G'i 

lit 

in 

G,  G',  H  et  II'  sont  définies  par  les  deux  systèmes  d'équations 


a'il-+-p'ir  =  -2  7r 


d'autre  part,  à 


a'G-h?'G'  =  o 
Les  singularités  essentielles  correspondent,  d'une  part,  à 

oLx"  -h  ^y  =  (tiA-  -h  1)11; 

a':r'-hg'y  =  (2A-4-i)7:, 
en  posant  toujours 

X  =:X'  -h  isf  y  jr  =:y  -h  iy . 

La  fonction  ^[x^y)  est  donc  périodique  par  rapport  à  o:  et  par 
rapport  à  y.  Nous  pouvons  donc,  pour  x  ftly  réels,  la  développer 
en  série  trigonométrique;  ce  sont  les  coefficients  de  ce  dévelop- 
pement que  nous  allons  chercher. 

Avant  de  prendre  le  cas  de  deux  variables,  je  traiterai  le  cas 
d'une  seule  variable,  c'est-à-dire  d'une  série  doublement  pério- 
dique. Soit 


mss— ee 


OÙ  nous  supposerons  w  réel.  La  fonction  précédente  est  double- 
ment périodique  avec  les  deux  périodes  to  et  27:/;  développons-la, 
\)oy\v  X  réel,  en  série  trigonométrique.  La  fonction  étant  paire,  nous 
aurons 


^K^)  =  >,  A/,  cos  -^ 


Il  faut  calculer  les  coefficients  A^.  On  aura 


m=-(-« 


\   -  - 


»   n         ^^ 


pX-^tniù 


(1    +-  vJC-\m\ù)'l  (O 


m  ^— X 
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que  l'on  Iransforme  de  suile  en 


1  r       «*         ip'Kx  ,      \  r      e^         O.PTZX  j 

An  =  -    /        ; :r  cos  -^- dx  —  ~    I      , :r  cos  -^ —  ax 

On  peul  calculer  sans  peine  l'inlégrale  définie  qui  précède. 
Posons  -^  =  a.  Nous  avons  à  calculer  Tinlégrale 


Je          e' 
T.  cosaxdx; 

or,  en  intégrant  par  parties,  cette  intégrale  peut  s'écrire 

1  r^sinax    , 
al        dx\ 

2  Ja     I -+-«■' 


mais 

I 


1  H-  C* 

et,  comme 


=  c-x  — e-«*-+-  ...  H-(— i)«e-^'n-MJ*-H  ... 


a 


0 

nous  aurons 


/sïnax.e~^^-^^^^dx=z -^ 


(/iH-  i}*-i-  a* 


«=• 


^  «=i 


Or  on  a  Tidenlilé 


/!  =  « 


^2 


( — i)"a*  irai 


a'  -h  n'        ssinirai 
par  suite 

I — -  cosaarrfj"=  — : ;; 

^    (i -f- e-^)*  i^\ïiT.ai 

nous  avons  donc 

An    =      — — -• 

Le  développement  cherché  est  alors 

où  Ton  a  posé 

rt  =  -i —  • 

KM 
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8.  Revenons  maintenant  à  la  fonction  de  deux  variables  '^{x^y) 
pour  la  développer  en  série  trigonométrique.  La  fonction  satisfai- 
sant à  la  relation 

son  développement  sera  évidemment  de  la  forme 

V^V^  *               7LPTZ.T  9.qTzy       ^  ^dtzx    .     •J.qTzy 

>.  >.  A^,^  cos cos        /    -h  By,,„  sin  -^ —  sin     '  /  • 

Calculons  d'abord  A^^^.  On  a 

A„,«  =  — ;    /       /      ^(^,  v)  COS  -^ COS  ■      /    dxdy, 

qui  se  transforme  de  suite  en 

4      r"*"*    Z*"^"       tf»'+?r  g^.r-f-P'r  2/?7tT        5i7Trv   .    ^ 

A„  «  =  — ,    I  I        , ,^^^Q  ,,  ; ^.,.  Q,  ,.  COS  -^- COS ~  dxdy. 

'-'       tuto'  J_^    J_^    (I  -4-  e^^-^^y)^  (i  -h  e*-'-^Pr)«  w  lu'  -^ 

Posons 

a  a-  -h  ?  /  =  a, 

a' a? -h  ?>  =  r» 
a:  =  X  M  -h  fi  i', 

A    =     TT. TTTJ  A     = 


d'où  se  tirent 


en  posant 


Te  » 


on  aura 


4(X|jl'— X»  r^*  r"^*     c*         c»'  ,.  ,  .,       ,  vj   , 

A„«=  5 ; —     I  I  -, 1  COSa(AM-HîJLl>)COS6>(A'M-+-Ui>)rfl/rfr, 

tuw'        J_^     J_^    (1-4- e**;»  (i-hc»')*  ^  '     '^  ^  ^   ^ 


ou 


2/>7r  ,        7.qTZ  * 

Remplaçons  maintenant 

9,cos«(  Xa  -h  \xv)  cos6{X'w  H-  |JlV) 
par 

ros(aX  -+-  ^X')M.cos(ajJi  -f-  b\k)v  —  sinfaX  -\-,  />X' )w.sin(a  jx  -h  b[x*)v 
-h  COS ( a X  —  b\')u. cos ( a  jx  —  ^  (a' ) i'  —  si n M  X  —  /;  X'  )  w . sin  ( «r  ja  —  ^  a' ) ç» . 


-  \H  ~ 


La  partie  relative  aux  sinus  disparaît  clans  rint('*gralion.  Il  resle 
une  somme  de  deux  intégrales  doubles  :  chacune  d'elles  est  un  pro- 
duit de  deux  intégrales  simples  rentrant  dans  le  tjpe  correspon- 
dant à  une  seule  variable.  Toute  réduction  faite,  on  aura 

8  /A B  A' B'        \ 

en  posant 

Le  second  coefficient  B^^^  s^obtient  par  un  calcul  tout  semblable  : 
on  a  seulement  entre  parenthèses  une  différence  au  lieu  d'une 
somme.  On  trouve  ainsi 

_  8  /  A B  A' B'       \ 

''•^  "~  ww'(ap'  —  a'P)  \      e^  —  c-a  gb  _  g-B  "^  ^a'  _  g-A'  ^U'  —  c-«7  ' 

Nous  obtenons  donc  des  séries  trigonomélriques  dépendant  de 
deux  variables  complexes  et  présentant  une  grande  analogie 
avec  les  séries  trigononiétriques  dUine  variable  que  l'on  ren- 
contre dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  La  l'orme  des 
coefficients,  qui  est  fort  simple,  me  paraît  digne  d'être  remarquée. 
Quanta  la  fonction  rf(:r,j^)  et  aux  expressions  analogues,  il  est  1res 
vraisemblable  qu'elles  satisfont  à  des  relations  différentielles  rap- 
pelant de  loin  celles  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  ou 
abéliennes,  mais  c'est  une  étude  qui  exige  de  longs  calculs,  cl  que 
je  n'ai  pas  encore  achevée. 


n=.m 


—  ;  par  M.  Alfred   JoNQuiiiRE. 


(Séance  du  3  avril  i88<).) 


Dans    un    Mémoire   présenté  à   l'Académie    des    Sciences  de, 
Stockholm,    en   décembre   i888,  j'ai    considéré  les    séries  de   la 


Ha  — 


forme  ^-7^*0  suppos^inl  que  s  est  un   nombre  entier  posîlîf. 


«=i 


Soit  ^(s^x)  la  fonction  des  deux  variables  5  et  j:  qui  est  définie 
par  ladite  série  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est 
moindre  que  l'unité.  Soit,  de  plus,  y(.ç,  x)  la  fonction  dite  de 
BernouUi,  déOnie  par  Téquation 


s— m 


7  =  ^yx^^^)-'- 


*  =  0 


J'ai  démontré  la  relation  suivante 


(I)  C(^»^)^(-0'î(*,^)=-(^*^)-^x(-s'j7^) 


Par  cette  simple  équation  la  fonction  Ç(5,  x)  qui,  par  la  série 
^— »  n'est  donnée  qu'à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  i,  est 


/i=i 


étendue  au  plan  entier  et  peut  donc  être  regardée  comme  connue 
pour  tous  les  points  du  plan. 

En  supposant  que  s  est  un  nombre  réel  ou  imaîçinaire  quel- 
conque, je  me  suis  proposé  la  question  de  savoir  s'il  existe  pour 
la  fonction  plus  générale  ^{s,  x)  une  relation  analogue  à  celle  que 
j'ai  donnée  pour  des  valeurs  entières  et  positives  de  la  variable  s. 

Il  s'agit,  en  premier  lieu,  de  définir  la  fonction  ^(5,  x)  d'une 
manière  générale,  c'est-à-dire  pour  des  valeurs  quelconques  des 
variables  s  ai  x. 

De  l'équation  connue 


I         I     r* 

—  =  - — -  /     ^-«s3*-i  dz. 


on  déduira  aisément 


n  3=<b  n  —  oi 


(2)  î(.^'-^)  =  irr-T    /       —  . 


Par  cette  équation  la  fonction  >Ç(.v,  x)  est  bien  défuiic  pour  des 


valeurs  quelconques  de  x^  mais  l'intégrale  n'a  de  sens  que  si  la 
partie  réelle  de  s  est  positive.  11  faudra  donc  remplacer  cette  inté- 
grale par  une  autre  qui  ne  soit  pas  soumise  à  cette  restriction. 

Considérons  l'intégrale  /  — ^— - — ,  et  supposons  que  le  con- 
tour d'intégration  soit  un  lacet  partant  du  point  4- oo  et  entou- 
rant en  sens  direct  le  point  o  sans  enfermer  aucun  autre  des  points 
critiques  z  =  logx  ±  initz.  En  supposant,  pour  le  moment,  que 
la  partie  réelle  de  s  est  positive,  le  contour  d'intégration  pourra 
être  réduit  à  deux  droites,  l'une  allant  de  -+-  oo  à  o  et  l'autre  de  o 
à  -4-  00  ,  et  à  un  cercle  de  rayon  infiniment  petit  entourant  le 
point  o  en  sens  direct.  D'après  la  supposition  que  nous  ve- 
nons de  faire,  l'intégrale  prise  le  long  du  petit  cercle  sera  évi- 
demment nulle.  La  variable  z  qui,  en  allant  du  point  H-oo  à  o,  a 
l'argument  o  aura  l'argument  itz  après  avoir  entouré  le  point  o  et 
devra  donc  être  remplacée  par  e^^'^z.  Pour  abréger,  je  désignerai 

l'intégrale  prise  en  sens  direct  le  long  dudit  lacet  par    /  — ^^ — —t 

en  ajoutant  au  signe  d*intégration  l'indice  /. 

En  ayant  égard  à  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  trou- 
vera 

r  xz^-^  dz  _    r  ^  TZ^-^  dz         ^,^    r*  xz^-^  dz 

•  xz»-^  dz 


0 

r*  j-c*-»  dz  e-i"^       r  xz^~^  dx 


r  •  j-c*-»  dz  __    e-i-^      r 

/        c-  —  X     ~~  'ÀÎsïmzs ,1, 
0  *-  « 


e" 


Nous  pourrons  donc  définir  la  fonction  ^(s^x)  de  la  manière 

suivante 

e-ins  r  xz^-^  dz 


;(^,  r)  = 


7,i^\ivT.sV{s)J,     e^  —  X 


S, 


ou  bien 


(3)  !:(i,^)=5-^r(i-0  /^^=r— ^^ 

9.  lit  J,       C X 


Celle  équalion  de  définition  s'applique  à  des  valeurs  quelcon- 
ques de  s  et  de  x.  Si  la  partie  réelle  de  s  est  négative,  on  élargira 
le  lacet  de  telle  manière  que  le  point  c  =  o  ne  soil  pas  ntleint.  11 
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faudra  toujours  faire  attention  à  ce  que  le  contour  ({^intégration 
n'enferme  aucun  des  points  critiques  z  =  logo:  dz  2/1/7:  de  l'inté- 
grale. Si  l'un  de  ces  points  s'approche  du  contour  d'intégration,  on 
pourra  facilement  déformer  le  lacet,  afin  d'éviter  le  point  critique. 
L'équation  (3)  permet  aussi  d'étudier  les  changements  de  la  fonc- 
tion ^(5,  x)  quand  on  a  fait  décrire  à  la  variable  x  un  chemin 
quelconque.  Mais  je  ne  veux  pas  insister  sur  ce  point. 

Remarquons  encore  que  l'équation  (3)  prend  une  forme  indé- 
terminée quand  5  est  un  nombre  entier  positif.  Mais,  dans  ce  cas, 
la  fonction  J^(5,  x)  pourra  être  définie  par  l'équation  (a). 

Les  points  critiques  z  =  logj:  di  2 /217c  sont  tous  situés  sur  une 
parallèle  à  l'axe  imaginaire.  Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  la 
partie  imaginaire  de  logj;  comprise  entre  o  et  2/7:,  de  sorte  que 
les  points  log:r,  log^-+-2i7r,  \ogx  -\'  iÎTz,  ...  sont  situés  au- 
dessus  de  l'axe  réel. 

J'appelle  horizon  un  cercle  de  rayon  infiniment  grand  décrit  de 
l'origine  comme  centre.  En  supposant  la  partie  réelle  de  s  néga- 

— prise  le  long 

d'une  portion  quelconque  de  l'horizon  est  nulle.  Nous  pourrons 
donc  ajouter  au  contour  d'intégration  formé  par  le  lacet  la  moitié 
de  l'horizon  située  au-dessus  de  l'axe  réel,  de  la  manière  indiquée 
par  hjiff  .1. 

Fig.  I. 


La  variable  z  part  du  point  —  oo  ,  décrit  un  demi-cercle  de 
rayon  infiniment  grand  jusqu'au  point  -f-  00  ,  parcourt  le  lacet  en 
sens  direct  et  revient  par  le  même  demi-cercle  au  point  —  00  . 
L'argument  de  z  ayant  la  valeur  tt  au  point  de  départ  —  oc  ,  di- 
minue de  7c  à  o,  augmente  ensuite  de  o  à  271  et  continue  à  aug- 
XVII.  10 
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inenter  juscprà  3ir.    II  est  évident   qu'en   supposant  négative  la 

— : 'i   prise  le  long  du  contour 

f   —^, prise  le  long  du  lacet. 

Le  demi-cercle   est  supposé  ne  rencontrer  aucun  des  points 

Fixons  les  deux  bouts  du  contour  d'intégration  au  point  —  oc 
et  resserrons  ce  contour  en  vertu  du  théorème  de  Cauchy.  Il  est 
aisé  de  voir  que  le  contour  pourra  être  transformé  en  un  lacet 
partant  du  point  — oo  et  entourant  l'origine  en  sens  direct,  et  en 
deux  courbes  fermées  entourant  les  points 

logJ^ -H  2/lllT      (/l  =  O,  I,  îi,  3, . . . .  ), 

l'une  en  sens  direct,  l'autre  en  sens  inverse.  Ces  deux  courbes 
pourront  de  plus  être  réduites  à  des  cercles  infiniment  petits 
autour  des  points  critiques.  Chacun  de  ces  points  sera  entouré  do 
deux  petits  cercles  parcourus  en  sens  contraire.  La  variable  v,  en 
décrivant  en  sens  inverse  un  cercle  autour  du  point  logo:  -f-  2/7t:, 
aura  un  argument  compris  entre  n  et  6  ;  mais  elle  aura  un  argu- 
ment, situé  entre  itz  et  Stt,  en  décrivant  le  même  cercle  en  sens 
direct.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  nous  avons  dit  plus 
haut,  sur  l'argument  de  la  variable  z.  Dans  le  premier  cas,  on 
égalera  z  à  log^  -f-  2/77:  H-  A,  en  désignant  par  k  une  grandeur 
infiniment  petite,  el,  dans  le  second  cas,  on  posera 

L'argument  du  facteur  logj:  H-  a/vTi  -f-  h  est  entre  0  et  tz,  et  la  va- 
riable h  décrit  autour  de  l'origine  un  petit  cercle,  en  sens  inverse 
dans  le  premier  cas,  et  en  sens  direct  dans  le  second. 

/»  xz^~^  dz 
D'après  cela,  il  est  facile  de  voir  que  l'intégrale  /  —^ »  prise 

en  sens  inverse  le  long  du  petit  cercle  autour  du  point  logcT-h  2/7*7:, 
est  égale  à  —  2i7r(logj: -t-  2/7*7:)^"*.  La  même  intégrale,  prise  en 
sens  opposé,  devra  être  égalée  à  -f-  2/7:  e-'^^(logcr  -f-  2/77:)*"*.  La 
somme  de  ces  deux  intégrales  est  égale  à 

'X  Itz  .  e*^^  (  e'^ï*  —  g -/Tif  )  (  logr  -h  a  rÎTz  )•*'  ' 
Dans  cette  expression,   r  prendra   toutes  les  valeurs  entières  et 
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positives  de  zéro  jusqu'à  Tinfini.  En  ajoutant  au  signe  d'intégration 
J'indice  C,  j'indiquerai  que  Finlégrale  est  prise  le  long  d'un  lacet 
partant  du  point  — oo  e^  entourant  l'origine  en  sens  direct,  en 
supposant  que  l'argument  de  la  variable  z  varie  de  ir  à  3ir. 
Nous  pourrons  enfin  écrire 


JCTZ^-^dz  ^         .        .         \i  .,  .    xe   .         Cxz^-^ 


X 


ou 


bien 


r-ao 


;(*,x)=  2tsimrs.r(i— 5)  (9.nr)*-t  > j v-r— ,  H -. /    —, 

r^o  (  r  -h   — : —  )  ' 

La  somme  qui  entre  dans  cette  équation  est  évidemment  con- 
vergente, puisque   la  partie  réelle  de  s  est  supposée   négative. 

f  -— ^ se  transformera 

f ->  la  nouvelle  variable  ^  décrivant  le  lacet  dé- 

signé  par  l'indice  /;   on  aura  donc 

r(s  X)  =  i^illS  —^-L—-  ^('-")  r^^'-'dz 

\  2  171  / 

Développons  -  __   _^  suivant  les  puissances  ascendantes  de  — , 

en  supposant  pour  le  moment  a:  plus  grand  que  toutes  les  valeurs 
que  puisse  prendre  e~^. 
Nous  aurons 


//  -  X  «  =  » 


H  =  {)  It-O 


L'intégrale  /  z^'^dz  est  nulle,  puisqu'on  peut  étendre  le  con- 
tour d'intégration  jusqu'à  l'horizon,  et  l'intégrale  prise  le  lon;^ 
de  riiorizon  est  égale  à  zéro,  d'après  la  supposition  faite  sur  s. 
Le  premier  terme   de  la  somme  est  donc  celui    pour  le([ucl  on  a 


/i  =:    I  . 


-  HS    - 
L'intégrale  /(?""* -3*"*  rf-3  peut  évidemment  être  remplacée  par 

'^'  Ji 

Mais  /  e~^  z^"^  dz  n'est  autre  chose  que  2£sin':r5  e^'^Yf^s), 

C'est  ce  qui  est  facile  à  vérifier  en  considérant  pour  l'instant  la 
partie  réelle  de  s  comme  positive,  et  en  réduisant  ensuite  le 
lacet  à  deux  droites  allant  de  oo  à  o  et  de  o  à  4-  oo.  Nous  aurons 
donc 

)    X  —  e--  "^   '  ^à  n^  x>^ 


Ç(5,a:)  = 


\  liiz  ) 

ou  bien 

/«  r  =  ao 

Cette  relation  est  contenue  comme  cas  particulier  dans  une 
formule  qui  a  été  donnée  par  M.  Lerch,  dans  une  Note  très  inté- 
ressante insérée  dans  les  Acta  mathematica  (l,  XI).  M.  Lercli 
désigne  par  R((v,  Xj  s)  la  fonction  définie  par  la  série 

A  =  « 

2— 


(w-hk) 


f(=0 

et  démontre  d'une  manière  élégante  l'équation  suivante  : 

^,  .  r(5)    r    i-K ( l- s—2wx)    ..  .  .  m  (- î *-»-2w(l— xA  ^  .  "1 

R(w,a:,  I  -5)=— ^Je    '^s  ^  R(a:,  — w,s)-+-e    ^    «  '^  R(i  — ^,  ir,^) 

De  cette  formule,  on  pourrait  déduire  l'équation  (4),  en  posant 
x=  i  et  en  supposant  que  la  partie  réelle  de  s  est  négative.  J'ai 
préféré  démontrer  directement  la  relation  (4)  en  suivant  la  marche 
qui  m'y  a  conduit  la  première  fois. 

Si  l'on  compare  les  deux  équations  (i)  et  (4),  on  est  tenté  de 
soupçonner  qu'il  y  a  une  certaine  liaison  entre  la  fonction 

'^-\         •I.l'K  I 
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d/'linie  pour  des  valeurs  entières  et  positives  de  s,  et  la  somme 


T{s)2d 


I 


los:a?\*-' 


qui  n'est  convergente  que  si  la  partie  réelle  de  s  est  négative.  Il  y 
a  lieu  de  présumer  qu'il  existe  une  fonction  de  s  et  de  Xy  compre- 
nant comme  cas  particulier,  d'une  part,  cetle  série  et,  d'autre  part, 
la  fonction  connue  sous  le  nom  de  Bernoulli, 


/•=« 


En  effet,  considérons  la   somme   >  : -•   En  profilant  de 

'  Aà  {r  -i-  xy  r 


r=0 


Péqualion     T(s)  =  (r -\- xy  j     e~^^^'^^^ z'~*  dz^    nous    pourrons 
écrire 

7  : ::  =  TTr-  I      e-^^z^-^  >  e-^^  dz  =  - — -  / 

r=0  r=0 

Pour  que  l'intégrale  soit  convergente,  il  faut  supposer  que  la 
partie  réelle  de  x  est  positive,  et,  en  outre,  la  partie  réelle  de  s 
doit  être  plus  grande  que  l'unité.  Mais,  à  ces  conditions,  il  est  fa- 

^r— -j  prise  le  long  d'un  lacet 

partant  du  point  -f-  oo  et  entourant  l'origine  en  sens  direct,  est 

1     ,       .    •  f*'^  e~^^  z^~^  dz 

égale  à  2 1  smu^e""  /     — _   _^ —  •  Nous  pourrons  donc  remplacer 

r"^  e-^^z^-^dz             e-'«*       re-^^z^-^dz  ,        ..        .      , 

/     ;:—  par  — r-; / — >  ct  ccttc  dernière  inté- 

grale  s'appliquera  à  des  valeurs  quelconques  de  s.  Remplaçons  en- 
core z  par  e^'^z.  Le  lacet  désigné  par  l'indice  /  se  transformera  en 
un  autre  qui  part  du  point  — oo  et  entoure  l'origine  en  sens  di- 
rect. L'argument  de  la  nouvelle  variable  z  commence  par  —  tt  et 
augmente  jusqu'à -f- TT.  Pour  désigner  ce  contour  d'intégration 
différent  des  deux  lacets  que  nous  avons  rencontrés  jusqu'ici, 
j'emploierai  l'indice  L.  D'après  cela,  nous  aurons 

r  =  ao 

f»xZzS-\  dz 


y L_=__ 1 ç 

'it'i:      J        e^ — I 
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En  subsliliiant  i  — 5  au  iicu  de  5,  il  suil 

r=ao 

~~  f(7)  ^  (r  -+-ar)»^  ""  âTî:  J^      e-— 1      ' 

L'inléffrale  — r-   /  met  en  évidence  la  liaison  avec  la 

^         7.11Z  J^     e-— I 

fonction  de  Bcrnoiilli  '/(s,x).  En  effet,  .supposons  que  s  soit  un 
nombre  entier  positif;  le  lacet  désigna  par  L  pourra  être  réduit  à 
un  cercle  entourait  Torigine    en    sens   direct.    En    développant 

lî                •        e**5~*       ...  11. 

J  expression  — ^ suivant  les  puissances  ascendantes  de  ;;  et  en 

intégrant  ensuite,  tous  les  termes  du  développement  disparaîtront, 
excepté  celui  qui  contient  la  variable  i;  à  la  puissance  —  i.  Mais 

le    coefficient    de    z~*    dans   le   développement  est   précisément 

I       /^  c^^  z~^  d'^ 
•^(5,  v).  L'intégrale  — r-   /  — : contient  donc,  en  effet,  comme 

cas  particulier,  la  fonction  de  Bernoulli.  Si  je  désigne  cette  fonc- 
tion généralisée  par  le  même  symbole,  je  pose 

I      re'^z-^dz 
y  (5,  x)  =  —7-    f  :: 

Nous  pouvons  donc  écrire 


r=»B 


r=0 


et  l'équation  (4)  se  transforme  en 

résultat  qui  comprend  comme  cas  particulier  la  relation  (i). 

La  fonction  généralisée  de  Bernoulli  y  (a-,  x)  me  semble  mériter 
d'être  étudiée  plus  spécialement.  Pour  le  moment,  je  ne  puis  en 
indiquer  que  les  propriétés  suivantes  : 

La  dérivée  par  rapport  à  .r  de  la  fonction  y  (5,  x)  est  aussi  une 
fonction  de  Bernoulli.  Il  est  très  facile  de  voir  que 

d 

relation  qui  était  bien  connue  pour  des  valeurs  entières  et  posi- 
tives de  s. 


-   151  - 
Considérons,  de  plus,  la  fonction 


y(s,i  —  x)  =  -^-    I 


g«l-ar)z--i^/^ 


e* —  I 


en  supposant  pour  le  moment  que  la  partie  réelle  de  x  est  entre  o 
et  -I-  I . 

Si  la  partie  réelle  de  s  est  essentiellement  positive,  l'intégrale 
prise  le  long  de  l'horizon  s^ra  nulle,  et  nous  pourrons  ajouter  au 
lacet  L  la  partie  de  Thorizon  située  au-dessous  de  Taxe  réel,  de  la 
manière  indiquée  par  la  /ig-,  9..  La  variable  z  part  du  point  -H  oc  , 

Fig.  2. 


parcourt  un  demi-cercle  de  rajon  infiniment  grand  situé  au-des- 
sous de  Taxe  réel,  décrit  le  lacet  L  et  revient  par  le  même  demi- 
cercle  à  -h  00  .  L'argument  de  z  commence  paro,  diminue  jusqu'à 
—  TU  et  augmente  ensuite  jusqu'à  271. 

En  fixant  les  deux  bouts  de  ce  contour  et  en  le  resserrant  en 
vertu  du  théorème  de  Cauch^,  il  est  facile  de  voir  que  le  contour 
pourra  être  transformé  en  un  lacet  (/)  et  en  deux  courbes  fermées 
entourant  les  points  critiques  —  '2imz  (/i  ==  i ,  a,  3,  . . .),  l'une  en 
sens  direct,  l'autre  en  sens  inverse.  Ces  deux  courbes  pourront, 
de  plus,  être  réduites  à  des  cercles  infiniment  petits  entourant  les 
points  critiques.  La  variable  >s,  parcourant  un  de  ces  cercles  en 
sens  direct,  aura  un  argument  situé  entre  tc  et  27:,  et  l'intégrale 


correspondante  — .—   / 

'^  .     'IITZ  J 


gd-o:;- --5^5 


e- —  I 


a  donc  la  valeur 


3/7t 


>2/iinx 


^        ('l/lT.)-^. 
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Mais,  si  la  variable  z  parcourt  le  même  cercle  en  sens  inverse,  son 
argument  sera  compris  entre  — t:  et  o,  et  Tintégrale  correspon- 

(Jante  -4-   /  ^ r-^ est  éfirale   à    — e^"""e  ' '(arnî)""*.    La 

iiT.Je — I  ^  ^         ^ 

somme  de  ces  deux  intégrales  est 


—  e     '     (e'^*  —  c-'iw)eï'»'iw(2n7r)-*  =  —  '2^i%\mzse     ' 


(2n7r)* 

et  n  y  prendra  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  i  à  oo. 
Dans  l'intégrale  —   /  r^ >  prise  le  long  du  lacet  (/) 

qui  part  de  -f-  oo  et  enferme  l'origine  en  sens  direct,  remplaçoiis  z 
par  e''^z.  La  nouvelle  variable  z  parcourra  le  lacet  L,  et  l'intégrale 
se  transformera  en 

____  g-/TM  I   =  — . —    I    =  c-'^  y(*,  ar). 

•iiT^  J^         I  —  e-"  ^iTz  J^      e — r  r.v  '     / 

En  ayant  égard  à  ce  que  nous  venons  de  dire,  nous  trouverons 
la  relation  suivante 


X(5,  I  — a7)  =  e-'^x(-^»^)— 2tsin7C5e     «  ' (T^^ 


n  =  l 

OU  bien 

(6)      X(*»  '  —  a?)  =  e-'^  5^(5,  a?)  —  ai(27c)-'e     «     sinirs. ^(s,  e^^w). 

Cette  équation  montre  la  relation  intime  qui  existe  entre  la  fonc- 
tion 2^(5,  x)  et  la  fonction  de  Bernoulli.  La  fonction  2^  peut  être 
exprimée  par  deux  fonctions  y  de  la  manière  suivante  ; 

ITC  lit 
S  — S 

î(s,  e*'«J^)  =(27ry ^=^^-^ — ^— : ^^^^^ ' 

Il  SXÏÏTZS 

Si  s  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  la  fraction  prend  la 

valeur  indéterminée  -• 

o 

Je  ne  veux  pas  entrer  dans  plus  de  détails  sur  ce  sujet.  Le  but 
principal  de  cette  Note  était  de  déduire  l'équation  (5).  Je  fais 
encore  remarquer  que  cette  équation  pourrait  aisément  être  dé- 
montrée en  partant  de  Téquation  de  définition  de  la  fonction  gé- 
néralisée de  Bernoulli  que  j'ai  donnée  plus  haut. 
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Sur  les  lois  de  force  centrale  fonction  de  la  distance  pour 
laquelle  toutes  les  trajectoires  sont  algébriques;  par  M.  G. 

KoEJNIGS. 

1.  Soity'(r)  une  loi  de  force  centrale  fonction  dé  la  distance; 
le  mouvement  sur  le  rayon  vecteur  est  défini  par  Tcquation 

[dry  /./    X       .        c« 

h  est  la  constante  des  forces  vives,  et  c  est  la  constante  des  aires. 
Supposons  que,  dans  une  zone  Z  comprise  entre  les  cercles  de 
rayons  a  et  b>a  dont  les  centres  sont  à  Torigine,  la  force  soit 
attractive,  c'est-à-dire  que  f'{r)  soit  négative  entre  a  et  b.  Pre- 
nons un  point  Mo  dont  le  r  sera  égal  à  Tq,  et  lançons  de  ce  point 
le  mobile  avec  une  vitesse  angulaire  0'^  et  une  vitesse  d'élonga- 
tion  r'^.  On  aura 

(2)  c=rje;,         A  =  r'o*-2/(ro)-hrîe'o». 

Soit  ri  une  valeur  de  r  supérieure  à  Tq,  mais  comprise  entre  a 

et  6, 

^  >  ri  >  ro  >  a  ; 

comme  f'{r)  <  o,  la  fonction  f{r)  est  décroissante;  on  9  donc 

/(''o)-/(ri)>o. 

Il  est  alors  possible  de  déterminer  W  quantité  0'^,  de  telle  sorte 
que  l'expression 

soit  positive;  choisissons  ensuite  r^  vérifiant  Tinégalité 


r 


1 


Cela  posé,  si  nous  éludions  le  mouvement  correspondant  à  ce 
choix  des  données  initiales,  nous  verrons  que  le  second  membre 
de  (  i)  est  positif  pour  /•  =  r©,  mais  négatif  pour  r  =  /'i ,  en  vertu 
de  l'inégalité  (F). 

Cela  prouve  que  la  trajectoire  est  tout  entière  comprise  à  l'in- 
térieur du  cercle  de  rayon  /'i  qui  a  son  centre  à  l'origine;  de  là  le 
lemmc  suivant  : 
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Lemme. —  Si  une  loi  de  force  centrale  fonction  de  la  distance 
est  attractive  dans  une  zone  Z,  tous  les  mouvements  dont  les  don- 
nées  initiales  vérifient  certaines  inégalités  ont  lieu  sur  des  tra- 
jectoires comprises  à  U intérieur  dhin  cercle  de  rayon  fini. 

En  lin  mot,  ces  trajectoires  n'ont  pas  de  point  à  l'infini;  repré- 
sentons par  (T)  l'ensemble  de  ces  trajectoires  soumises,  répétons- 
le,  à  de  simples  conditions  ^inégalité  pour  les  données  initiales. 

2.  Ce  lemme  conduit  au  corollaire  suivant  : 

Si  une  loi  de  force  centrale  fonction  de  la  distance  a  toutes 
ses  trajectoires  algébriques  et  si,  de  plus,  elle  est  attractive  dans 
une  certaine  zone,  toutes  les  trajectoires  (T)  relatives  à  cette 
zone  étant  à  distance  finie  sont  nécessairement  fermées  puis- 
qu'elles sont  algébriques, 

11  suit  de  là,  d'après  un  théorème  bien  connu  de  M.  Bertrand,  que 
la  loi  de  force  doit  être  la  loi  à^ attraction  de  la  nature,  ou  la  loi 
d^attraction  proportionnelle  à  la  distance. 

On  peut  en  effet  énoncer  le  théorème  de  M.  Bertrand  sous  la  forme 
suivante,  immédiatement  applicable  au  cas  qui  nous  occupe. 

Si  une  loi  de  force  centrale  fonction  de  la  distance  est  telle 
que,  sous  le  bénéfice  de  certaines  inégalités  entre  les  données  ini- 
tiales, les  trajectoires  satisfaisant  à  ces  inégalités  soient  toutes 
fermées,  la  loi  est  justement  /'attraction  de  la  nature  ou  /'at- 
traction proportionnelle  à  la  distance, 

3.  Mais  il  se  peut  que  la  loi  de  force  centrale  ne  soit  attractive 
dans  aucune  zone,  et  alors  le  raisonnement  précédent  n  est  plus 
applicable,  parce  que  Ton  ne  peut  plus  satisfaire  à  l'inégalité  (I). 

Pour  lever  cetle  difficulté,  il  suffit  de  faire  la  remarque  suivante. 
Supposons  généralement  qu'on  ait  dans  le  plan  les  équations 
d'un  mouvement 


(')  Dans  une  Noie  aux  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  M.  Appell  a  attiré  le  premier  rallention  sur- rindiffércncc  du  facteur 
X  vis-à-vis  des  trajectoires. 


% 
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OÙ  X  est  une  constante  arbitraire  et  X,  Y  des  fonctions  de  x,  y. 

Tous  les  mouvements  qui  correspondent  à  diverses  valeurs  de  A 
ont  les  mômes  trajectoires.  On  sait  en  effet  qu'on  obtient  l'équa- 
tioTi  du  troisième  ordre  des  trajectoires  en  ëb'minant  le  temps  entre 
ces  deux,  équations;  or  il  est  clair  que  \  s'élimine  en  même  temps 
que  /. 

On  peut  dire  encore  que  l'on  passe  d'un  mouvement  à  l'autre 

en  y  remplaçant  t  par  t^\. 

Prenons,  en  particulier,  \=z —  i,  et  nous  arrivons  au  résultat 
suivant. 

Les  mouvements 

d*jr  __  d*x , 

di^  "     '        dF  "        ' 

^Jl^  -  Y         ^Z  -  _  Y 
di*  "     '         dt*  " 

ont  les  mêmes  trajectoires  ou,  si  l'on  veut  s'en  tenir  à  la  considé- 
ration du  temps  réel,  les  trajectoires  de  ces  deux  mouvements  con- 
stituent en  quelque  sorte  les  deux  moitiés  d'une  même  lamille  de 
courbes  à  trois  paramétres. 

Il  suit  de  là  que,  si  les  trajectoires  d'un  mouvement  sont  algé- 
briques, celles  du  second  le  sont  aussi.  On  peut  ainsi  ramener  le 
cas  d'une  force  centrale  répulsive  au  cas  d'une  force  attractive  et 
retomber  sur  le  problème  de  M.  Bertrand. 

On  a  donc  ce  théorème  général  : 

Les  seiitrs  lois  de  forces  centrales  fonctions  de  la  distance 
pour  lesquelles  les  trajectoires  sont  toutes  algébriques  sont 
/'attraction  >/  la  répulsion  en  raison  ifn^erse  du  carré  de  la 
distance,  et  /'attraction  et  la  répulsion  proportionnelles  à  la 
distance. 


Sur  une  proposition  enipiri<iue  énoncée  au  Bulletin; 

par  M.  JosEi'H  Perkott. 

Au  tome  XVI,  page  129,  du  Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique, M.  Catalan  a  donné  \\x\  théorème  empirique  sur  lequel  il  a 
appelé  Taltention  des  géomètres,  et  qu'il  n'a  d'ailleurs  énoncé  que 
sous  une  forme  dubitative. 
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Celle  proposition  esl  la  suivante  : 

n  étant  un  nombre  entier,  soit  n^  la  somme  des  diviseurs  de 
n^  inférieurs  à  /i,  soit  n^  la  somme  des  diviseurs  de  n,  infé- 
rieurs à  Aij,  etc.  Cela  posé,  les  nombres  /î,  n,,  /i2,  . . .  tendent 
vers  une  limite  A,  laquelle  est  i  ou  un  nombre  parfait. 

Elle  ne  semble  pas  exacte  :  si  Ton  fait  n  =  220,  on  aura 
711=284,        /ii='ji2o,        713=284,        7iv=  220 
cl,  d'une  manière  générale, 

riiic—  220,        riik-^x  —  284. 
On  n'arrive  donc  pas  à  une  limite. 


Sur  les  fonctions  réduites  suivant  un  module  premier  ; 

par  M.  A.-E.  Pellet. 

1.  La  théorie  des  fonctions  entières,  réduites  suivant  un  mo- 
dule premier/?,  offre  la  plus  grande  analogie  avec  celle  des  équa- 
tions abéliennes,  et,  en  retour,  la  théorie  algébrique  des  équations 
en  retire  le  plus  précieux  concours  au  point  de  vue  des  applica- 
tions. 

Le  théorème  qui  sert  de  base  à  la  méthode  que  j'ai  développée 
dans  le  Bulletin  (t.  XV,  p.  66)  devient  ici  : 

G(x)  étant  une  fonction  rationnelle  à  coeflicients  entiers,  soit  a 
le  nombre  de  valeurs  distinctes  qu'elle  prend  lorsqu'on  remplace  j" 
successivement  par  les  m  racines  d'une  congruence  irréductible 
^(mod/?)  et  de  degré  m;  [x  est  un  diviseur  de  m  et  ces  [jl  valeurs 
sont  racines  d'une  congruence  irréductible. 

Ainsi  soit  A  une  fonction  rationnelle  d'un  nombre  quelconque 
de  racines  de  congruences  irréductibles  suivant  le  mod/?:  formons 
la  suite 

Soit  V  le  nombre  de  valeurs  distinctes  comprises  dans  cette  suite; 
on  a  A/*''^  A  (mod/?),  et  ces  v  valeurs  sont  racines  d'une  con- 
gruence irréductible  (mod/?)  à  coefficients  entiers.  En  effet,  quel 
que  soit  le  nombre  de   ces  congruences,   leurs  racines   peuvent 
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s'exprimer  en  fonction  entière  d'une  racine  d'une  seule  congrucnce 
irréductible  dont  le  degré  est  égal  au  plus  petit  multiple  commun 
des  degrés  de  ces  diverses  congruences.  Posant  A  ^/(i){modp), 
il  vienl/(£>)E=  A/'. 

î2.  Supposons  que  l'on  connaisse  l'exposant  de  A,  c'est-à-dire 
le  plus  petit  nombre  /ï,  tel  que  A''^  i  (mod/>);  on  en  conclura 
facilement  le  nombre  v;  v  est  le  plus  petit  nombre,  tel  que  p^ — i 
soit  divisible  par  n.  On  aura  des  indications  sur  cet  exposant  //, 
lorsqu'on  connaîtra  une  relation  de  la  forme  A*"  ^  a  (mod/>), 
a  étant  un  nombre  réel  ou  imaginaire  d'exposant  connu.  Remar- 
quons d'abord  qu'on  peut  supposer  m  premier  avec  p;  car  de 
K^P^a^  on  déduit  A'"^aP*~\  v  .étant  le  degré  de  la  fonction 
irréductible  dont  a  est  racine.  Désignons  pare  l'exposant  de  a; 
de  la  congruence  A"'^  a(mod/?),  on  déduit  A"**^  i  (mod/;). 
Soit  g  une  racine  primitive  de  la  conguence 

(i)  T'««=i     (modp); 

a  et  A  sont  des  puissances  de  g.  Posons  a^g^"^\  k  est  pre- 
mier avec  e;  et  x  ^  g^"^,  La  congruence  x"^^  a  (mod/>)  devien- 
dra 

g\m  _  gkm  =  o    (  mod/>  )  ; 

doii 
et  enfin 

Ainsi  l'on  a 

a  étant  un  des  nombres  o,  i,  2,  3,  . .  .  (/?i  —  1). 

L'exposant  n  auquel  appartient  ^^^^^'est  le  plus  petit  nombre  // 
tel  que  (A -f-ae)/i  soit  divisible  par  me.  Soit  e,  le  produit  des- 
facteurs premiers  de  e,  entrant  darts  m  pris  avec  l'exposant  dont 

ils  sont  affectés  dans  m\  —  est  premier  avec  e;  k  étant  premier 

avec  e  l'est  aussi  avec  e^e,  et,  pour  que  le  produit  (k  -\-  'xe)n  soit 
divisible  par  e^e^  il  faut  que  n  le  soit.  En  particulier,  si  m  ne  con- 
tient que  des  facteurs  premiers  divisant  f ,  on  a  ei  =  m,  n^=  e^e. 
On  déduit  de  là  ce  ihéorrme  de  M.  Serret  :  Si  dans  une  fonc- 
tion F(^)  irréduclible  (mod/?),  de  degn'"  v  eï   d'ex|)0sanï  n,  f)n 


Jm  — A:m  =  o    (modm^); 
\^k    (mode). 
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remplace  x  par  x^^  X  ne  renfermant  que  des  facteurs  premiers  qui 
entrent  dans  n^  F(j::^)  se  décompose  en  facteurs  irréductibles 
d'exposant  nk  el^  par  suite,  d'égal  degré;  le  degré  de  ces  facteurs 
est  égal  à  v^r,  q  étant  le  plus  petit  nombre  tel  que  p^*i  —  i  soit  di- 
visible par  /iX.  La  recherche  de  ce  nombre  q  est  un  problème 
d'Arithmétique  complètement  résolu  par  M.  Serret  dans  son  Al- 
gèbre supérieure  (t.  II,  chap.  III). 

3.  Désignons  par  P  le  produit  des  racîaes  de  la  congruence 
F(a:)  ^  o  (mod/>)  et  par  i  une  de  ses  racines  ;  on  a 

e  étant  l'exposant  de  P,  le  nombre  e^  sera  tel  que  ,  "~,  soit 
premier  avec  e,  et  l'exposant  n  de  /  sera  un  multiple  de  e^e^ 
rixC^ey  divisant  ^  _  g.  Prenons  pour  X  un  facteur  premier  de  e\ 
la  fonction  F(x^)  appartient  à  l'exposant  X/?|  g|  <?  ;  on  a 

"kniCie        niCi^p  —  i)        {p^ — i)'ke 
Le  premier  facteur  du  produit  qui  figure  au  second  membre  est 
un  nombre  entier  non  divisible  par  X;  si  donc  — n'est  pas  di- 
visible par  X,  il  faut  que  ^ le  soit;  co  qui  exige  que  y  =  X; 

donc,   X  étant  un   facteur  premier  de  e  ne   divisant  pas  ~- 


y 

e 


F(j;^)  est  irréductible  (mod/?);  si  X  divise  — »  F(j;^)  se  décom- 
pose en  X  facteurs  irréductibles  de  degré  v  et  d'égal  exposant. 

Dans  le  cas  où  X  est  un  nombre  premier  divisant/?  —  i,  mais 
ne  divisant  pas  e,  F(x^)  se  décompose  encore  en  X  facteurs  irré- 
ductibles de  degré  v,  mais  l'exposant  n'est  pas  le  mcme  pour  tous 
les  facteurs. 

• 

Exemple.  —  Soit  P  ^  —  i  (modp)  ;  e  est  égal  à  2.  Si  ^ est 

impair  ou  p  de  la  forme  4^^  —  >>  F{x-)  est  irréductible;  si,  de 
plus,  le  degré  de  V{x)  est  pair,  le  produit  des  racines  de  F{x') 
est  encore  congru  à  —  i  et  F(.r2*)  est  irréductible,  quel  que  soit 
l'entier  a. 
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4.  Comme  seconde  application  du  théorème  fondamental,  nous 
établirons  le  théorème  suivant  : 

F(^)  étant  une  fonction  irréductible  (mod/?),  de  degré  v,  dans 
laquelle  le  coefficient  du  terme  de  degré  v  —  i  n'est  pas  congru  à 

0  (mod/>),  la  fonction  F {xP — x),  obtenue  en  remplaçant  x  par 
xP — X  dans  la  première,  est  irréductible. 

Soit  I  une  racine  de  la  congruence 

(i)  Ip— 1  =  1    (mod/?), 

/  étant  une  racine  de  F{x)  ^  o.  On  a 

« 
Soit  iP^^  I(mod/>),  on  en  conclut 

d'où,  élevant  à  la  puissance  ^»  •»«  et  retranchant  membre  à 
membre, 

iP^  —  t  =  o     (  modp  ), 

ce  qui  exige  que  A*  soit  divisible  par  v.  Désignons  par  s^  la  somme 

1  4-  iP  -{-  i'''  -f-  .  . .  -h  iP""'  ;  on  a 

Kr=  I     (modp) 

sî  .Ç|  ^  o(modyD),  et  I  est  alors  racine  d'une  congruence  irréduc- 
tible de  degré  v.  Les p  racines  de  la  congruence  (i)  sont  effective- 
ment données  par  la  formule 

1  =  ^0-^  i(l>-i-  2  «>'*-+-...  H- (v  —  I  )!>»-•), 

où  rtQ  est  un  des  nombres  o,  i ,  q,  ...,/>  —  i ,  lorsque  v  n'est  pas 
divisible  par/;.  Mais,  si  s^  n'est  pas  congru  a  o,  on  aura 

cl,  pour  que  V""  soit  congru  à  I,  il  faut  et  il  suffit  que  m  soit  di- 
visible par/?.  Ainsi,  dans  ce  cas,  le  plus  petit  nombre  A*  tel  que 
I''*^!  (modp)  esl/?v. 

Il  faut  remarquer,  pour  l'application  de  ce  théorème  et  de  ce- 
lui qui  précède,  que,  par  une  transformation  linéaire,  on  pourra 
presque  toujours  donner  au  produit  et  à  la  somme  des  racines 
d'une  congruence  une  valeur  assignée. 
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Exemple.  —  Si.  dans  x  —  1,00  change  x  en  x^ —  -r,  on  obtient 
la  fonclion  x^ —  x  —  i.  qui  est  irréductible.  La  congruence 

transfoimée  de  x^ — x  —  1,  en  changeant  x  en   -  est  aussi  irré- 

dnctible  ;  la  somme  des  racines  est  congrue  à  —  1  ;  en  diangeant  x 
en  x^ — Xy  la  nou%'elle  congruence  sera  irréductible 

xP^  —  xf-^ixP — x>^-«  — ISO    (moàp^. 

Sur  les  périodes  clés  racines  de  r unité. 

3.  P  étant  un  nombre  premier,  considérons  la  congruence 

(1)  =0    (modp). 

X  —  I  '^ 

Son  premier  membre  se  décompose  en facteurs  irrédoc- 

libles  de  degré  v,  exposant  de  p  relativement  à  P,  c'est-à-dire  plus 
petit  nombre^  tel  qaep^ —  i  soit  divisible  par  P.  Désignons  par  G 
une  racine  primitive  du  nombre  premier  P,  et  par  h  une  racine  de 
la  congruence  (1),  qui  peut  être  réelle  ou  imaginaire.  Les  racines 
de  cette  congruence  seront 

ft,       ^,       ^*r        ....       ft^^^  . 

Soiiyi|x)=o  Téquation  aux  q  périodes  des  racines  P**"^  de 
Tunité.  Les  racines  de  la  congruence  y\x)^  o(mod/>)  sont 

#/=    V    dC^S^    (moàp), 

P  I 

ct>  désignant et  i  un  des  nombres  o.  1,2,  . . . ,  qr  —  1 . 

Elles  sont  réelles  si  v  divise  ci>,  et  il  v  en  a  dHma^ioaires  si  v 
ne  di%'ise  pas  ct>. 

En  effet,  soit  p  ^  G*^^  (mod  P)  :  ^*  étant  congru  à  1  (mod  P  >, 
v(  2  -t-  ^q  )  est  divisible  par  P  —  1  ;  on  a  :  vz  =  m  .co//  —  ^âv^  :  et 
Ton  voit  que  z  est  égal  à  o  si  v  divise  cti,  différent  de  o  stv  ne  di- 
vise pas  co.  Il  vient 
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Si  a  est  égal  à  o,  sf  est  donc  congru  à  Si^  qui  est  par  suite  un 
nombre  réel;  mais  si  a  n'est  pas  nul,  s^^  .ç/^a(mody?);  si  donc  si 
est  réel,  on  aura  dans  ce  cas 

*/=  */-»-«=  n-htoL^  5/-»-8a^-  •  •     (mod/?), 

et  Si  sera  une  racine  multiple  de  la  congruencey(a:)=  o  (mod/>), 
son  degré  de  multiplicité  sera  un  diviseur  de  9. -D'ailleurs  les  ^ 
nombres  5/  ne  peuvent  être  réels,  car  autrement  on  en  déduirait 

la  décomposition  de  — -— -  en  j  facteurs  à  coefficients  entiers,  et 

réels  de  degré ;  ces   facteurs   se  décomposeraient   en  > 

facteurs  d'égal  degré  v;  v  diviserait  donc ==  w,  ce  qui  est 

contre  l'hypothèse.  • 

6.  L'équation  aux  deux  périodes  des  racines  P'^™«*  de  l'unité 
est 

I— (-1)  «   P 
4 

Elle  est  irréductible  (mod  2)  si  le  produit  de  ses  racines  est  un 
nombre  impair,  et  elle  a  deux  racines  réelles  (mod  2)  si  ce  pro- 
duit est  un  nombre  pair.  Ainsi  2  est  résidu  quadratique  pour  les 
nombres  premiers  de  la  forme  SA'iiri,  non-résidu  quadratique 
pour  les  nombres  premiers  de  la  forme  8Â*  it  3. 

Pour  tout  nombre  premier  p  différent  de    2,   nous   pouvons 

mettre  le  premier  membre  de  l'équation  aux  deux  périodes  sous  la 

forme 

p-i 

(2x-\-iy  —  {—\)  >  p  =  o. 

Elle  a  deux  racines  réelles  (modp)  ou  est  irréductible  (tnod/?), 

( — 1)  *  Pj  *  est  congru  à  i  ou  — 1  (modp);  d'où, 
en  employant  le  symbole  (—)  pour  désigner  zt  i  suivant  que  P 
est  résidu  quadratique  ou  non  suivant  le  module/?^ 

qui  exprime  un  théorème  célèbre  de  I^gendre. 

XVII.  I  1 
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7.   Si  P  —  i  est  divisible  par  8,  on  a,  pour  Téquation  aux  quatre 

périodes, 

y^ —  xy  —{b^->t-  m>^  mx)—Q^ 

b  et  m  étant  définis  par  Téquation 

i66«-4-(4m  — 1)«=  P, 

et  X  étant  une  des  racines  de  Téquation 

X^-hX-\ ; =0. 

(  Voir  mon  Mémoire  Sur  la  théorie  des  équations  algébriques, 
Bulletin  de  la  Société^  année  1887.) 

Pour  le  nombre  premier  2,  les  racines  de  la  congruence  aux 
deux  périodes  sont  o  et  i;  les  quatre  périodes  sont  données  par  les 
congruences 

en  remarquant  que  /w*-hm  est  toujours  divisible  par  2.  Les 
quatre  périodes  sont  réelles  si  b  est  pair;  il  y  en  a  deux  d'imagi- 
naires si  b  est  impair;  dans  le  premier. cas,  2  est  résidu  biquadra- 
tique  (mod  P);  dans  le  second  cas,  il  est  non-résidu  biquadratique 
(modP). 

Pour  tout  nombre  premier  p  différent  de  2,  nous  pouvons  mettre 
le  premier  membre  de  la  congruence  'aux  quatre  périodes  sous  la 
forme 

en  posant 

r-h7  =  >3,        a  =  4fn  —  I. 

Cherchons  dans  quel  cas />  est  résidu  biquadratique  (mod  P). 
Il  faut  d'abord  qu'il  soit  résidu  quadratique  et  alors  P,  d'après  le 
théorème  de  Legendre,  est  aussi  résida  quadratique  (modp)',  soit 
P^a^(mod/^).  La  congruence  (i)  se  décompose  dans  les  deux 
suivantes  : 

a  a*  -h  •;».  a  a  ,2  a*  —  2  a  a 

5* z  —  7.  —  ==0,  z^-h  -  z  — r^  o     (  mod  p). 

1  16  2  16  /  / 

Pour  que  les  quatre  périodes  soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit 
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que  les  deux  nombres 

(/i)  2a(a-f-a),         •ia(a  — a) 

soieat  résidus  quadratiques  (modp).  Leur  produit,  étant  congru  à 
4a^(a* —  a^)^  — r- >  est  résidu  quadratique  (modp)  si  p  ne  di- 
vise pas  6. 

Si  p  divise  6,  l'un  des  nombres  (n)  est  congru  à  o  (mod/>), 
l'autre  à  4*^(iîiod/>);  p  est  donc  résidu  biquadratique  (mod  P). 
Si  p  divise  a,  les  deux  nombres  n  se  réduisent  à  a  a*-*  (mod/?);  ils 
sont  résidus  quadratiques  (mod/?),  et,  par  suite,  p  résidu  biquadra- 
tique (mod  P)  si  p  est  de  la  forme  8Â*  ±:  i . 

p  ne  divisant  ni  b  ni  a,  posons  a  ^  roL (mod p).  Pour  que  les 
nombres  (n)  soient  résidus  quadratiques  (mod/?),  il  faut  qu'on  ait 
à  la  fois 

rP-^ — 1  ^  o,         (i-+-r)  *    =(i— r)  *    =a  «       (modp). 

Ces  congruences  sont  incompatibles  pour/?  égal  à  3,  5,  7,  et, 
par  conséquent,  ces  nombres  ne  peuvent  être  résidus  biquadratiques 
(mod  P)  que  s'ils  divisent  b  ou  a. 

8.  Si  P  —  I  est  divisible  par  4^  mais  non  par  8,  2  n'est  pas  ré- 
sidu biquadratique  (mod  P)  ;  en  désignant  par  z  —  j  une  des  quatre 
périodes  des  racines  P'«™<^*  djB  l'unité,  on  a  Téqation 

a  étant  déterminé  par  les  deux  conditions 

46«-ha'=P,        a  =  — I     (mod4). 

Supposant  p  résidu   quadratique  (mod  P),  nous  pourrons  poser 
P^  a^(mod/?),  a  étant  réel,  comme  plus  haut.  La  congruence 

se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

«  3  a* — laoi  „a  3a*-i-2aa 

Z^ z  H ;; =0,  2*H Z  -\-    : —  O        (mod  o). 

2  16  2  10  ^^ 

Pour  que  leurs  racines  soient  réelles,  il  faut  el  il  suffit  que  les 
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deux  nombres 

(n')  — 2a(a— a),         — aa(a-ha) 

soient  résidus  quadratiques  (mod^).  C'est  donc  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  que  p  soit  résidu  biquadratique(modP). 

Si  p  divise  6,  Tun  des  nombres  (/i')  est  congru  à  o  (mod/>), 
l'autre  à  —  4*^î  P  sera  donc  résidu  biquadratique  (mod  P)  s'il  est 
de  la  forme  4^^  H-  i,  non-résidu  biquadratique  s'il  est  de  la  forme 
4/w  —  I.  Si  p  divise  a,  les  nombres  (n)  sont  congrus  à  — 2»^; 
p  sera  donc  résidu  biquadratique  (mod  P)  s'il  est  de  l'une  des  deux 
formes  Sk-\~i  ou  8A"H-3,  non-résidu  biquadratique  s'il  est  de 
l'une  des  formes  8/r  -f-  5,  8A"  -|-  7. 

p  ne  divisant  ni  a  ni  6,  posons  a^  r cl  (mod p).  Pour  que  les 

nombres  (n')  soient  résidus  biquadratiques(mod/>),  il  faut  qu'on 

ait  à  la  fois 

fLzl  fini  P^ 

rP-i— 1  =  0,        d-hr)  *    =(i  — /•)  *    2H=(— a)  «  (mod/?). 

Ces  congruences  sont  incompatibles  si  p  est  égal  à  3  ou  à  5  ;  tou- 
jours satisfaites  si  />  =  7. 

9.  L'équation  aux  trois  périodes  des  racines  P»'™"  de  l'unité  est 

P(/io-f-i)— u>« 

p  —  l  ,    * 

(0  désignant  le  rapport  — r —  et  rio  étant  déterminé  par  Téquation 

27 N* -h  ( 9 Aïo— 3(0-4-7)2=  /|P. 

Posons  /io  =  —  I  -h  cj^-h  ^fn;  l'équation  aux  trois  périodes  de- 
vient 

^3_i_  jpî —  tyjp  —  tu'     -  3A7ltU  —  m  =  o, 

et  la  relation  précédente  montre  que  l'on  a 

N-  —  fti  -f-  (o*((i)  —  1)^0     (  mod  3 ). 

Faisant  dans  la  coiignience 

3-3  _u  ,7-5  —  w  r  —  tu'  —  m  ^=  o     (  mod  3  ), 
ou 

j"3  -I-  jT^  _  10. r  —  \*  -t-  to'  -i-  to*  ==  o     (  mod  3  ), 

les  trois  hypothèses  (•)  congru  à  o,  i  ou  2  (mod 3),  on  voit  que. 
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pour  qu^elie  ait  ses  trois  racines  réelles,  il  faut  et  il  suffit  dans 
chaque  cas  que  N  soit  divisible  par  3.  La  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  3  soit  résidu  cubique  (modP)  est  donc  que 

Pour   tout   nombre   premier  p   autre   que    3 ,    nous   poserons 
3  j:  -+-  I  =y'i  et  Téquation  aux  trois  périodes  devient 

^3_3P^_PL=o, 

L  étant  déterminé  par  les  deux  conditions 

4P  =  L«-f-27N«,         L=i     (modS). 

p  sera  résidu  cubique  (modP)  si  la  congruence 

^' — 3Py  —  PL  ^  o    (modp) 

a  ses  trois  racines  réelles.  Si  p  divise  N,  cette  congruence  devient 

3  L*  L» 

^3 ^y—'—=o    (modp); 

4  4 

elle  admet  la  racine  simple  L  et  la  racine  double -•  Si  /?  di- 
vise L,  elle  devient 

r' —  ^^— T — y^o     (mod/?); 
4 

elle  a  encore  ses  trois  racines  réelles.  Ainsi,  tout  nombre  divi- 
sant N  ou  Ij  est  résidu  cubique  (modP). 

Pour  que  le  nombre  premier  /?,  ne  divisant  ni  L  ni  N,  soit  ré- 
sidu cubique  modP,  il  faut  et  il  suffit  que  la  congruence 

y^ — 3P^  —  PL  ^  o    (modp) 

ait  trois  racines  distinctes  et  différentes  de  o.  Il  en  sera  de  même 

de  la  congruence 

3      3P         PL  ,       .    s 

z* -z r— o    (modp), 

m 

transformée  de  la  précédente  en  posant  y  ^  a^,  et  l'on  peut  choi- 

3P 
sir  tt  de  manière  que  —  soit  congru  à  i  si  3P  est  résidu  quadra- 
tique (mod/>),  à  un  nombre  non-résidu  quadratique  assigné  si  3P 
est  non-résidu  quadratique,  à  2  par  exemple,  pour/?  égal  à  5,  1 1, 
i3,  à  3  siy7=  ^.  On  voit  alors,  par  un  calcul  assez  court,  qu'une 
telle  congruence  est  impossible  pour/?  égal  à  a,  5,  7;  ces  nom- 
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bres  premiers  ne  peuvent  donc  être  résidus  cubiques  (modP)  que 
s'ils  divisent  L  ou  N.  Pour  p  égal  à  ii,  les  valeurs  (modii)  de 
x^ —  ;r  et  x^ —  *ix  sont  respectivement 

x^  —  x o,     —5,  u,     5,     —I,     o,         5,     —a,     —5,     -h  i 

x^—ix —I,         4,     —I,     I,         5,     I,    —.1,         1,     —  >»         6 

pour  les  valeurs  i ,  2,  3,  4?  5,  —  i ,  —  2,  —  3,  —  4-  —  5  de  j:. 

Les   seules   congruences   satisfaisant   aux   conditions   requises 
sont  donc 

x^ — 'ix-±i\~:Q    (inodii). 

Si  donc  1 1  est  résidu  cubique  (modP),  on  doit  avoir 

3P  PL 


z^  2,  — -   =^±i     (modii); 

d'où,  [)ar  Télimination  de  a, 

L*  =  2P     (modii). 

(jette  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante. 

Pour  P  égal  à  i3,  les  valeurs  (mod  i3)  de  .r'  —  x  et  de  x^  —  ax 
sont 

x^ — X o,     6,     — 2,     — 5,  3,  2,     o,     — 6,     2,  5,     — 3,     — 2, 

x^^nx —I,    4,    —3,         4,    —2,    —4»     I,    —4,    5,    —4,         2,        4 

pour  les  valeurs  i,  2,  3,  4^  3,  6,  —  i,  —  2,  —  3,  —  4?  —  5,  —  6 
de  X. 

Les   seules   congruences    satisfaisant   aux    conditions   r(»quises 
sont  donc 

^3 — IX -±.^-^.0    (iiiodi3). 

Pour  que  i3  soit  résidu  (modP),  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

3P  =  2a«,         PL^-JzLaS     (inodi3), 

a  étant  un  nombre  réel;  d'où,  par  l'élimination  de  a, 

L«=^2P     (modi3). 

Ainsi,  lorsque  l'un  des  nombres  11  ou  i3  ne  divise  ni  L  ni  N, 

pour  qu'il   soit  résidu   cubique  (modP),    il   faut  et  il   suffit  que 

l'on  ait 

^^  ~.  •1'  N*  :-=  À  P     (  niod  1 1  ou  I  ">  ). 
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Cette   condition    implique    que   P   soit  non-résidu    quadratique 
(mod  1 1  ou  i3). 


Sur  un  problème  de  Géométrie  cinématique  ;  par  M.  Laquière. 

Dans  la  séance  du  16  juillet  1888,  M.  Laisant  a  résolu,  par  la 
théorie  des  équipollences,  la  question  suivante  : 

Deux  mobiles,  X,  Y,  parcourent  leurs  trajectoires  dUin 
ouvement  uni/orme  ;  déterminer  les  éléments  de  la  trajec- 
toire du  point  Z,  qui  divise,  proportionnellement  aux  deux 
vitesses  constantes,  la  droite  qui  joint  les  positions  simulta- 
nées des  deux  mobiles. 


mouv 
toire 


La  Géométrie  infinitésimale  fournit  facilement  les  mêmes  résul- 
tats. Soient  XX',  YY'  deux  arcs  élémentaires  correspondants. 
Menons  XX,,  parallèle  à  YY'  et  égal  à  XX';  le  point  Z  sera  Tin- 
tersection  des  deux  droites  YX  et  Y'X,.  Menons  ensuite  ZZ', 
parallèle  à  X,  X';  on  aura  la  position  Z',  simultanée  de  X',  Y',  par 
l'intersection  de  ZZ'  avec  Y'X'. 

Donc  l'élément  de  la  trajectoire  Z  est  parallèle  à  X,X',  c'est- 
à-dire  également. incliné  sur  les  deux  éléments  de  X  et  Y.  Calcu- 
lons sa  longueur  ZZ'.  Soient  m,  /i,  cp  les  grandeurs  des  deux 
vitesses  et  leur  angle  d'inclinaison  mutuelle  ;  on  aura  les  propor- 
tions 

ZZ' ZZ'       _  zrr  _      rr      _     n 

X,X'  ~  îXX'sinl^p  ~  X'Y'  ~  Z'Y'— Z'X'  ~  Ai-m' 

d'où 

Z'L\n  —  m)       XX'        YY'         , 

i : — -1    =   =    =  dt, 

imn  sin|  ^         m           n 
La  Vitesse  du  point  L  est  donc ^-^  • 

*  n  —  m 

Soient  encore  R^r,  R^,  R^  les  rayons  de  courbure  des  trajec- 
toires en  X,  Y,  Z,  et  t/a,  rf|3,  rfw  les  angles  de  contingence.  La 
direction  de  ZZ'  étant  bissectrice  (extérieure)  des  directions  XX' 
et  YY\ 

•i  (ho  =  dT.  -}-  f/'^j 


ou  bien 
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ZZ'       XX'       YV 


"h:  = 


H 


H.' 


soit,  en  vertu  des  proportions  ci-dessus, 


2  sm,  cp 


in 


n 


m 


R: 


im 
n  —  m 


R, 


La  longueur  R;  est  donc  celle  de  la  bissectrice  d'un  triangle 

formé  par  deux  côtés  de  longueur R^,  Rr>   compre- 

nant  entre  eux  Tangle  (180  —  ©),  supplémentaire  de  celui  des 
deux  normales  XXq,  YYo.  Or  la  normale  ZZq  ayant  précisément 
cette  direction,  le  centre  de  courbure  Zo  sera  situé  sur  la  base  du 
triangle  UZV  construit  de  la  manière  suivante  : 


Joignons  par  les  droites  YXo,  XYq  le  point  de  chacune  des 
trajectoires  au  centre  de  courbure  de  la  seconde  ;  menons  par  Z 
les  parallèles  ZU,  ZV,  aux  normales  en  X  et  Y  ;  elles  sont  res- 
peclivement  rencontrées  par  les  droites  YXq,  XYo  en  des  points  A 

et  13,  tels  que  ZA  =  —^^—  R^  ;  ZB  =  ~^?— R.. 

Prenons  ZU  =  aZA  et  ZV  =  aZB,  on  obtiendra  la  droite  UV, 
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base  du  triangle  dont  la  bissectrice  en  Z  sera  la  normale  à  la 
courbe  Z,  et  aura  poîir  pied  le  centre  de  courbure  Zo. 


Note  sur  les  variations  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
points^  dont  trois  sont  fixes;  par  M.  C.-A.  Laisamt. 

(Séance  du  a3  janvier  1889.) 

1 .  Soit  TjD  î  Tr  =  ^  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 

M,  A,  B,  C  situés  dans  un  même  pian,  les  trois  points  A,  B,  C 
étant  fixes;  \  sera  en  général  un  rapport  géométrique  dont  le 
module  r  sera  un  nombre  positif,  et  dont  nous  désignons  Targu- 
ment  par  0. 

Posons,  en  outre, 

grAG  =  ^,         grAB  =  c,         ang  BAC  =  A. 

Nous  aurons 

^^  MB  c  • 

2.  1^  forme  de  cette  relation  (1)  nous  montre  immédiatement  : 
1"  Que  si  0  est  constant  et  r  variable,  le  lieu  géométrique  décrit 

par  M  est  une  circonférence  passant  par  les  points  B  et  C  (seg- 
ment capable  de  Tangle  0  -j-  A,  décrit  sur  la  corde  BC); 

a°  Que  si  r  est  constant  et  0  variable,  le  lieu  géométrique  de  M 

est  une  circonférence  dont  le  centre  est  situé  sur  BC  (lieu  des 

points  tels  que  le  rapport  de  deux  distances  à  C  et  B  est  égal 

,   rb\ 

En  particulier  :    • 

Si  6  =  0,  le  lieu  géométrique  de  M  est  la  circonférence  cir- 
conscrite au  triangle  ABC;  le  rapport  anharmonique  est  alors 
réel; 

Si  6  = —  A,  le  lieu  géométrique  de  M  n'est  autre  que  la  droite 
BC; 
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Si  0  =  -  —  A,  le  lieu  géométrique  de   M  est  la  circonférence 

décrile  surBC  comme  diamètre; 

Si  /•  ==  I ,  le  lieu  géométrique  de  M  est  une  circonférence  pas- 
sant par  A,  par  le  pied  de  la  bissectrice  de  A  dans  le  triangle  ABC, 
et  avant  son  centre  sur  BC; 

Si  r  =  ,  >  le  lieu  géométrique  de  M  se  réduit  à  la  droite  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  BC. 

3.   Lorsque,  8  étant  seul  variable,  on  donne  successivement  à  r 

deux  valeurs  r',  r",  telles  que  r' /-''=  y^  »  fes  deu\  lieux  géométriques 

qu'on  obtient  ainsi  pour  M  sont  deux  circonférences  symétriques 
par  rapport  au  milieu  du  côté  BC. 

Lorsque,  r  étant  seul  variable,  on  donne  successivement  à  8 
deux  valeurs  0',  6",  telles  que  6' -+-6"  =  —  a  A,  les  deux  lieux  géo- 
métriques qu'on  obtient  pour  M  sont  deux  circonférences  symé- 
triques par  rapport  à  la  droite  BC. 

On  remarquera  que,  dans  le  cas  où  r  est  variable,  il  faut,  pour 
obtenir  les  lieux  géométriques  complets,  supposer  que  r  prend 
toutes  les  valeurs  réelles  depuis  — oo  jusqu'à  -j-oo;  autrement,  en 
ne  donnant  à  r  que  des  valeurs  positives,  on  n'aurait  qu'un  arc 
des  circonférences  en  question 

•t.   La  relation  (i)  peut  s'écrire  ^7=:  =  \  vri  ou 

^   '  ^  MB  AB 

(2)  M  — c  =  X(m  — b) =Xa(ii  —  b). 

A  ^—  B 

En  la  dilTérentiant,  on  a 

^/.vi  (  I  —  Xa;  =  a  é/X  (  M  —  a  ). 

Si  l'on  donne  à  ).  un  autre  accroissement  infiniment  petit  à\^ 
on  aura  de  même 

d}k{\  —  Xa)  =  adX(M  —  B), 


et,  par  conséquent, 

(3) 


rfM   _   rfX 
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Appelons  cCk  l^accroisseinenl  de  X  lorsque,  /*  reslanl  constant, 
on  fait  seulement  varier  6,  et  d\  raccroissement  qu'on  obtient  en 
laissant  6  constant  et  faisant  varier  r.  Alors 

Donc,  en  vertu  de  la  relation  (3), 

du        .rd^      . 

lien  résulte,  par  conséquent,  que  les  deux  déplacements  infi- 
niment petits  du  point  M  ainsi  obtenus  sont  rectangulaires,  c^esl- 
à-dire  que  les  deux  systèmes  de  circonférences  considérés  au  n°  î2 
ci-dessus  sont  orthogonaux. 

o.  Si  Ton  écrit  une  relation  réelle  (juelconque  entre  les  deux 
variables  r  et  0, 

(5)  /(r,e)  =  o, 

le  point  M  sera  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  certaine  courbe 
que  Téquation  (5)  représente.  On  a  ainsi  un  système  de  coordon- 
nées tout  à  fait  analogue  comme  notation  aux  coordonnées  po- 
laires, mais  d'une  interprétation  géométrique  bien  différente. 

Quand,  une  position  du  point  M  étant  déterminée,  on  fait  va- 
rier successivement  Tune  ou  l'autre  de  ses  deux  coordonnées,  en 
laissant  Vautre  fixe,  le  point  M  se  déplace,  soit  sur  Tune,  soit  sur 
l'autre  des  deux  circonférences  orthogonales  des  deux  systèmes. 

L'équation  r  =  o,  en  particulier,  représente  le  point  C  et  l'équa- 
tion r  =  00,  le  point  B. 


Sur  les  isométriques  d'une  droite  par  rapport  à  un  système 
de  droites  concourantes;  par  M.  M.  d'Ocagne. 

Je  rappelle  que  j'ai  donné  le  nom  d'isométrique  (*)  d'une 
courbe  K,  par  rapport  à  un  système  de  courbes  (C),  toute  courbe 
telle  que  son  arc  compris  entre  deux  quelconques  des  courbes  du 


C)  Voir  \c  Bulletin  de  la  Sorictc  mathématique  de  France  fi.  Mil,  p.  7î. 
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système  (C)  soil  égal  à  Tare  de  la  courbe  K  compris  entre  les 
mêmes  courbes. 

En  particulier,  une  courbe  est  isométrique  d'une  droite  D  par 
rapport  aux  droites  issues  d'un  point  O,  lorsque  Tare  de  cette 
courbe  compris  entre  deux  quelconques  des  droites  issues  de  O 
est  égal  au  segment  de  la  droite  D  compris  entre  ces  droites. 

Ce  cas  se  trouve  traité  au  n°  5  du  petit  Mémoire  que  je  viens  de 
rappeler.  Je  vais  en  donner  ici  une  solution  plus  simple. 

Prenant  pour  origine  le  point  O,  pour  axe  des  x  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  O  sur  la  droite  D,  l'axe  Oy  étant  parallèle  à  D, 
et  appelant  a  la  distance  du  point  O  à  la  droite  D,  on  a,  pour  l'or- 
donnée h  du  point  où  la  droite  D  est  coupée  par  la  droite  qui 
joint  le  point  O  au  point  (x,^), 


(i) 

X 

et  Ton  doit  avoir 

i 

(^.) 

h'  =  ^i-^y\ 

h'  et  y'  représentant  les  dérivées  -y-  et  —■  • 


dx       dx 


Dans  une  première  solution,  j'éliminais  h  entre  ces  deux  équa- 
tions, de  façon  à  avoir  l'équation  différentielle  de  la  courbe  cher- 
chée. On  va  voir  qu'on  est  conduit  à  des  calculs  plus  simples  en 
éliminant  j^.  En  effet,  (i)  donne 

,      h  -h  h' X 

^  a 

L'équation  (2)  devient  donc 

OU 

(3)  AH-A'ar  =  a/A'«— I. 

Prenant  la  dérivée  par  rapport  à  x^  on  a 

dh  ah!       dh' 


oh'  -h  X 


dx        /A'»_i    dx 
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ou 

dx         X  a 


dh'^  ih'-  ^^ 


I 


Intégrant,  en  prenant  x  pour  fonction  de  h' y  on  a,  C  étant  une 
constante  arbitraire, 


ou 


Posons 


Dès  lors,  suivant  la  notation  de  M.  Weierstrass, 

h'  =  p{u)  (avec  ^,  =  4,     ^j  =  o) 

et 

G-f-aa 

(4)  a?=      . 

L'équation  (3)  donne  alors 

h=za  /p ( a )«  —  I  — (G  H-  au)^p{u)f 
puis  Téquation  (i), 

(4')  r=      "t^Lq/pC^)*-!  ~(C-f-aii)/p(u)]. 

«v/p(") 

Les  équations  (4)  et  (4')  résolvent  le  problème.   Remarquant 

que  p{uy  —  I  est  ici  égal  à  ^         >  on  peut  remplacer   la  for- 

mule  (4')  par  la  suivante  : 

(C  +  a«)[ap'(tt)-2(C-Ha«)p(«)]  (') 
(4  6„)  ^= _^__ . 

• 

(')  Une  légère  faute  d'impression,  qui  d'ailleurs  saute  aux  yeux,  s'est  glissée 
dans  la  seconde  des  formules  de-  mon  Mémoire  sur  les  isométriques  {Bulletin, 
t.  XIII,  p.  79).  Cette  formule  doit  être  rétablie  ainsi 

ap'{u)—  2(C-h  au)p{u) 


J  = 


v/p  (  M  ) 


Ici  d'ailleurs  les  invariants  de  la  fonction  p  no  sont  pas  les  mémos  cfue  ri-dessus, 


mais  ^,-— ',,  g^.    o. 


174 


Voici  niainlenanl  comiiient   [)eul  sie   délerniiner   le  centre  de 
courbure  des  courbes  qui  nous  occupent. 


Prenons  sur  la  courbe  un  point  M  dont  le  vecteur  OM  coupe  la 

droite  D  en  M|.  MN  et  M|N|  étant  les  normales  polaires  en  M  et 

en  M|,  limitées  à  la  perpendiculaire  élevée  en  O  à  OM,  on  a,  en 

appelant  ds  la  différentielle  de  Tare  de  courbe  en  M,  égale  à  la 

différentielle  du  segment  de  la  droite  D  en  M«,  et  to  Tangle  de  OM 

avec  OP, 

ds  =  iM  N  diù  —  M 1  N 1  dui . 

Donc, 

MN  =  M,N,. 

La  normale  en  M  se  trouve  ainsi  déterminée. 

Soient  maintenant  a  l'angle  de  la  tangente  en  M  avec  OM, 
ai  Tangle  de  D  avec  le  même  vecteur,  OM  =  p,  OM,  =  p,.  L'éga- 
lité précédente  donne 


p  «m»!  =  pt  sina. 


Par  suite. 


siiiai  <f?  H-  p  ro«2i  di\  =  sina^pi  -h  pi  rosar/a. 
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Mais 

dp  =^  p  col oiduif  dpi^=  pi  cotai  dtj^ 

da  =  l iWai(*),  dai=  —  do}y 

n  ^lant  la  normale  polaire  MN,  r  le  ravon   de  courbure  en  M.  La 
relation  précédente  devient  donc 

p  cotasinai  —  p  cosai  =  picotoci  sina  ■+-  pi  cosa  ( il 

OU,  après  des  réductions  faciles, 

p,  cosat  —  =  sin(ai—  a)  (  -^ 1 f —  )• 

^  r  \sina        sinai/ 

Or 

sina        sinsi 
Il  vient  donc  finalement 

PlCOSdE 

sin(ai  —  a; 
Par  le  point  O,  menons  la  parallèle  OH  à  MN.  Nous  avons 
HOM,  =  -  -h a,  OHM,  =  a  —  a, .  Donc,  le  triangle  OHM ,  donne 

MiH  _^        cosa 
OMi    ~  sin(ai  —  a) 

ou 

picosa 
sin(ai —  a) 

Par  suite,  M,  H  est  égal  au  diamètre  du  cercle  osculateur  au 
point  M. 


(')  Formule  (6)  de  ma  Note  Sur  les  transformations  centrales  des  courbes 
pUmes  (Afathesis,  i884)- 
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Sur  l'identité  des  nœuds  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  et 
des  nœuds  de  ses  contravariants  quartique  et  sextique;  par 
M.  Henry  Jeffery. 

1.  Puisque  Féqualion  tangentielle  d'une  quartique  est,  en  foDC- 
tion  de  ses  conlravarianls  S  et  ï,  S'  —  •27T^=  o,  on  doit  penser 
que  ces  courbes  auxiliaires  auront  des  nœuds  si  la  quartique  pro- 
posée en  a  elle-même. 

Outre  cela,  les  courbes  S  =  o  et  T  =  o  sont  respectivement  les 
enveloppes  d'une  droite  qui  coupe  la  quartique  primitive  en  quatre 
points,  formant  une  proportion  équiharmonique  et  harmonique. 
Dans  le  voisinage  d\ir\  nœud,  les  points  d'intersection  se  rappro- 
chent de  plus  en  plus,  jusqu'à  ce  que  trois  d'entre  eux  coïncident, 
ou  deviennent  infinimeilt  voisins,  sur  une  tangente  au  nœud. 

2.  L'Auteur  a  vérifié  par  le  calcul  l'existence  et  l'identité  de 
ces  nœuds  dans  les  cas  séparés  des  quartiques  uninodales,  bino- 
dales  et  trinodales.  Mais  il  faut  distinguer:  bien  que  les  tangentes 
aux  nœuds  des  courbes  U  (la  quartique  donnée),  S  et  T  soient 
identiques,  la  courbure  des  branches  peut  être  différente. 

Ordinairement,  pour  U  et  S,  il  n'y  a  pas  d'inflexion;  mais  il  y 
a  deux  inflexions  en  chaque  nœud  de  T.  En  particulier,  les  con- 
travariants  S  et  T  des  quartiques  bicirculaires  sont  doués  de  foyers 
doubles  et  triples  respectivement.  D'autres  modifications  se  pré- 
senteront dans  la  suite. 

3.  Au  moyen  du  principe  de  la  dualité,  on  voit  que  les  bitan- 
gentes  d'une  courbe  de  la  quatrième  classe  appartiennent  aussi  à 
leurs  contravariants. 

4.  I.  Ij?s  quartiques  uninodales.  —  La  forme  la  plus  géné- 
rale de  ces  courbes  (L)  est,  en  coordonnées  ponctuelles,  si 
C,  (a  =  o,  ^  =  o),  est  le  nœud  simple, 

Les  deux  tangentes  en  C,  (i?  a- 4-2/? a,3 4-/"^^==  o),  rencontrent 
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l(»  colé  AB  en  deux  points,  dont  les  coordonnées  tangcnlielles  sonl 

fp^a'^ —  inpqab  -+-  /s^q^b^  z=z  o. 

Nous  désignons  par  -^  j-»  -,  l<*s  coordonnées/?,  rjr,  r. 

On  Irouve  dans  les  Courbes  supérieures,  de  Salinon  (p.  2:m), 
le  contravariant  S,  donl  réquaht)n  poul  être  ainsi  disposée 

S  =^  3  (/x^  H-  /ry^  -h  A  5*  —  'À  lyz  —  -x  m  zx  —  •>.  n  xy  )* 
-h  1 9  5  f  /lAa .r' -f- (  3//  —  J  mAi  —  f^b^  )x^y 

-r-  (  3a'//ï    -Znl  —fa:i)xy^-\-  naiV*  \ 

~  ;;*(.r,  v)'-h  5-(./-,  r)'-^-  cM.r,  v  »" 
ou 

Cl)  S       3  rif  —  I  À  z  U:i  -h  z^i). 

De  in  même  ma  nie  n*, 
{'X)  T    -    -l'U  — ()jiî//3-+-c*K. 

li*C(|ualion  langenlielle  d<*  U, 

S» —  '17  T*  —  o. 
développée,  devient 

(  3  )  r|  (  I  jt  //|  -^   j».  H  i'i  -  '}.- i'I  ) -4-  s ^  —  o. 

Dans  les  équations  (i),  (a),  (.T),  si  :;  r=  o,  il  resle 

fx^  —  2 // XY  -+-  /C* î*  —  c» : 

par  conséquent,  pour  U,  S,  T,  (^  est  un  nœud,  et  les  tangentes 
en  C  sont  identiques  ;  mais  des  inflexions  se  trouvent  en  T  seule- 
ment. 

Transformons  celte  proposition  par  le  principe  de  la  dualité  : 
vT,  ^^  z  sont  des  coordonnées  trilinéaires,  AH  devient  une  tangente 
double  des  courbes  (i),  (2),  (3");  mais,  pour  la  courbe  (2),  cVst 
une  tangente  en  deux  points  stationnaires  d'inflexion,  savoir  ceux 
011  elle  rencontre  la  conique  i'a- 

• 

0.   Si,  dans  la  quarlique  uniiiodale  U,  les  termes  qui  renferment  v 

disparaissent,  les  tangentes  au  noMid  (]  sont  stationnaires,  et  C  est 

un  point  d'inflexion  de  cliacpie  brancbe. 

Ainsi 

S  >-  3  w'I  -t-  5M^)  :        T    :  —  v\  -u  c5  K  , 

XMI.  M 
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et  Téqualion  langenlielle  de  U  est 

Pour  ï  et  U,  les  nœuds  sont  identiques;  mais  les  deux  tan- 
gentes, qui  sont  menées  par  C  à  la  conique  V2^  sont  des  bilan- 
gentes  doubles  de  S  :  il  n'y  a  point  de  nœud  pour  S  au  point  C. 

6.  II.  Les  quartiques  biclrculaires  et  binodalcs.  —  On  sup- 
pose que  la  quartique  bicirculaire  U  est  engendrée  par  la  méthode 
de  Laguerre,  et  que  le  cercle  jacobien  (  J)  et  la  conique  difl'érenlc 
(F)  sont  raj)porlés  au  triangle  aulopolaire  ABC, 

l  m      '         H      * 

Si  Ton  considère  la  ({uartique  comme  l'enveloppe  d'un  cercle 
variable,  qui  coupe  J  ortHogonalement  et  dont  le  centre  se  trouve 
sur  F,  son  équation  est 

(7  H-  m  -h  «  )(«2a2ci-+-  ^*  3^02 -h  c'Y^Va)*—  4(«3t-^ô?-l-CY) 
x(r/*a'ci  -+-  6'3*C2-4-  c'Y*C3)(/aacj  -f-  mb^c±->r-  nc^c^) 
-4-4(ûra  H-  6p  -f-  CY)î(/a2a»cî-f-  mb^^^cl-h  nc^-f^cD  =  o , 

^'i^  '*27  ^j  désignant  cotA,  cotB,  cotC. 
•   J)e  plus,  soit 

j.y:  =  p'^{c2-^  C3)-h  q*(Ci-^  c,)-f-  r^ici-{-Ci)^  iqrci  —  irpc^—  'JLpqc^ 
—  (0|  loj  coséc  A  coséc  B  cosécG, 

0),  =  o,  (02=  O  étant  les  équations  des  points  circulaires  à  Tinfini. 
La  conique 

0  =  lp^-\-  mq^  -+-  nr^  —  (  ^c,  -h  mci  -h  nc^  ) 2  il  =  o 

est  liomofocale  à  la  conique  directrice  F. 
Posons 

2I 

H-  /m{p^Ci-^qici  —  sir,c,2), 

.."/^  -   (-2/ -4-  m  -r-  n)( p^mnclcl-h  q^nlclr]-^  r'*-lmc]cl 
—  Imtii  p<'i(.i  "  qf':\<'\  -'-  f'f'\  <'i  )■• 
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On  îi 

c'csl-ii-dirc 

—  [  //>-  (  '1  li'[  —  tnci  —  //r.j  ) 

-f-(  /2r|  -+-  fn''r\   •-  /^-rj*  —  mnr^c^i —  n/c^Ci  —  lmr^  r«)4ï*. 

La  forme  équiv«ilente  de  U(S''  —  27Ï2)  devient 

dont  chaque  terme  contient  le  facteur  42-. 

Par  conséquent,  il  y  a  deux  foyers  doubles  de  S  et  U,  et  deux 
foyers  triples  de  T,  qui  sont  identiques  avec  les  foyers  simples 
de  F.  Il  y  a  d'ailleurs  quatre  foyers  simples  de  U,  qui  sont  les 
foyers  de  la  quartique  de  la  quatririne  classe 

.7.  On  peut  étendre  la  même  recherche  aux  quartiques  bino- 
dales.  Si  Ton  modifie  la  méthode  de  Ljiguerre,  une  binodale  peut 
être  engendrée  au  moyen  d'une  conique  directrice  F,  el  Ton 
peut  se  servir  des  calculs  du  n"  (5,  si  les  symboles  r«,  Cj,  c.,  sont 
indéfinis,  et  si  Ton  introduit  r^r, -f- CsCj -j- C|  Ca  à  la  place  de 
l'unité,  afin  de  rendre  S  et  T  homogènes.  Par  exemple,   on  écrira 

6  =(^2^3-1-  ^3C|-+-e,C2 )(//>* H-  rnq^-\-  nr^)—{lci-h  mc^-h  71^3)21. 

Dans  ce  cas  général,  '2'Z  =  o  désigne  les  deux  points  Wi,  coa, 
réels  ou  imaginainîs,  où  la  conique  (J)  rencontre  la  ligne  de 
rinfini. 

Pour  S  et  U  les  tangentes  en  leurs  nœuds  communs  sont  celles 
qu'on  peut  mener  par  les  points  C0|,  CO2  à  la  conique  directrice  F. 

Pour  T  les  nœuds  sont  identiques,  mais  il  y  a  des  inflexions  de 
chaque  branche.  Au  moyen  de  la  transformation  homographique, 
on  peut  étendre  ces  résultats  aux  quartiques  binodales,  si   Ton 

écrit  ).a,  [xp,  vy  au  lieu  de  a,  fi,  y,  et  par  conséquent  y>  -  ,  -  au 
lieu  de  jt,  y^  z. 

8.  Les  quartiques  bicirculaires,  dont  les  foyers  sont  colli- 
néaires,  --   Une  telle  quartique  (U)  est,   en  coordonnées  carié- 
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siennes, 

On  peut  démontrer  qu'il  y  a  deux  foyers  doubles  qui  sont  iden- 
tiques avec  les  intersections  des  coniques 

Ces  points  sont  Torigine  (0,0),  et  le  point  (  —  -^-j»  o  J. 
On  peut  établir  que 

27T  =  -  Q3-4- I  QRV -+- 9  A  WR«, 
Ç,  7i  sont  les  coordonnées  tangentielles  de  Bootb,  et  Ton  a 

poinls  circulaires  de  l'infini, 

Q  =  2/-+-/Ç-hR, 
conique  dont  les  foyers  sont  l'origine  et  le  point  (  —  -=^»  o) 

W  =  /'-^  i  /(î«  4-  T,«-^/0  -  -^  V  {/—  A/-  eHi), 

Les  foyers  doubles  de  S  et  U  coïncident  avec  les  foyers  triples 
de  T. 

On  peut  écrire  l'équation  langenlielle  de  U, 

les  autres  ternies  contenant  (0|  0J2  en  facteur. 

Le  dernier  facteur  détermine  les  quatre  foyers  simples. 

9.   lil.   Les  quartiques  trinodales,  —  L'équalion  la  plus  gé- 
nérale de  U  avec  trois  nœuds  aux  points  A,  B,  C  est 

u  p*  Y*  H-  t' Y*  ^*  -^  "'«'?*-'-  2  II  a*  ?Y  ■+"  ^-  ^'  *?*  Y  -^  '^  «V  ot^Y*  =  o. 
Cette  quarlique  est  Tinverse  de  la  conique 
(i)  Ma*  -h  v^'-f-  i^Y*"^  2"'?Y  "^  2  t'y»  h-  atv'a[j  =  o. 

Comme  auparavant,  x,y,  z  désignent /?<7,  qbj  rc. 

Ou    peut  trouver   (^Courbes   supérieures  de  Salmon,  p.    20 1) 


tsi 

que 

JS  =  tJ  —  injryzffu 
T  =  —  j| -t- i8<yj<yiir/5 -4- 54  Kjr'j*^', 
en  posant 

0-2  =  o  est  la  conique  B  qui  est  touchée  par  les  six  tangentes  uo- 
dales, 

K  =  o  est  la  discriminante  de  la  conique  (1). 

Par  conséquent  S  est  une  courbe  quadrinodale  de  la  quatrième 
classe,  dont  trois  nœuds  sont  ceux  de  U;  ï  est  une  courbe  trino- 
dale  de  la  sixième  classe,  dont  les  nœuds  sont  les  mômes  avec  les 
Inflexions. 

I-i'équation  équivalente  de  U(S'* —  '^^'^^)  devient 

Cette  forme  établit  deux  théorèmes  {Courbes  supérieures, 
p.  247): 

A.  Les  six  tangentes  menées  à  la  courbe  par  ses  trois  nœuds 
touchent  une  conique, 

B.  Les  tangentes  aux  nœuds  touchent   une  autre  conique. 

LsL  première  (A)  est  Kt^H-  a*;,  ou 

{  ,;      VWx«H-  WUj«  -H  V\z^  H-  2UL>5  H-  2VV'5^-t-  '2  WWxjr  =  o, 

U,  . . .,  U',  . . .  étant  les  mineurs  du  déterminant 

!   Il       w      V 

/        U         il' 

Les  six  tangentes  à  cette  conique  sont  les  inverses  des  tangentes 
menées  par- A,  B,  C  à  la  conique  primitive  (i). 

La  seconde  conique  (B)  est  0-2  =  o  ;  les  six  tangenlos  sont  les 
lignes  inverses  des  tangentes  menées    par  A,  B,  il  à  la  conique 

vn'x^-r-  wuy^-\-  uvz^  —  xuu yz  —  ivv' zx  —  7.ww'xf  =  o, 

lesquelles  passent  par  les  points  où  la  conique  primitive  (i)  ren- 
contre les  côtés  du  triangle  AB(i. 

Il  v  a  un  contact  double  entre  les  conitiues  (A)  et  (B). 
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10.   Si  l*on  fait  u  =  ^=z  (v  =  <>,  la  (|iiartiquc  se  décompose  en 
quatre  droites 

Le  contravariant  S  est  la  courbe  de  la  quatrième  classe 

jîj  S  =(u'}'z  ■+-v'zx-i-  iv' ay )^  —  'S xfz i^f' iv' X -{-  w' u' y  -f-  u'v' z)  =  o. 

Elle  a  quatre  nœuds  et  une  acubitangente,  dont  le  contact  est 

imaginaire,  savoir 

./•        y         z 

Il  i>  iV 

Le  contravariant  quartique  de  cetle  courbe  est  de  l'ordre  qua- 
trième 

(  a'ïa2-f-  i.''îfJîH_  w'i^^—  ç'w'^-(  —  w'u'^oL  —  w'r'afJ)» 

La  ligne  [u' ol -{- v' p -\- w' y)   est    une    acubitangente   de    cette 
courbe.  Ainsi  le  principe  de  dualité  du  n**  3  est  encore  vrai. 


A/)/) /ira fions  du  calcul  des  quatcrnions  à  l  étude  des  surfaces 

du  second  ordre  ;  par  M.  Papklier. 

(Séanfc  du  aj  janvier  1889.) 

Hamilton,  l'illuslre  inventeur  du  calcul  des  quaternions,  dans 
le  but  de  montrer  la  fécondité  de  ce  calcul,  en  a  fait  de  nom- 
breuses applications  géométriques  et  physiques.  Il  a  étudié  et  re- 
trouvé d'une  faron  fort  éléganle  les  principales  propriétés  des 
surfaces  du  second  ordre,  des  courbes  gauches  et  des  surfaces 
quelconques.  Malheureusement,  bien  que  très  intéressante,  cette 
étude  n'est  pas  faite  d'une  façon  bien  méthodique,  ni  conforme  à 
nos  habitudes  françaises;  peut-être  faut-il  voir  là  la  cause  du  peu 
de  faveur  dont  jouit  en  France  le  calcul  des  quaternions. 

Ainsi,  dans  Tétude  des  quadriqucs,  liamilton  se  borne  au  cas  des 
surfaces  à  centre  unique.  Les  auteurs  (jui  Tout  suivi,  MAL  Tait  (*) 


(')  .1//  eleincutary    Trcatisc  0/  r/uaternians.   Oxford,  iS-.S,    (^uvrii^o  traduit 
n'miimfnf  |)ar  M.  IMarr.  (  (iaullii<»r-ViIIars.) 
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et  Laisant  (*),  dont  le  but,  d'ailleurs,  était  de  faire  un  Ouvrage 
clémentaîre ,  n'ont  éj^alemenl  considéré  que  les  surfaces  dtî 
première  classe.  Il  était  donc  naturel  de  se  demander  si  le  calcul 
des  quaternions  se  prêtait  aisément  à  Tétude  des  quadriques  en 
général;  s'il  permettait,  comme  la  Géométrie  analytique  à  trois 
dimensions,  de  classer  les  surfaces  du  second  ordre.  Telle  est  la 
(juestion  que  je  crois  avoir  résolue  dans  le  Mémoire  qui  va  suivre. 

Je  m'appuierai  pour  cela  sur  la  résolution  de  l'équation  vecto- 
rielle linéaire.  Hamillon  a  démontré  que  cette  équation  avait  en 
général  une  solution,  quand  la  constante  appelée  m  était  diffé- 
rente de  o.  C'est  de  la  discussion  de  cette  équation  que  résultera 
la  classification  des  surfaces  du  second  ordre. 

Je  ferai  usage  des  notations  françaises  de  Hoiiel ,  si  claires 
et  si  simples,  et  qui  rendent  si  facile  la  lecture  de  tous  les 
calculs. 

I. 

Résolution  et  discussion  de  l'équation  vectorielle  linéaire. 

La  fonction  vectorielle  linéaire,  que  nous  représenterons  par 
^x,  est  du  premier  degré  en  x  et  représente  un  vecteur.  Elle 
jouit  des  propriétés  suivantes 

4>(  X  -f-  Y  )  —  <t>  X  -h  <t>  Y, 

a  étant  une  quantité  algébrique  ordinaire. 
L'équation 

«l>x  =  D, 

où  n  est  un  vecteur  quelconque,  est  ce  qu'on  a[)pelle  Véquation 
vectorielle  linéaire. 

Pour  résoudre  cette  équation,  nous  commencerons  par  mettre 
^x  sous  la  forme  trinôme  donnée  par  Ilamilton.  Choisissons 
pour  cela  trois  vecteurs  quelconques  non  coplanaires  \,  n,  c;  on  a 
alors  pour  tout  vecteur  \ 

X  ~  —     -(tÏB(:.ô\x  -^-llcA.ÔHX  -i-lV\B.6(:\); 

ti  ABC  ' 


(')  Introduction  à  fa  méthode  des  quaternions.  («iaiithicr-Villiirs:  iKSi.) 
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par  s  ni  le  y 

4>x  =  AiÔAx  -+-  Bi6bx  -^  Ci6cx, 
en  posant 

^  Ubc 

6  ABC 

^   "ÏÏCA 

B,  =  *  ^ > 

ÔABC 

^    I^AB 
6  ABC 

Telle  est  la  forme  trinôme  sous  laquelle  nous  étudierons  la 
fonction  ^.  Nous  remarquerons  que  a,  b,  c  sont  entièrement  ar- 
bitraires, mais  jamais  coplanaires,  tandis  que  A|,  B|,  C|  dépen- 
dent de  A,  b,  c  et  de  la  fonction  ^. 

L'équation  vectorielle  peut  alors  s'écrire 

At$AX  -H  BiSbX  -hC|  Sc\  =  D. 

Pour  résoudre  celle  équation,  nous  distinguerons  différents  cas  : 

Premier  cas.  —  Les  vecteurs  A|,  B|,  C|  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan. 
Je  décompose  le  vecteur  d  suivant  les  trois  directions  de  A|, 

B|,  c, 

D  =   ^ (Ai6BiCiD  -h  Bi$Ci  AiD  -h  CiÔAiBiD). 

dAiBiCi 

L'équalion  peut  alors  s'écrire 
Ai6a\ -h  BiSbx -+-ciScx 


bAiBiCi 

trou  Ton  déduit 


(AiÔBiCiD  -+-  BiSCiAiD  -r  Tj  5  Ai  Bj  D)  ; 


6BtCin 

*»AX  =  -x- y 

^AiBiCi 

6AtB]Ci 
ÔCX   =   ^ • 

On  peut  considérer  ces  équatioYis  comme  les  équations  de  trois 
plans.  On  en  déduit,  d'après  une  formule  connue  (les  trois  plans 
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n'ëlanl  pas  parallèles), 

dBiCtD.llRCH-  6C|  AfO.l^CA  H-  0A|  BiD.IIaB 


X  = 


6abc.6aiBiC| 


L^équation,  dans  ce  cas,  admet  donc  toujours  une  solution  et 
une  seule. 

On  voit  aussi  que,  si  d  =  o,  x  =  o;  en  conséquence,  la 
fonction  ^x  ne  peut  être  nulle  que  pour  x  ==  o,  et  il  existe  une 
valeur,  et  une  seule,  de  x  qui  rend  le  vecteur  ^x  égal  à  un  vec- 
teur quelconque. 

Appelons,  en  général,  fonction  inverse  de  ^x  et  représentons 
par  ^~*x  une  fonction  telle  qu'en  opérant  sur  elle  par  l'opéra- 
teur ^,  on  retrouve  le  vecteur  x.  Puisque  Téquation  précédente 

admet  une  solution  et  une  seule,  on  peut  écrire  cette  solution 

X  =  4>-'d, 

ce  qui  donne  la  fonction  inverse  de  la  fonction  ^. 
Ainsi,  si  l'on  a 

<Ï>X  =  AiÔAX-h  BiBbx  -f-ci6cx, 
on  a 

*-»X  =  ^ s (ÎÏBC.ÔBiCiX  -hl>CA.0CiAiX-+-lÏAB.ÔAiBiX). 

6abg.$AiBiGi  ^ 
Cette  nouvelle  fonction  est  encore  vectorielle  linéaire. 

Deuxième  cas.  —  Les  vecteurs  A|,  B|,  C|  sont  dans  un  même 
plan. 

Dans  ces  conditions,  si  A|  et  B|  ne  sont  pas  parallèles,  il  existe 
deux  nombres  algébriques,  a  et  t,  tels  que 

cj  =  a  Al  -h  6bi  ; 
on  a  alors 

ïl>\  =  ai6àx  -h  BtÔBX  -+-  (aVi  -4-  6bi)6cx 
=  AiÔ(a-i-  ac)x-+-  Bi6(b-+-  ^c)x 

et  Ton  a  à  résoudre  l'équation 

Ai6(A  H-  ac)x  4-  BiS(b  -i-  6(:;x  =  d. 

Remarquons  alors   que.   quel    que  soit  x,  le  premier  membrr 
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est  un  vccleur  du  plan  A|.  b,.  Il  en  résulte  les  conséquences  sui- 
vantes : 

1**  Si  D  n'est  pas  dans  le  plan  des  trois  vecteurs  A|,  B|,  C|, 
Téquation  n^pdmet  pas  de  solution. 

2®  Si  D  est  dans  le  plan  des  deux  vecteurs  Ai,  B|,  il  exîsle 
deux  nombres,  c  et  rf,  tels  que 

D  =  CAi-t-6?Bi  ; 

on  aura  alors 

Ai$(a  -h  a(:)x  -r-  Bi6(B  -h  6c)x  —  cA|H-  <^Bi  ; 

d'où  Ton  déduit 

S(a  —  ac)x  —  r, 
S(  B  —  6c)\  =  c/, 

équations  qui  représentent  deux  plans  non  parallèles,  qui  se  cou- 
pent suivant  une  droite,  et  tous  les  points  de  cette  droite  sont  les 
extrémités  des  vecteurs  qui  satisfont  à  Inéquation.  Il  va  donc  une 
infinité  de  solutions,  les  vecteurs  correspondants  étant  tous  dans 
un  même  plan. 

Dans  la  première  hvpotlièse  de  ce  deuxième  cas,  la  fonction 
i>"'x  n'existe  pas;  dans  la  seconde,  elle  n'est  pas  déterminée. 

Si  n  =  (),  on  a  à  résoudre  les  équations 

S(  A  —  rtc  )X  —  o. 

S»  B     -  hv.w  -  o; 
on  vu  lirr 

\   -  À  V »  K  —  aOifi  -^  ùc). 

infinité  de  \rck'urs  <]ui  onl  niériH.'  direclion.  * 

On  voit  aussi  que,  (jiiel  (jiie  soit  \,  ^x  représente  un   vecteur 

situé  dans  le  plan  des  deux  vecleurs  Ai  el  Bj. 

Remar<|uons  enfin  que,  dans  rex])ression  de  i>x,  a,  b,  c  étant 

arbitraires,  il  en  est  de  même  des  vecteurs  a  ^-  ar.  el  b  -+-  hc. 

Troisu'me  rns.  —  Les  vecteurs  A|,  B|,  «.,  sont  parallèles. 

On  a  alors 

B,  —  b\x, 

c,    -   r  A,: 

doù 

't»\  —  \|  ${  \        Ab  "   l'i.  \\  : 
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d'où  Téquation 

XiS(\-\-  bu  -h  cc)\  =  D. 

I**  Si  D  n'est  pas  parallèle  à  A|,  il  n'y  a  pas  de  solulion  ; 
2®  Si  D  est  parallèle  à  Ao  on  a 

D  =  dki 

et  l'on  a  à  résoudre 

6(a  -h  6b  -+-  c(:)x  =  d, 

équation  d'un  plan    dont  tous  les  points  sont  les  extrémités  de 
vecteurs  qui  satisfont  à  l'équation. 

Si  D  =  o,  ce  plan  passe  par  l'origine  commune  des  vecteurs. 

Quel  que  soit  x,  4>x  a  toujours  la  même  direction. 

Exemple,  —  Considérons  l'équation  d'une  droite 

Hb(x  —  a)  =  o, 

1>BX  =  Usa 


qu'on  peut  écrire 


ou 


en  posant 


<ï>  X  =  1>  BA, 

<t>x  =  ÎIbx. 


Il  est  aisé  de  reconnaître  que  nous  rentrons  dans  le  deuxième 
cas  de  la  discussion  qui  précède,  attendu  que  ^x  est  perpendicu- 
laire à  B,  quel  que  soit  x,  et,  par  suite,  représente  un  vecteur 
situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  b.  Dès  lors  l'équation 

*x  =  D 

n'aura  pas  de  solution  si  d  n'est  pas  perpendiculaire  à  b.  Si  d  est 
perpendiculaire  à  b,  elle  en  aura  une  infinité;  c'est  le  cas  de 
l'équation  précédente,  où 

On  peut  d'ailleurs  mettre  ^x  sous  la  forme  précédente.  Choi- 
sissons, en  ettet,  deux  vecteurs,  a'  et  b',  tels  que 

b=1>a'b'; 
alors 

«hx  r-tïtï\'n'.x  -  a'Sr'x  — H'ii\'\. 
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II. 

Directions  principales. 

On  appelle  directions  principales  d'une  fonction  vectorielle 
linéaire  les  directions  de  veclenrs  lels  que,  si  Ton  effectue  sur  ces 
vecteurs  i^opération  ^,  le  nouveau  vecteur  obtenu  soit  parallèle 
au  vecteur  primitif. 

Ainsi,  le  vecteur  x  a  une  direclion  principale  si  Ton  a 

g  étant  une  quantité  algébrique. 

Hamilton  a  déterminé  les  directions  principales  en  se  servant 
de  son  équation  cubique  symbolique  et  en  se  bornant  au  cas  où 
ni  ^  o. 

Je  préfère  le  procédé  suivant,  cjui  rend  la  discussion  plus  fa- 
cile. 

Soit 

«Px  =  Vi6  vx  H-  BiSb\  -h  <:i6c:\: 

il  faut  déterminer  x  et  g^  en  sorte  que 

Ai6ax4-  B|Sbx  -+-<:i6c\  =  ^x 

ou,  en  décomposant  \  suivant  les  directions  A|,  B|,  C|, 

/  ÔBiCiX  6 Cl  Al  \  6AiBiX\ 

Ai6a\  -+-  B|6  BX  -}-  cibcv  -  s:  (  Al  -^ :-  Bi  x -*-  Ci  .     ). 

\        bViBiCi  'bViBiCi  t»A,Bi(:i/ 

Pour  (|ue  réjjjalilé  ait  lieu,  il  faut  que 

bA\  --  .::  — , 

tiViBiCi 

6  BX  ^  ^r  i ' 

ÔAiBiCi 
c  ÔAiB,X 

on 

\         \  ÔA,B,Ci/ 
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Or,  si  les  trois  vecleurs 


^'ÔAlBiCi  *6AiBiCi  *6AiBiCi 

ne  sont  pas  coplanaires,  on  ne  peut  satisfaire  aux  équations  pré- 
cédentes que  par  x  =  o,  ce  qui  ne  donne  aucune  direction  prin- 
cipale. 

Il  faut  donc  que  les  vecteurs  précédents  soient  coplanaires , 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

équation  du  troisième  de^ré  en  «-. 

Nous  pouvons  l'obtenir  sous  une  autre  forme  plus  simple.  Dé- 
composons les  vecteurs  a,  b,  c  selon  les  directions  1Pb|C|, 
Kl C|  Af^  H  A I  B|,  nous  aurons 


A  — 


B 


c  = 


(1ïBiCi.SaiA-+-1JC|Ai.SbiA  h- VaiBi.$Cia), 

â  A  ]  B 1  C]  1 

(tlBiCi.BAiB  +  1^CiAi.5BiB  -h1^AiBi.0C,B), 

* 

(îiB|Ci.SA|C  -+-  VC|A|.6BiC  -+-  VAiBi.SCiC), 


I 
6aiBiCi 

I 


ÔAiBiCi 

et  tout  revient  à  écrire  que  les  vecteurs 

(6  A,  A  —  ^).lÏBif:|-f-SBiA.^CiAi-h6CiA.1llAiB,, 


(2) 


\ 


6AiB.t!JBiC|-h  (SBiB  —  ^).tlCi  Ai-+-  BCiB.HAiBi, 
(    ÔAiCUBiCi-H  ÔBiC.tDCiAi-h  (6CiC  —  ^).VAiBi 


sont  coplanaires.  Il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 


(3) 


6aiA  — ^    SbiA  6  Ci  a 

6aiB  6biB  —  g    6ciB 

SaiC  6bi(:  Scic  —  ^ 


=  o. 


Soit  g'  une  racine  réelle  de  cette  équation;  si  cette  racine  n'an- 
nule pas  tous  les  mineurs  du  déterminant,  les  trois  vecteurs 
précédents  sont  dans  un  même  plan  sans  avoir  la  même  direction; 
alors  les  plans  (i)  passent  par  une  même  droite,  qui  est  une  direc- 
tion principale. 

Si  la  racine  g'  annule  tous  les  mineurs  du  déterminant,  les  vec- 
leurs (';►)  ont  la  même  direction,  les   plans  (i)  sont  confondus; 
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nous  avons  une  infinilr  de  dircclions  principales  dans  un  même 
plan. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  les  vecteurs  A|, 
B,,  Cl  non  coplanaires.  Nous  examinerons  plus  loin  le  cas  oii  ces 
vecteurs  sont  dans  un  même  plan. 

IH. 
Fonction  conjuguée. 

Haniilton  a  appelé  fonction  conjuguée  delà  fonction  vectorielle 
linéaire  <Px  une  fonction  vectorielle  <I>'x,  telle  que 

quels  que  soient  l  et  m. 

La  fonction  <!>'  est  bien  déterminée  par  celle  égalité,  car 

=  5m(a6.ViL  -f-  BÔBiL  -f-  r.6<:iL). 
d'où 

«|>'\  =  aSA|\  -+-  BÔBi  \  -f-  OÔClX. 

Sr  <I>'x  =  <I>x,  on  dit  que  la  fonction  <ï>  est  conjuguée  d'elle- 
même.  Cherchons  la  condition  pour  que  la  fonction  4>  soit  con- 
juguée d'elle-même. 

4>X  —  'Ï>'X  =  AiÔAX  —  AÔAiX  -h  B|6bx  — b5biX  -t-  CiÔCX—  CÔ  Cl  X 
=  îlx1ÏAAi-f- tlxtlBBi-hlîïXticCi 

=  î>x[1I>(AAiH-  BBi-h  CCi)]. 

Pour  que  celte  expression  soit  nulle,  quel  que  soit  x,  il  faut 
que 

îi(A\i-H  BB|  -hCCi)  —  (>. 

Ceci  a  lieu  quels  que  soient  les  vecteurs  a,  b,  «.,  A|,  B|,  t:,, 
quelques-uns  d'entre  eux  pouvant  d'ailleurs  être  nuls. 

Nous  supposerons,  dorénavant,  la  fonction  <I>  conjuguée  d'elle- 
même,  ce  cas  seul  étant  intéressant  dans  l'élude  des  quadriques, 
et  nous  allons  reprendre,  avec  cell(î  hvpotlicse,  la  discussion  des 
directions  principales. 

Nous  allons  établir  que  l'équation  (',\)  a  toujours  ses  racines 
réelles.  Hamillon  s'est  appuvé  sur  une  étude  approfondie  de  la 
fonction  <l>  et  d'autres  fonctions  dérivées.   MM.  Tait   et   Fraisant 
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onl  suivi  une  méthode  par  Tabsurde,  analogue  à  la  méthode  de 
Lagrange,  pourdémonlrerla  réalllé  des  racines  de  l'équation  en  S. 
Elle  a  l'inconvénient  d'introduire  ce  (ju'on   a  appelé  des  hivec- 

leurs  de  la  forme  a  -[- b  ^  —  i.  Je  propose  la  démonstration  sui- 
vante, qui  a  l'avantage  de  ramener  l'équation  en  g  à  l'équation 
en  S  du  troisième  degré,  et  nous  verrons  plus  tard  que  l'analogie 
est  plus  complète  en  étudiant  les  axes  des  quadriques. 

Nous  avons  vu  que,  dans  l'expression  trinôme  de  la  fonction  ^P, 
on  pouvait  choisir  arbitrairement  les  trois  vecteurs  a,  b^  <:.  Nous 
les  prendrons  unitaires  et  rectangulaires,  en  sorte  que  nous  au- 
rons 

\2  _  1,2  =  ,;î  =_,, 
lie  z=  A.  C\  —  H.  AB  ~  C, 

6 ABC  --—  I, 

alors 

Al   =  —  (AÔAAi -h  bSbAi  H-  cScAi), 
B,  =    -  (a6aBi  -h  BÔBB]  -t-  CÔCBi), 

Cl  =  —  (aôaci  -h  b6bci  h-  cScci^. 
Ecrivons  que  la  fonction  est  conjuguée  d'elle-même. 

î)(AAi-+-  BBi-H  CC|  )  —  O, 
A(B6BA|-hcScAi)-l-B(A6ABi-|-c6cBi)-l-c(A6ACi-l-BSBCi)=  (), 

a(   Sbci—  S(:Bi}-hb(   6cai—  SACi)-hc(    6aB| —   6bai;=o, 
d'où  l'on  tire 

ÔBCi  =  ÔCBi, 
SCAi  =  ÔACi, 

Sabi  =  6bai, 

ce  qui  montre  que  l'équation  (3)  est  une  véritable  équation  en  S. 
Elle  a  donc  ses  racines  réelles. 

Si  g'  est  une  racine  simple,  à  celte  racine  correspond  une  di- 
rection principale,  car  cette  racine  n'annule  pas  tous  les  mineurs 
du  déterminant; 

Si  g'  est  une  racine  double,  à  celte  racine  correspond  un  plan 
de  directions  principales; 

Si  g'  est  une  racine  triple,  les  vecteurs  (2)  sont  nuls;  par  suite, 
toute  direction  est  direction  principale  :  on  a 
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Remarquons  de  plus  que  Téquation  (3)  ne  peut  avoir  de  ra- 
cines nulles,  car  le  terme  constant  de  IVquation  est 

5  ABC.dAiBiCi, 

qui  est  différent  de  zéro. 

Démontrons  enfin  qu'à  deux  racines  différentes  de  l'équatîon 
en  g  correspondent  deux  directions  principales  rectangulaires. 

Soient  g^  et  gi  les  deux  racines  diflVîrentes,  X|  et  Xa  les  direc- 
tions principales. 

On  a 

d'où 

Sxî'hx,  -=^iSxjXi, 

ÔXi'l^x,  =::^i6x,x,; 

relranchons,  en  remarquant  que  les  premiers  membres  sont  égaux, 
puisque  la  fonction  ^  est  conjuguée  d'elle-même,  il  vient 

o  —  (.^1  — ^î)6x,Xj 
cl,  comme  gx  y^  g^-i^ 

ÔXlX*  =  o. 

En  résumé,  si  les  trois  racines  de  l'équation  (3)  sont  distinctes, 
on  a  trois  directions  principales  rectangulaires  deux  à  deux;  si 
Téquation  a  une  racine  double  et  une  racine  simple,  on  a  un  plan 
de  directions  principales  et  une  autre  direction  principale  perpen- 
diculaire à  ce  plan  ;  si  l'équation  a  une  racine  triple,  toutes  les 
directions  de  Tespace  sont  directions  principales. 

Désignons  par  X|,  X2,  X3  trois  vecteurs  unitaires  dirigés  sui- 
vant trois  directions  principales  rectangulaires  deux  à  deux,  en 
sorte  que 

\\   =  XjXj,     \i  —  X3X1,     Xs  =  XlXj. 


Choisissons  les  vecteurs  x,,  x^,  X3  à  la  place  des  vecteurs  a,  b, 
c,  on  aura 

'l»\  —  Li6x,  X  -i-  LjÔXjX  -f-  LsÔXjX. 

hcnvons  que 

'l>Xi  ^-  ^,Xi, 

'I»X3  ----  ,^^3X3. 
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il  vient 

M  =  — ^iX|, 

d'où 

La  fonction  ^x  est  alors  exprimée  à  l'ai  ie  des  racines  de 
l'équation  (3)  et  des  directions  principales.  Cette  expression 
subsiste  quand  même  deux  racines  sont  égales,  par  exemple 
fff  =  g2'  X|  et  X2  sont  alors  choisis  arbitrairement  dans  un  plan, 
mais  ils  sont  toujours  unitaires  et  rectangulaires. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que,  dans  l'expression  de  la  fonc- 
tion 4>x 

<ï»x  =  Ai6ax -+-BiSbx  H-CiScx, 

les  trois  vecteurs  A|,  B|,  C|  étaient  non  coplanaircs. 

Je  vais  supposer  maintenant  que  ces  vecteurs  sont  dans  un 
même  plan,  c'est-à-dire  que  ^x  peut  se  mettre  sous  la  forme 

*X  =  Ai6(A-f-  ac)-}-  B|S(BH-^C). 

La  fonction  étant  conjuguée  d'elle-même,  on  a 

V[A|(a  -f-ac)  -h  Bi(b-h  bc)]  =  o, 

ce  qui  montre  que  les  vecteurs  A-hac,  B-f-6c  sont  dans  le 
plan  de  A|  et  B|.  Dans  ce  qui  suivra,  nous  désignerons  ce  plan 
par  II-.  En  sorte  que  si  a  et  b  sont  deux  vecteurs  quelcon(|ues 
choisis  dans  le  plan  II,  ^x  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

<I>x  =  A|Sax  h-BiSbx, 
et  Ton  aura 

V(AAi-h  BBi)  =  o. 

Cherchons  les  directions  principales. 
On  doit  avoir 

*x  =  ^x, 
Ai6ax-+-BiSbx  =  ^x, 

\  doit  se  trouver  dans  le  plan  II  ;  on  aura  donc 

X  =  a?AiH-^Bi, 

XVII.  i3 
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en  remplaçant 

ou 

Ai(a7SAAi-f-^SABi)-f-Bi(ar0BAi-f->^6BBi)  =  ^a:A|-+-  gyMiy 

d'où  Ton  lire 

a-0BA|H-^6BBi  =gjr 
OU 

:r(SAA,  — ^)-f-J^SABi  =  0, 

ar6BAi-f-j(6BB|  —  ^)  =  O. 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  il  faut  que  Ton  ait 

(5aai  — ^)(Sbbi— 7)  — Sabi.SbAi  =  o. 

Je  dis  que  cette  équation  a  toujours  ses  racines  réelles. 
•    En  effet, 

Al  =  «A  -4-  6b. 

Bi  T=  CA  -h  dBf 

d'où 

o  =  1>(aai-4-bbi)  =  b^xB-h  cVbx  =(6  — c)1IIab; 

d'où 

b  =  c. 

Si  nous  choisissons  a  et  b  rectangulaires  et  unitaires, 

SaiB   =—6, 
Sa  B|  =  ^  c, 

donc 

6A|B  s=  6aBi, 

réquallon  précédente  peut  s'écrire 

(SaAi-^)(6biU  — /^)  — (5ab,)*  =  o, 

et  sous  cette  forme  on  reconnaît  sans  peine  qu'elle  a  ses  racines 
réelles,  distinctes  ou  égales. 

A  une  racine  simple  correspond  une  direction  principale;  à  une 
racine  double,  un  plan  de  directions  principales.  A  deux  racines 
distinctes  correspondent  deux  directions  principales  rectangu- 
laires, qui  sont  dans  le  plan  FI. 


k 
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Soient  ^1,  g2  les  deux   racines,  x^,  xa  les  dircclions  princi- 
pales correspondantes,  unitaires  et  rcclangulaires« 
On  aura,  comme  tout  à  Theure, 

<ï>x  =  — (^1X16x1x4- ^,x,Sx,x). 

EnGn,  si,  dans  l'expression  générale  de  0x,  les  trois  vecteurs 
A|,  B|,  C|  sont  parallèles,  on  peut  écrire 

<ï>x  =  AiSax, 

et  si,  ^x  est  conjuguée  d'elle-même, 

VA|A=  o; 
par  suite. 

Al  =  «A, 

<P\  =  aA$Ax  : 

ce  qui  montre  qu'il  n'y  a  qu'une  direction  principale,  c'est  la 
direction  a. 

IV. 
Surfaces  du  second  ordre. 

Toute  équation  scalar  en  x,  c'est-à-dire  toute  équation  dont 
les  membres  se  composent  de  parties  algébriques  de  quaternions 
fonctions  de  x,  est  l'équation  d'une  surface. 

Pour  avoir  le  degré  de  cette  surface,  on  la  coupe  par  une  droite 
quelconque  passant  par  l'origine 

on  obtient  une  équation  algébrique  en  x,  dont  le  degré  est  égal 
au  degré  de  la  surface. 

Ainsi  l'équation  générale  des  surfaces  du  premier  degré  est 

A  étant  un  quaternion,  ou 

$I.A.x-\-a  =  o. 
Soient 

v:ùa  =  a, 

ÔAX  H-  a  =  o, 
on  retombe  sur  l'équation  générale  du  plan. 
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Formons  maintenant  réquation  générale  dn  deuxième  degré 

Considérons  l'ensemble  des  termes  du  deuxième  degré,  pre- 
nons-en un  terme 

SJ\B\C  =  se  A  \B\  =  SA'\B\, 

en  posant  CA  =  a', 

SA'\B\^SiA\S\B\)-^S{A\'^\B\)  =  b\^'^S{k.l^\M\). 

en  posant 

b  =  SA.SB,        k  =  VA\        •  =  »■'. 

SA'\B\  =  6\»-»-  Sa[2\Sbx  —  ix')  =  cx«H-aSAX.Six. 

c=  6  — S. A*. 

L'ensemble  des  termes  du  deuxième  degré  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

/x*-+-a25Ax5ix 
ou 

Sxf/x  -T-  S(a5i\  -4-  iSax)] 
on 

5x*x, 
en  posant 

<r»x  =  /x-4-  KaSbx  -+-iSax), 

0x  étant  une  fonction  vectorielle  linéaire,  conjuguée  d'elle- 
même.  L'ensemble  des  termes  du  premier  degré  peut  se  ramener 
à  la  forme  2  6iAX,  en  sorte  que  réquation  générale  des  surfaces 
du  second  ordre  pf  ul  s'écrire 

^i)  S\4»\-»-a6A\-i-a  =  o. 

V. 
Théorie  des  centres. 

Pour  que  l'origine  soit  centre,  il  faut  que  l'équation  ne  change 
pas  en  changeant  x  en  —  x,  c'est-à-dire  que  a  =  o.  Supposons 
A  ^  o,  et  cherchons  si  l'on  peut  déterminer  un  point  C  de  vec- 
teur c,  tel  qu'en  transportant  l'origine  en  ce  point,  l'équation  ne 
renferme  plus  de  termes  du  premier  degré  en  \.  Pour  transporter 
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Torigine  au  point  (],  il  suffit  de  remplacer  x  par  x  +  c, 

S(x-h  c)(*x  4-4>c)-h2SA(x4-c)-+-  a  =  o, 
Sx*x4-2Sx(4>c  -h  a)  -4-Sc4>c  h-îSac  4- a  =  o. 

Pour  que  le  point  C  soit  centre,  il  faut  que  Ton  ait 

(•2)  4>C-hA  =  0. 

On  est  ramené  à  résoudre  une  équation  vectorielle  linéaire. 

Premier  cas.  —  ^x  peut  prendre  toutes  les  directions  de 
l'espace. 

L'équation  (2)  a  une  solution  et  une  seule, 

c  =—  4>-*a; 

la  surface  a  un  centre  unique;  elle  est  dite  de  première  classe. 

Deuxième  cas.  —  ^x  ne  peut  prendre  que  les  directions  d'un 
plan  II. 

1**  Si  A  n'est  pas  dans  le  plan  II,  la  surface  n'a  pas  de  centre; 
elle  est  dite  de  deuxième  classe;  nous  verrons  plus  loin  que  c'est 
un  paraboloïde. 

a°  Si  A  est  dans  le  plan  II,  l'équation  (2)  a  une  infinité  de  so- 
lutions, les  extrémités  des  vecteurs-solutions  sont  en  ligne  droite; 
la  surface  a  donc  une  infinité  de  centres  en  ligne  droite,  elle  est 
dite  de  troisième  classe;  nous  verrons  que  c'est  un  cylindre  ellip- 
tique ou  hyperbolique. 

Troisième  cas.  —  0x  ne  peut  prendre  qu'une  seule  direc- 
tion A. 

i^  Si  A  n'est  pas  parallèle  à  A,  la  surface  n'a  pas  de  centre; 
elle  est  dite  de  quatrième  classe  ;  c'est  un  cylindre  parabolique. 

2"  Si  A  est  parallèle  à  A,  la  surface  a  une  infinité  de  centres 
dans  un  plan;  elle  est  dite  de  cinquième  classe,  et  il  est  aisé  de 
voir  qu'elle  se  compose  de  deux  plans  parallèles.  En  effet,  ^x  se 
met  sous  la  forme  ^^aSax;  par  suite,  IVquation  de  la  surface  de- 
vient 

^f5Ax]'-H  26AX  -ha  =  o 
ou 

^(Sa\  — a'KÔAX  —  a'')=o, 


-  198  - 

ces  deux  plans  étant  d^ailleurs  réels,  imaginaires  ou  confondus. 

Nous  obtenons  de  cette  façon  cinq  classes  de  surfaces.  Nous 
diviserons  plus  tard  ces  classes  en  genres  et  variétés,  par  l'étude 
des  directions  d'axes. 

Remarquons  que  si  Cq  est  une  solution  de  Féquation  (2),  le 
point  correspondant  est  centre  de  la  surface;  si  ce  point  est  l'ori- 
gine, Téquation  de  la  surface  s'écrit 

Sx4>x -i- Sco4»Co-h  aSACo-+-rt  =  o, 

et  comme 

*Co-f-  A  =:  o, 
il  vient 

S  X  4>  X  -+-  6  ACo  H-  «  =  o, 

qu'on  peut  écrire 

S\4>x  =  I, 

en  divisant  les  vecleurs  de  ^x  par  un  nombre  convenable. 

VI. 
Théorie  des  plans  diamétranx. 

Le  plan  diamétral  conjugué  d'une  direction  est  le  lieu  géomé- 
trique des  milieux  des  cordes  parallèles  à    la   direction  donnée. 

Soient  D  un  vecteur  parallèle  à  la  direction  donnée,  et  Xq  un 
point  du  lieu.  Par  ce  point,  je  mène  une  parallèle  à  la  direction  d 

Je  cherche  les  points  de  rencontre  avec  la  surface,  et  j'écris  que 
ces  points  sonl   symétriques  par  rapport  au   point  Xq.    Il  suffit 
d'écrire  que  ré(|ualion  du   deuxième  degré  en  j;   a  ses  racines 
égales  et  de  signe  contraire. 
On  a 

ô(Xu-^-^l))*^(\u-^-  J'i))-i-  -lÔA^Xo-H  ^•i>)H-  a  =  o, 
.r*5i)*I»D  -h  îiJ7(6xo*î>D  -h  Sad)h-  6xy4>Xo-+-  261X0 -H  a  =  o. 

On  doit  donc  avoir 

6Xu't>l)  -+-  S  AU  =  o. 

L'équation  du  plan  diamétral  est  donc 

6x*i)  -T-  Sad  =  0  : 
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c'est  un  plan  perpendiculaire  au  vecteur  ^d. 

Nous  remarquons  en  outre  que  ce  plan  n'existe  que  si  0d  n'est 
pas  nul. 

Étudions  maintenant  la  position  des  plans  diamétraux. 

I**  Surfaces  de  première  classe.  — ^d  n'est  .jamais  nul,  le 
plan  diamétral  existe  toujours,  il  passe  par  le  centre,  car  l'équa- 
tion peut  s'écrire 

Sd*\-+- Sad  =  o, 

6d(*x-+-a)    =  o, 

qui  est  évidemment  satisfaite  par  le  vecteur  du  centre. 

Réciproquement,  tout  plan  passant  par  le  centre  est  un  plan 
diamétral.  Soitc©  le  vecteur  du  centre. 

Soil 

Sl(x  —  Co)=o 

un  plan  passant  par  le  centre. 

On  peut  déterminer  un  vecteur  n  tel  que 

*D  =  l: 
en  outre, 

Co  =  —  *"•*  A. 
—  6lco=  Sl*-«a  =  S<I>D.<I>-»A  =  6ad. 

L'équation  peut  s'écrire 

Sx<I>D-f-  6ad  =  o  : 

c'est  bien  l'équation  d'un  plan  diamétral. 

1^  Surfaces  de  deuxième  classe,  —  Le  plan  diamétral  n'existe 
pas  toujours,  car^n  est  nul  pour  une  direction  qui  est  perpen- 
diculaire au  plan  II.  Les  plans  diamétraux  sont  perpendiculaires 
à  ^D,  qui  est  parallèle  au  plan  II;  donc  tous  les  plans  diamétraux 
sont  parallèles  à  une  même  droite,  perpendiculaire  au  plan  II; 
c'est  ce  que  nous  appellerons  la  direction  de  Vajce. 

Réciproquement,  tout  plan  parallèle  à  Taxe  est  un  plan  diamé- 
tral. 

Soit 

S  LX  H-  /  =  o 

un  plan  parallèle  à  Taxe.  Nous  pourrons  dctrrmincr  un  vecteur  n 
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tel  que 

Sad  =  /. 

Cela  revient  à  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan  non  paral- 
lèle. . 

3**  Surfaces  de  troisième  classe.  —  Les  plans  diamétraux 
passent  par  la  ligne  des  centres,  car  leur  équation  peut  s'écrire 

5D(4>x-h  a)  =  o. 

La  réciproque  est  vraie,  tout  plan  passant  par  la  ligne  des 
centres  est  un  plan  diamétral;  car,  soit  le  plan 

Slxh-  /  =  o, 
les  équations 

*D  =  L, 

5ad=  / 

représenteront  la  première  une  droite,  la  seconde  un  plan,  et  le 
plan  contiendra  la  droite  (on  suppose  que  d  est  le  vecteur  cou- 
rant). Le  plan  donné  sera  le  plan  diamétral  d'une  infinité  de  di- 
rections, toutes  situées  dans  le  plan 

Sax  =  /. 

4"  Surfaces  de  quatrième  classe.  —  Les  plans  diamétraux 
sont  parallèles,  car  ils  sont  perpendiculaires  à  ^d,  qui  a  une  di- 
rection fixe;  et  la  réciproque  est  vraie,  tout  plan  perpendiculaire 
à  la  direction  de  ^x  est  un  plan  diamétral  ;  car,  soit 

Slx  h-  /  =  o 
un  tel  plan,  les  équations 

<Ï»D  =  L, 

jSad  =  / 

représentent  deux  plans  qui  se  coupent  et  donnent  une  infinité  de 
directions  dont  le  plan  donné  est  le  plan  diamétral  conjugué. 

5°  Surfaces  de  cinquième  classe,  —  On  a  dans  ce  cas 

4>X  =  gk^K\. 
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L'équation  du  plan  diamélral  conjugué  de  la  direction  d  pourra 
s'écrire 

^6axSadh-Sad  =  o 
ou 

^Sax  -+-1  =  o: 

c'est  le  plan  des  centres. 

VIL 

Théorie  des  diamètres. 

On  appelle  diamètre  conjugué  d'une  direction  de  plan  le  lieu 
des  centres  des  sections  planes  parallèles  à  ce  plan. 

Soit  B  un  vecteur  perpendiculaire  à  la  direction  de  plan  don- 
née, et  soit  Xo  un  point  du  lieu;  il  faut  écrire  que  si  par  ce  point 
je  mène  une  droite  perpendiculaire  à  b,  elle  rencontre  la  surface 
en  deux  points  symétriques  par  rapport  au  point  de  vecteur  Xq. 

Soit  D  une  direction  quelconque  perpendiculaire  à  b,  telle  que 

(i)  Sbd  =  o, 

on  devra  avoir 

0Xo*DH-  Sad  =  o 
ou 

{t.)  6d(4>Xo-h  a)=  o. 

La  relation  (2)  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  d  sa- 
tisfaisant à  (i);  cela  exige  que  b  et  ^Xo-i-  a  aient  même  direc- 
tion 

1llB(4>Xo-h  A)=o; 

donc  l'équation  du  diamètre  peut  s'écrire 

15b(4>x  -H  A)=  o; 

« 

On  pourrait  discuter  complètement  cette  équation,  comme 
nous  avons  fait  tout  à  l'heure.  Nous  nous  bornerons  ici  à  l'étude 
des  surfaces  de  première  classe. 

L'équation  peut  s'écrire 

*x  -H  A  =  xb, 
'Px  —  —  A  -+-  .rB, 

X  =  —  *    *  A  -7-  07*-*  b. 
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Cette  équation  représente  une  droite  passant  par  le  point 
—  0~*  A  qui  est  le  centre,  et  parallèle  à  la  direction  ^"*b  qui  est 
la  direction  des  cordes  conjuguées  du  plan  diamétral  perpendicu- 
laire à  B. 

VIII. 

Plans  principanx  et  axes. 

On  appelle  plan  principal  un  plan  diamétral  perpendiculaire  à 
la  direction  des  cordes  conjuguées;  ces  cordes  sont  dites  cordes 
principales. 

Soit  D  un  vecteur  parallèle  à  une  corde  principale,  le  plan  dia- 
métral conjugué  est 

6x<l>D  -hSad  =  o; 

pour  qu*il  soit  perpendiculaire  à  d,  il  faut  que 

ce  qui  montre  que  les  cordes  principales  sont  parallèles  aux  direc- 
tions principales  de  la  fonction  ^x.  De  Tétude  faite  précédem- 
ment résultent  les  conséquences  suivantes  : 

i"  Surfaces  de  première  classe,  — Nous  avons  trois  directions 
principales  correspondant  aux  trois  racines  g^,  ^2?  ©3  de  l'équa- 
tion en  g.  Soient  X|,  Xa,  X3  les  directions  supposées  unitaires, 
on  a 

*X  =  — (^iXiÔXiX  -h^,XjSXiX-+-^8X36X3X) 

ou 

Sx4>x=  — ^,(Sxix)»-^,(Sx,x)*— ^3(6x3X}«. 

Si  Ton  prend  comme  origine  le  centre  de  la  surface,  Téqualion 
sera  de  la  forme 

^,(Sx,x)2-4-^,(SxjX)*H-^3(Sx3x)«H-A  =  o; 

nous  aurons  les  différents  genres,  selon  les  signes  de  g{^  g^f  gz» 
Les  plans  principaux  seront  les  trois  plans 

6xiX  =  o. 
ÔXjX  =0, 
0X3X  =  o. 

Si  ^4,  vTa,  ^3  sonl  les  distances  du    point  \  à  ces  trois   plans, 
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Téquallon  de  la  surface  peut  s'écrire 

qui  est  Téquation  réduite  en  coordonnées  cartésiennes. 

■ 

2**  Sur/aces  de  deuxième  et  de  troisième  classe,  —  Nous  avons 
deux  directions  principales  dans  le  plan  TI.  Soient  X|,  x^  ces  di- 
rections supposées  unitaires, 

Sx*x=  — ^,(Sx,x)«— ^,(Sx,x)*. 

Nous  voyons  tout  de  suite  que  si  l'on  prend  comme  origine  un 
point  de  la  ligne  des  centres  d'une  surface  de  troisième  classe, 
l'équalion  de  cette  surface  s'écrit 

^,(Sx|X)«-f-  irî(Sxjx)«H-  A  =  o, 

où  l'on  reconnaît  les  cylindres  elliptique  et  hyperbolique. 
Supposons  la  surface  de  deuxième  classe, 

Sx4>x-i-2SAx-i-a  =  o, 

el  transportons  l'origine  en  un  point  de  vecteur  b  appartenant  à 
la  surface 

S(x-i-b)<I>(x  -HB)-+-aSA(X-HB)-4-a=  o, 
Sx4>x-+-aSx(<I>B-+-A)  =  o. 

Déterminons  b  en  sorte  que  <Ï>b  4-  a  soit  perpendiculaire  à  X| 
et  X2,  c'est-à-dire  que 

4>B  -H  A  =  a:t?XiXî 
ou 

4>B  =  J^VXiXi—  A, 

on  peut  déterminer  x  en  sorte  que  le  second  membre  soit  paral- 
lèle au  plan  fl  ;  les  vecteurs  b,  satisfaisant  à  cette  équation,  seront 
sur  une  droite  perpendiculaire  à  IT,    ne  rencontrant  la  surface 
qu'en  un  point  :  c'est  l'axe  du  paraboloïde. 
Si  l'on  pose 

XjXj  =  X3. 

ré(|uation  pourra  s'écrire 

^,(SX,X)«4-  A'2(Sx,X)*-h  ASX3X  =0. 
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3**  Surfaces  de  quatrième  et  de  cinquième  classe,  —  Il  n'y  a 
qu'une  seule  direction  principale,  c'est  celle  de  <ï>x.  On  a 

Sx<I>x  =  ^(Sxix)*. 

Les  surfaces  de  cinquième  classe,  en  prenant  l'origine  en  un 
centre,  auront  pour  équation 

^(SxiX)*-f-  A  =  o: 

ce  sont  bien  des  plans  parallèles. 

Si  la  surface  est  de  quatrième  classe,  nous  transportons  l'ori- 
gine en  un  point  de  la  surface,  de  vecteur  b, 

Sx<I>x-*-!iSx(<I>B-*-A)=o. 

Comme  a.  n'est  pas  parallèle  à  ^b,  je  pourrai  déterminer  b  en 
sorte  que  ^b  +  a  soit  perpendiculaire  à  <ï>x;  l'équation  devien- 
dra alors 

^(Sxix)*H- ASxjX  =  o, 

Xj  étant  un  vecteur  unitaire  perpendiculaire  à  Xf.  C'est  l'équa- 
tion d'un  cylindre  parabolique. 

Je  bornerai  là  cette  étude  des  quadriques  par  la  méthode  des 
quaternions.  On  pourrait  aisément  retrouver  les  propriétés  des 
pôles  et  plans  polaires,  des  plans  tangents,  etc.  Il  n'y  a  évidem- 
ment rien  de  nouveau  quant  aux  résultats,  mais  les  méthodes 
sont  certainement  fort  intéressantes,  et  souvent  plus  élégantes  que 
celles  données  par  la  Géométrie  cartésienne. 

Dans  un  prochain  Mémoire,  nous  montrerons  qu'on  peut  éga- 
lement appliquer  le  calcul  des  quaternions  à  l'étude  des  propriétés 
des  courbes  et  des  surfaces. 
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Extrait  d'une  Lettre  de  M.  C^talak . 

Le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  conticnl  (t.  XVI, 
p.  129)  ceci  : 

«   Tout  multiple  de  8  est  la  somme  de  huit  carrés  impairs, 

»  Il  serait  intéressant,  me  semble-t-il,  d'en  trouver  (du  théo^ 
rème)  une  démonstration  élémentaire.  » 

Vers  le  10  janvier,  M.  Berdcllé,  Délégué  cantonal  à  Itioz 
(Ilaute-Saône),  m'a  communiqué  la  démonstration  demandée, 
démonstration  fort  remarquable  (*).  Immédiatement,  je  lui  ai 
adressé  la  lettre  suivante  : 

«    MoNSIEirR, 

»  Je  vous  félicite  de  votre  ingénieuse  démonstration,  et  je 
vous  remercie  de  me  l'avoir  communiquée.  Elle  prouve,  une  fois 
de  plus,  la  vérité  de  cet  adage  :  les  idées  simples  arrivent  en 
dernier. 

»  Sans  rien  changer  au  fond  de  cette  démonstration,  on  peut, 
me  semble-t-il,  l'abréger  encore,  de  la  manière  suivante  : 

»  Soit  8/1  un  multiple  de  8,  autre  que  zéro.  D'après  Fermât 

(1)  n  —  1  =  rt«-T- A«-h  c'-h  ^, 

les  carrés  pouvant  être  nuls,  en  tout  ou  eu  partie. 
»  D'un  autre  côté,  on  a  l'identité 

d'où  résulte 

ou,  en  vertu  de  l'égalité  (1), 

8/1  =  (-la  -t-i)*-H(';trt  —  i)«-i-(26  -h  î)^-{-(-}.b  —  i)«-i-(2c  4-1)* 

-h('2C  — l)^-h{'ld-h  l)*-|-(2é/— i)«. 

C.  Q.  F.  D. 


(')  Pape  102  de  ce  Voluim*. 
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»  Théorème.  —  Si  an  nombre  N  est  la  somme  de  p  carrés, 
8N  4-  2/>  est  la  somme  de  'xp  carrés  impairs, 

»   Même  démonstration. 

»  Exemple  : 

N  =  4«-+-7«H-8«-hio«-Hii«  =  35o. 
Donc 

aSio  =  9«-h7«  -H  i5*  -*-i3'  -H  17'  -h  i5«  H^ai*+  i9*-ha3'  -+-ai* 
=  81  -h  49  -+-  ^î»5  -h  169  -H  289  -H  225  -h  441  -4-  36i  H-  529  -h  441. 

»  Corollaire.  —  N  étant  un  nombre  premier,  de  la  forme 
4  [X  -h  1 ,  8N  4-  4  ^st  la  somme  de  quatre  carrés  impairs. 

»  En  effet,  par  un  autre  théorème  de  Fermât,  N  est  la  somme 
de  deux  carrés. 
»   Soit 

N  =  29  =  5*-4-  a*. 
Alors 

8N  4-  4  =  236  =  ii«-+-  9«-f-  5»-+-  3«. 

»  Remarque  (*).  —  En  général,  les  carrés  impairs  considérés 
sont  consécutifs  deux  à  deux  (^). 

»  Je  suis,  Monsieur,  votre  bien  dévoué  Collègue, 

»  E.  Catalan.  » 
Liège,  13  janvier  1889. 


(*)  Faite  par  M.  Berdcllé. 

(')  Il  peut  y  avoir  exception  si  «  —  o  ou  6=0,  etc. 
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AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1890  (*). 


Membres  honoraires  du  Bureau  . . 


MM.  BERTRAND. 
CREMONA. 
HERMITE. 
TCHÉBICHEFF. 


Président MM.  HATON  DE  LA   GOUPILLIÈRE. 

COLLIGNON. 

^.      o  ,  . .     .  ,      DE  COMBEROUSSE. 

V.ce-Presidents  {     PICQUET. 

VICAIRE. 

ço..^.«;^»  <       HUMBERT. 

^^^^'^"*"^' I      KOENIGS. 

V.      c        .  •  (      CARVALLO. 

Vice-Secretaires j      b  a  ppv 

Archiviste DOCAGNE 

Trésorier CLAUDE-LAFONTAINE. 

ANDRÉ,  1893. 
APPELL,  1891. 
CLAYEUX.  1892. 
DARBOUX,  189Î. 
FOURET,  1893. 

nM      u       A     r     o^:w»\  I      GOURSAT,  1892. 

Membres  du  Conseil (') /      JORDAN,  1892. 

LAISANT,  1892. 
MANNHEIM,  1891. 
PICARD,  1891. 
POINCARÉ,  1893. 
\      ROUCHÉ,  1893. 


(•)»MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectiHcations  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 

(')  La  date  qui  suit  lo  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 


—    VIII    — 
Date 
de 
l'adniUsion. 

1872.      ACIARD,  directeur  de  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière,  rue  de  la 
Terrasse,  6  biSf  à  Paris. 

1887.  ALBEfifilAiM  (M.-L.),  professeur  à  rUniversité,  /|,  Salita  Bandîtore,  à  Palerme  (Iulie). 
1881 .  AHICGES,  professeur  au  lycée,  boulevard  du  Musée,  66,  à  Marseille  (  Rouches-du-Rhdne). 
1872.      ANDRE  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  17,  à  Paris. 

1879.      APPELL,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences,  rue  Le  Verrier,  6,  à  Paris. 

1884.  AR!\[AID,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  ^iicc  (Alpes-Maritimes). 

1872.  ARON  (Henri),  banquier,  rue  du  Quatre-Septcmbre,  18,  à  Paris. 

1881.  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Bonne,  à  Grenoble  (Isère). 

1882.  ADTONNE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  place  d'Helvétie,  7,  à  Lyon  (Rhône). 

1888.  BAPST  (Germain),  faubourg  Saint-Honoré,  2i5,  à  Paris. 

1886.  BARBERENA,  ingénieur  topographe,  à  San-Salvadur. 

1889.  BECBIN  (Maurice),  boulevard  Saint-Germain,  63. 

1874.  BEiVOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtclel,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (Saône- 

et-Loirc),  S.  P.  ('). 

1875.  BERDELLE,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1873.  BERTRAND  (Joseph),  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  membre    de 

l'Académie  française,  rue  de  Tournon,  i^,  à  Paris. 

1887.  BEYENS  (Ignacio),  capitaine  du  Génie,  5,  Santa  Inès,  à  Cadix  (Espagne). 

1872.      BIBNAYHE  (Arthur),  directeur  des  constructions  navales,  au  Ministère  de  la  Marine, 
à  Paris. 

1872.  BIENAYIB,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

1888.  BIOCIE,  professeur  au  Lycée  Michelet,  34*  rue  de  Madame,  à  Paris,  S.  P. 
1875.  BISCIOFFSHEII,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

1890.  BJERKNEES,  5,  rue  des  Carmes,  à  Paris. 

1881.  BONCOHPAGNI  (le  prince  Ralthasar),  palais  Piombino,  place  Colonna,  à  Rome  (Italie). 
1879.      BORCHARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé),  S.  P. 

1873.  BOULANCER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Constantine,  101,  à  Mustapha  inférieur 

(Algérie). 

1886.      BRAULT  (A.),  363,  boulevard  de  Toulouse,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1874.  BRIOSCHI,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan 

(Italie). 

1872.  BRISSE  (Ch.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,    18,   rue  Vauquelin,  à  Paris. 

1873.  BROCARD,  chef  de  bataillon  du  Génie,  à  Valence  (Drôme). 

1886.  BRINEL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1888.      CASET  (Gustave),  ingénieur  civil,  directeur  de  l'artillerie  à  la  Société  des  Forges  delà 
Méditerranée,  avenue  de  Malakoff,  91,  à  Paris.  S.  P. 

1885.  GARON,  professeur  de  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  82,  à  Paris. 

1887.  CARVALLO,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  19,  villa  Saïd,  Passy-Paris. 

1884.      CASEY  (John),  professeur  à  rUnivcrsité   catholique  de  Dublin,  Slophens  Greon,  86, 
à  Dublin  (Grande-Bretagne). 

1887.      CASPARY,  professeur  au  Collège  Humboldt,  à  Berlin  (Allemagne). 

1873.      CATALAN,  professeur  émérite  à  l'Université,  ai,  rue  des  Éburoiis.  à  Lifgo  (Belgique). 


(*)  Les  initiales  S.  P.  désignent  les  Sociétaires  perpétuels. 


—  IX    — 


Date 

de 

l'admission. 


1887.  CEBRUTI,  professeur  h  rUuiversité,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CHAILAN  (Edouard),  rue  Berthollet,  i4,  à  Paris. 

1872.  GHASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

1881.  CHEMIN,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  de  l'Aima,  i3,  à  Paris. 

1884.  CHRYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1873.  CIVIALB,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 
1875.  CLAUDE-LAFONTAINE,  banquier,  rue  de  Trcvise,  32,  à  Paris,  S.  P. 

1872.  CLAYECX,  intendant  divisionnaire  en  retraite,  avenue  deClichy,  5a,  à  Paris. 

1872.  GOLLICNON,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  28,  à  Paris. 

1875.      COMBEROISSB  (de),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 
rue  Saint-Lazare,  94t  à  Paris. 

1872.      COURCELLES,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au   lycée  Saint-Louis,  36,  rue 
Gay-Lussac,  à  Paris. 

1884.  CRAIfi  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (  États-Unis  d'Amé- 

rique). 

0 

1877.      CRENONA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome 
(Italie). 

1880.  CRETIN,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Yal-de-Gràce,  9,  h  Paris. 

1872.      DARBOUX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre  de  l'Institut,  rue  Gay-Lussac, 
36,  à  Paris. 

1885.  DAITHEVILLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  DEFFORCES,  chef  de  bataillon  d'infanterie,  attaché  à  l'Etat-major  du  Ministre  de  la 

Guerre,  boulevard  Latour-Maubourg,  ^i,  à  Paris. 

1882.  DELANNOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  à  Guéret  (Creuse). 

1885.  DEMABTRES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1883.  DERUYTS,  docteur  es  sciences,  chargé  de  Cours  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35, 

à  Liège  (Belgique). 

1872.      DEWULF,  Général   de  brigade  commandant  le  Génie  de   la  i5*  région,  2,   boulevard 
Rabuteau,  à  Marseille  (  Bouches-du-Rhdne). 

1882.      DREYFUS  (Camille),  député,  rue  de  l'Université,  lo-'),  à  Paris. 

1886.  DUNCAN,  assistant  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique). 

1872.  DURRANDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 
1885.      DYCK  (Wallher),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

1881.  ESCARY,  professeur  au  Lycée  à  Constantine  (Algérie). 

1873.  FABRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Trudaine,  26,  à  Paris. 
1888.  FABRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 
1885.  FERRAZ,  professeur  au  Lycée,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1885.      FIELDS  (John),  professeur  à  Hamilton  (Canada). 

1882.  FLEGREAU,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  au  Puy  (Haute-Loire). 

1881 .      FLOQllET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle). 

1872.      FLYE  SAINTE-MARIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sommerard,  12,  à  Paris. 

1880.      FOICHE,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufdot,  5,  à  Paris. 

1872.      FOURET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,   rue  Washington,  16,  à 
Paris,  S.  P. 

1872.      6ARIEL,  ingénieur  on  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  agrégé  île  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Jouffroy,  39,  à  Paris. 


—   X    — 

Date 

de 
radmissiun. 

1872.  CAUTUIER-VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 

1872.  CENTY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oraa  (Algérie). 

1889.  CEORCIAX,  rue  Yauquelin,  3,  à  Paris. 

1872.  CERONO,  ancien  professeur  de  mathématiques,  rue  Halle,  32  et  34i  à  Paris. 

1872.  fiOFFART,  5;,  rue  Nollet,  Paris. 

1881 .      COURSAT,  maître  de  Conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  83.  rue  I>enfert»Roclie- 
reau,  à  Paris. 

1872.  CRAINDORCE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  gi,  à  Liège  (Belgique). 
1881.      CRDEY,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon  (Doubs). 

1880.  fitCCIA  (Jean),  professeur  à  l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Sicile). 

1881.  GUNTHER  (D'  Sigismond),  professeur  à  lÉocle  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 
1885.      filJYOll,  «capitaine  de  frégate,  i3,  rue  de  l'Université,  à  Paris. 

1873.  HAAfi,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin,  1,  à  Paris. 

1882.  lABICI,  directeur  de  l'École  des  mines,  à  Lima  (Pérou). 

1872.      HALPHEN,  membre  de  l'Institut  (décédé).  S.  P. 

1872.      BATON  DE  LA  fiODPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  Mines,  direc- 
teur de  l'École  des  Mines,  60,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris,  S.  P. 

1872.      HENRY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (Ardèche). 

1882.      HENRY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  2,  rue  Jean-de-Beauvais,  à  Paris. 

1872.  HERNARY,  lieutenant-colonel  d'Artillerie  à  la  Commission  d'expériences,  à  Calais. 

1873.  HERJIITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, 2,  à  Paris,  S.  P. 

1875.      HIRST,  Athenaîum  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

1879.  HOLST  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  49,  à  Christiania  (Norvège). 
1872.      HOUBIGANT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1872.  HUGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 

i/|,  à  Paris. 

1880.  HUIBERT,  ingénieur    des    Mines,    répétiteur  à    l'École  Polytechnique,    16,  boulevard 

Maleshcrbes,  à  Paris. 

1887.      IBRAHIM  EFFENDI,  professeur  de  Mathématiques  à  l'École  impériale  civile  de  Médecine, 
à  Constantinople  (Turquie). 

1881.  INBER,  professeur  à  l'École  Colbert,  27,  rue  Chàleau-Landon,  à  Paris. 
1887.      ISSALY  (l'abbé),  boulevard  de  Caudéran,  365,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1873.  JANIN,  chef  d'escadron  au  17®  régiment  d'Artillerie,  à  la  Fère  (Aisne). 

1872.      JAVARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  i,  à  Paris. 

1889.  JONQIIÈRE  (Alfred),  Docteur  en  Philosophie,  10,  rue  Fédérale,  à  Berne  (Suisse). 

1872.      JORDAN,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varenne,  48f 
il  Paris,  S.  P. 

1872.      JOBFFRET,  lieutenant-colonel  d'Artillerie,  à  Bourges  (  Cher). 

1875.      JUNG,  professeur   h   l'Institut  technique  supérieur,  7,  via  Principe    Umberto,  à   Mi- 
lan (Italie). 

1880.      KŒNIGS,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  de  Port-Royal, 
72,  à  Paris. 

1890.  KOPP,  18  bis^  rue  Denfert-Rochereau,  à  Paris. 

1882.  KOVALKWSKY  (M»'  de),  professeur  à  lUniversilé,  à  Stockholm  (Suède). 


—   XI    — 
Date 
de 
radaiissiun. 

1882.      KRONECkER  (D'Léopold).  professenr  à  l'Univcrsit»,  Rellevueslrnsse,  i3,  à  Berlin  (  Alle- 
m»gne). 

1881.      LACOR, professeur  de  Mathématiques,  lo^  rue  Stanislas,  à  Paris. 

1872.  LAFFOIV  DE  LADÉBAT,  vice-amiral  (décédé),  S.  P. 

1890.       LAiiERBORC  (M"'),  i8  bis,  rue  Dcnfert-Rochercau,  à  Paris. 

1873.  LAISANT,  député,  docteur  es  sciences,  avenue  Victor  Hugo,  i6a,  à  Paris. 

1875.      LAQUIERE,  administrateur  de  la  commune  mixtQ  de  Palt'stro  (  département  d'Alger). 
1873.      liAGTH,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1881.  LAVEISSIÈRE,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

1880.  LEAITE,  directeur  des  études  à  Técole  Monge,  i^i,  boulevard  Malesherbes,  à  Paris. 

1872.  LENOINE  (  Émilc),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAICIE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  21,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  LE  PO.\T,  247,  rue  Saint-Jacques,  à  Paris. 

1872.      LESPIAVLT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1882.      LÉVY  (Léon),  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Logrlbach,  9,  à  Paris. 

1882.      LÉVY  ( Lucien ),  directeur   des  Études   de   l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  rue 
Valette,  à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en   chef  des  Ponts  et  Chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  boulevard  Saint-Germuin,  258,  à  Paris. 

1875.      LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LIfiVIKE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.      LINDEHAKN,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  à  Kœnigsberg  (Alle- 
magne). 

1886.      LIOUVILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 
6  bis,  à  Paris. 

1880.  LORIN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  186,  à 

Paris. 

• 

1872.      LUCAS  (Edouard),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,   i, 
rue  Boutarel,  à  Paris. 

1888.  LUCAS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  du  Trocadéro,  19, 

à  Paris. 

1886.      LYON,  étudiant  en  Mathématiques,  au  bureau  de  M.  le  Baron  de  Gunsbourg,  à  Saint- 
Pétersbourg. 

1882.      MACÉ  DE  LEPINAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  boule- 
vard Saint-Michel,  i4>  à  Paris. 

1872.      NALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame<des-Champs,  44*  ^  Paris. 

1875.      MALLOIZEL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,   17,  à  Paris. 

1872.      MANNHEIM,  colonel  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe, 
II,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

1872.  MARSILLY  (  le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre  (Yonne). 

1884.      MARTIN  (Artemas),  U.  S.  Coast  and  géodésie  Survey  Office,  Washington  D.  C.  (Etats- 
Unis  d'Amérique). 

1889.  MARTIN,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  professeur  de  Mathématiques,  60,  rue 

Lhomond,  à  Paris. 

1873.  MATHIEU  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  Claude-le-Lorrain,  20,  à 

Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 

1886.       MAXIMOVrrCH  (Vladimir),  professeur  à  l'Université,  8,  rue  Timoricoska,àKiew  (Russie). 
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bâte 

et: 

1889.      HlMlUli  TlWttU    K;,  memLrod.*U  SocH*te  Je  G«>o«rraphie  Je  Vexieo.  i«  dcCorm, 
n^  I  I  1.  Orizaba    Mexique^ . 

18i^t.      mCEBLU,  lieeaeië  es  sciences,  boolevard  Saiot-Micbel.  m. 'à  Pari^^w  S.  P. 

1873.      VniC-iirnit,  professeur  à  l'iDUersité,  à  Stockholm  :Soéd€\ 

1872.  MCTIBi,  inspecteur  gcDéral  des  Mines,  examinateor  des  élèves  à  TÉcole  PolytechaKiae, 

me  do  Vai-de-Orice,  9,  à  Paris. 

1888.      VU9flMnil  'Asotosh',  professeur  de  Natbématiqaes,  77,  Rassa  Road,,  Nortli  Bho- 
wanîpore,  à  Calcutta    Iode]. 

1885.      ttdCBC,  professeur  a  ri'nÎTersite,  rue  Sclessin,  6.  à  Liè^*»  (Belciqacj. 

188^2.      iCi4H     d').  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées ,  à  Pontoise  (Seiae-et-Oise). 

1873.  #f9l#  '  Enrico  d'',  professeur  à  l'CniTersite,  Corso-Oporto.  îo,  à  Turin  (Italie). 

1888.      fAfliKt  'Georges',  professeur  de  Mathématiques  spéciales  an  Lycée  d'OrléuM,  quai 
Barrentin,  3},  à  Orléans  (Loiret;. 

1881.  fiRIT,  agrégé  des  Sciences  mathématiques,  maître  de  conféreBces  à  la  Faculté  des 

Sciences,  'vy,  ru^  du  Faubojrg-SUnislas.     >ancy    <  Meurthe-et-Mocelle). 

1872.      fiftlClTIEt  -le  général;,  rue  du  Cirque,  S,  à  Paris. 

1872.  filBAl,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  des  Saints-Péres,  56.  à  Paris. 

1882.  flTCtlT.  ancien  éléTe  de  l'École  Polytechnique,  à  Valegnat,  par  BelleaaTes  (Allier). 

1881.      firff^U    Tabbe,,  professeur  au  collège  Stanislas^  me  Kotre-Dunenles-Cliamps, 
Ky.  a  Paris. 

1881.      PILLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Blatin,  5i.  à  ClermoBt-Femiid 
(  Puy-de-DAne). 

188^>.      fELLCTIL&C,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Constantine  ;^' Algérie). 

1871.  PEICU,  ch«»f  d'escadron  d'.Artillerie,  commandant  le  4*  hataillon  de  forteresse,  à  Ver- 

dun (  Meuse). 

1881.  rfMTT  (Joseph),  Lniversité  John  Hopkins.  à  Baltimore  .^Euts-Unis  d'Amérique).  S. P. 

1873.  fEttH,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Erpell.  5,  au  Mans  (  Sarthe  »,  S.  P. 

1887.  PtZIO  ^DEL»,  professeur  à  l'Unifersite.  7>,  via  Gennaro  Serra,  à  >iaples  «  Italie). 

1873.  flILIfPêl,  secrétaire  de  la  Kacult«'  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 

1m79.      firiKi    Emile  ,   membre  ^ie  llnstitut.  professeur  à   la  Faculté  des  Sciences,  rue  de 
la  Sorbonne,   2,  à  Paris. 

!j>7.Ï.       flC^CT,  chef  de  l>ataillon    du  r»eni^.   examiuateur  d'admission  à  l'École  Polytech- 
nique, rue  Bara.  o,  a  Paris. 

lvS'2.       fWXCilE,   membr»»   d»?   l'Institut,  ingénieur  des   Mines,   professeur  à   la  Faculté  des 
Sciences,  rue  Claude-Bernard.  6.),  à  Paris,  S.  P. 

!H82.      POhW^Ï    Martin  ,  directeur  du  l%cee  communal,  à  Prague  (Bohème  . 

1872.  fOLW^iC ''prince  C.  de\^,  cité  Odiot.  rue  Washington,  â  Paris,  S.  P. 
1877.      fdCS&tT,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers  {  Vienne). 

1877.  rB£!>lE  (DE),  sous-intendant  militaire  en  retraite,  rue  Mon;;e.  82.  à  Paris. 

1881.  ftCClilCLLI.  répétiteur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Snint-Michel,  \\^  à  Paris. 

1872.  flTZ(le    général),  rue  Saint-Mery.  <*8.  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne^. 

1872.  tilU,  rue  de  Tournon,  li,  à  Paris. 

1883.  IlFFl,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Saint-Michel,  ck) 

a  Paris. 

Ift73.       il^tï      DK,,    administrateur   de    la    Compagnie    d'assurances    le    Soleil,    rue    ror- 
tuny,  S    a  Paris. 

t2j71.       I£l\l€il  ''baron  di:  .  bantpiier,  rue  de  la  Bourse,   j.  a  Paiin. 
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Date 

(le 

1  aJuilssSun. 

1873.      REV  (Casimir),  professeur  à  TÉcole  du  Génie,  boulevard  de  la  Reine,  a5,  à  Versailles 
(Seine-et-Oise). 

1872.      RIBAUCOVR,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Philippeville  (Algérie). 

1881.      RIBOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  i,  à  Dijon  (Côte. 

d'Or). 

1888.      ROBI\  (Gustave),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Chanoinesse,  q,  à  Paris. 

1872.      RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  63,  à  Paris. 

1872.      ROCART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  137,  à  Paris. 

1872.      ROllGHE  (Eugène),  professeur  au  Conservatoire  des  A. ris  et  Métiers,  examinateur  des 
élèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 

1885.      ROGQIET,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de  l'École-d'Artille- 
rie,  3,  à  Toulouse    (Haute-Garonne). 

1872.      ROUSSELIIV,  professeur  au  lycée  Fontanes,  rue  du  Rocher,  35,  à  Paris. 

1888.  RUSSO  (Giovanni),  professeur  h  Catanzaro,  Discesa  Case  Arse,  2  (Italie). 

1881.      SAINT-PAUL  (Ducip  de),  sous-directeur  d'Artillerie  à  l'Arsenal  de  Toulouse  (Haute-Ga- 
ronne). 

1889.  SARAZ,  professeur  de  Mathématiques,  60,  rue  Monsieur-le-Prince,  Paris. 

1872.      SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  h  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  chef  adjoint  de  l'exploitation  à 

la  Compagnie  du   chemin   de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.  SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 
1881.      SCHLECEL  (D'  Victor),  à  Hagen  (Allemagne). 

1881.  SCHOUTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 

1876.  SCOUBERT,  professeur,  Steindamm,  107,  à  Hambourg  (Allemagne). 

1877.  SÉ6UY,  avenue  des  Gobelins,  28,  à  Paris. 

1882.  SÉLIVANOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Uuiversité,  Fontankà,  102,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (Russie). 

1883.  SINART,  lieutenant  de  vaisseau,  répétiteur    à    l'Ecole   Polytechnique,     examinateur 

d'admission  h  l'École  navale,  rue  Miroménil,  70,  à  Paris. 

188i.      SIHO:V\ET,  chef  d'escadron  d'artillerie,  à  Versailles  (Seine-et-Oise). 

1881.  STARKOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  Deribasowskaja,  6,  à  Odessa 

(Russie). 

1870.      STEPHANOS  (D'  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 

188C.      STIELTJES,  professeur  à  la  Faculté  des   Sciences,  rue  de   Fleurance-Montplaisir,  4>  ^ 
Toulouse  (Haute-Garonne). 

1873.  STUDNICKA,  professeur  à  l'Université^  à  Prague  (Bohème). 

1872.      SYLOW,  professeur  h  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège),  S.  P. 

1872.      TANKËRY  (Paul), directeur  des  Manufactures  deTÉtat,  rue  de  PenthU&vre,  38,  Paris.  S.  P. 

1875.      TAN.\ERY  (Jules),  sous-directeur  de  l'École  Normale  supérieure,  ^5,  rue  d'Ulm,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  receveur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzcl,  à  Alger  (Algérie), 

S.  P. 

1882.      TtHÉBlCUEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie),  S.  P. 
1872.      TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  Condé,  i5,  à  Paris. 

1886.  TIIEWISS,  docteur  t's  sciences  de   L'Université  de  Liège,  rue  Casimir-Delavigne,    3,  à 

Paris. 

187'2.      TISSERAND,  membre  de  l'Inslilut,  avenue  de  l'Observaldire,  5,  à  Paris. 
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Date 

de 
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1873.      TISSIIT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (Isère). 
1872.      TRESCA,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  château  de  CourtoEé,   par  Ven- 
dôme (Loir>et-Cher). 

1872.  VACQDANT,  inspecteur  général  de  l'UnÎTersité,  boulevard  Saint-Michel,  i3,  à  Paris. 

1884.  VANiAHB,  ancien  officier  d'ArUllerie,  rue  de  la  Vignette,  65,  à  Lille  (Nord). 

1880.      VANBCBK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jièfn  (Bohème). 

1885.  VAJIBCEK  (M.-M.),  professeur  à  Kralové  Hradec  (Autriche). 
'1876.      ÎICAIRE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

1882.      VIBLLARD,  manufacturier,  décédé,  S.  P. 

1888.      VrrO  VOLTERRA,  professeur  titulaire  de  Mécanique  rationnelle  à  rUniversité  de  Pise 

(IUlie). 

1880.  WALCKENABR,  ingénieur  des  Mines,  9,  rue  Rayard,  à  Paris. 

1879.      WBILL,  professeur  de  Mathématiques  au  collège  Chaptal  et  à  l'école  Monge,  19,  rue 
Thiers,  au  Vésinet  (Scine-et-Oisc). 

1873.  WEYR  (D'  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 

1872.      WEYR  (D'  Emile),  professeur  à  l'Université, Ha uptstrasse,  109,  à  Vienne,  III  (Autriche). 

1882.      WILSON,  3,  avenue  d'Iéna,  à  Paris. 

1878.      WORKS  DE  ROIILLY,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1882.      ZAROUiSKY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saint-Pé- 
tersbourg (  Russie  ) . 

1881.  ZEUTREiV,  professeur  à  l'Université,  Citadelsvej,  9,  à  Copenhague  (Danemark). 
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SOCIETAIRES    PERPETUELS. 

BEXOIST,  docteur  en  droit. 

BIEKAYMÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

BIOCQE,  proresseur  de  mathématiques. 

BISCIIOFFSBEIM,  banquier. 

BORCHVRDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé). 

BR0C4BD,  chef  de  bataillon  du  Génie. 

CA^BT,  ingénieur  civil. 

CHASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

CLAIDE-LAFOKTAI.XE,  banquier. 

FOIBET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 

GAUTBIEB-VILLARS,  imprimeur-éditeur. 

UALPDEK,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

HATO:V  DE  LA  fiOlPlLLIÈRK,  membre  de  l'Institut. 

IIERVITE,  membre  de  l'Institut. 

niRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Greenwîch. 

JORDAN,  membre  de  Tlnstitut. 

LAFFON  DE  LADÉBAT,  vice-amiral  (décédé). 

NANKBEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

MERCEBEAli  licencié  es  sciences  mathématiques. 

PEROTT  (Joseph). 

PERRIiV,  ingénieur  en  chef  des  Mines. 

POI^CARÉ,  membre  de  Tlnstitut. 

POLICNAC  (prince  C.  de). 

RAFFY,  maitre  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences. 

SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald. 

TAKIVERY  (Paul),  ingénieur  des  manufactures  de  l'État. 

TARBY,  reci'veur  des  Contributions  diverses. 

TCHEBICIIEFK,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

VIELLARD,  mnnnfactnritM*  (décédé). 


-   \ri   — 


et  la 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam 
Amslerdam 

Berlin 

Berlin 


Berlin. 


Berlin, 


Ballimoro, 


Bolog;ne. 


Bordeaux. 


Bruxelles. 


Bruxelles.. 
Bruxelles.. 
Cambridge. 
Christiania, 


Coïmbre 


Copenhague 

Cracovin.. . . 

Dclft 

Dresde.    . . . 


Edimbourg, 
Gaiid 


Goeltingen 
Guetlingen. 


Hambourg. 
Harlem. . . . 
Helsingfors, 
Kharkoff... 
Leipzig. .  .  . 
Londres. . , 
Londres. . . 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam . 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Archiv  fur  Mathcmatik  und  Physik  (  rédac- 
teur  D'  Hoppe,  Prinzenstrasse,  69.  S.  W. 

Jahrbuch  iiber  die  Fortschritte  der  Mathc- 
matik . 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik  (rédacteurs  MM.  Kronecker  et 
Wcierstrass) . 

/4merican  Journal  of  Mathematics,  publié 
par  l'Université  John  Hopkins  (rédacteur 
M.  Thomas  Craig). 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientilique  de  Bruxelles. 

Société  Belge  d'Électriciens. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab 
chez  M.  Gammenncyer,  libraire,  Cari 
Johans  Gade,  33,  à  Christiania. 

Jornal  de  Sciencias  matematicas  e  astrono- 
micas  (rédacteur  M.   Gomes  Teixeira). 

Tidsshrift  for  Mathematik  (  rédacteur  M .  Zeu- 
thcn). 

Académie  des  Sciences. 

Kcole  Polytechnique  de  Delft. 

Zeitschrift  fiir  Mathematik  und  Physik  (ré- 
dacteur D**  Oscar  Schlômilch). 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand, 
et  Neuberg.  à  Liège). 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Matheniatische  yiiinalen  (rédacteur  M.  Félix 
Klein). 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  mathématique  de  KharkolY. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 


Hollande. 

Hollande. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

États-Unis 
d'Amérique. 

Italie. 

France. 

Belgique. 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bretagne . 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark. 
Autriche. 
Hollande. 

Allemagne. 
Grande-Bretagne . 

Belgique. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Hollande. 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 
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Londres 

Luxembourg 

Mexico 

Mexico 

Milan 

Milan 

Moscou 

Munich 

Naples 

New-Haven 

Odessa 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Palerme 

Pise 

Pise 

Pragut» 

Prague 

Prague 

Rome 

Saint-Pétersbourg 

Saint-Pétersbourg 

Stockholm 

Toulouse 

Upsal 

Veniàc 

Vienne 

Zurich 


Société  Royale  de  Londres. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Sociedad  cientifica  «  Antunio  Alzate  ». 

Observatoire     météorologique     magnétique 
central . 

/inttalidi  Matematica  (rédacteur  M.Rrioschi  ). 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Let- 
tres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 
mathématiques  de  Nuples. 

Académie  des  Sciences  et  Arts  du  Connec- 
ticut. 

Société  mathématique  d'Odessa. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences,  à  Paris. 

Société  philomathique  de  Paris. 

Bulletin    des  Sciences    mathématiques   (ré- 
dacteurs MM.  Darboux  et  J.  Tannery). 

Journal  de  C École  Polytechnique. 

Journal  de   Mathématiques  élémentaires    de 
de  Longchamps,  à  Paris. 

Journal  de    Mathématiques    spéciales  de  de 
Longchamps,  à  Paris. 

Circolo  matematico  (Bendieonti  del). 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Université  Royale  de  Pise. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Casopis  pro  péstovàni  matheniatiky  a  fysiky 
(rédacteur  M.  Eduard  Weyr). 

Société  mathématique  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei. 

Formulaire  de  Physique  générale  ('j^.  Per- 
spective anglaise). 

Académie  Impériale  des  Sciences. 

Àcta  Mathematicn(rcdact.  M.  Miltag-Leffior). 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 
et  Arts. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 


Gra  nde-Bretagne 

Luxembourg. 

Mexique. 

Mexique. 
Italie. 

Italie. 

Russie. 

Raviére. 

Italie. 

ÉUU-Unis 

d'Amérique. 

Russie. 

France. 

France. 
France. 

France. 
France. 

France. 

France. 

Italie. 

lulie. 

Italie. 

Autriche. 

Autriche. 

.\u  triche. 

Italie. 

Russie. 
Russie. 
Suéde. 

France. 
Suède. 

Italie. 

Autriche. 

Suisse. 


DECRET 


Ql  I  HKCONNAIT  COMME  KTABLISSEMENT  D'UTILITÉ  PUBLIQUE 
LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


Le  Président  de  la  République  française, 

Sur  le  rapport  du  Ministre  de  Tlnslruction  publique,  des  Cultes  et 
des  Beaux-Arts  ; 

Vu  la  demande  formée  par  la  Société  mathématique  de  France,  à 
TefTel  d'être  reconnue  comme  établissement  d'utilité  publique; 

Vu  les  statuts  de  celte  Société,  Télat  de  sa  situation  financière  et 
les  autres  pièces  produites  à  l'appui  de  sa  demande; 

Vu  les  avis  favorables  du  Vice-Recteur  de  l'Académie  de  Paris  et 
du  Préfet  de  la  Seine; 

La  Section  de  l'Intérieur,  de  l'Instruction  publique,  des  Cultes  et 
(les  Beaux-Arts  du  Conseil  d*Etat  entendue; 

Décrète  : 

Art.  1.  —  La   Société  mathématique  de   France   est  reconnue  comme 
/      établissement  d'utilité  publique. 

Art.  2.  —  Les  statuts  sont  approuvés  tels  qu'ils  sont  ci-annexés.  Au- 
cune modification  ne  pourra  y  être  apportée  sans  Tautorisation  du  Guu- 
vernenienl. 

Art.  W.  —  Le  Ministre  de  l'Instruction  publique,  des  Cultes  et  des 
Beaux-Ans  est  chargé  de  l'exécution  du  présent  décret. 


Fait  à  Paris,  le  ii  février  i888. 


I.ç  Ministre  do  /'Instruction  publique, 
(tes  Cultes  et  des  lieaux-Arts, 

Sii^nr  :   I^Kor<»i.L>  KAV  K. 


Sif,'né  :  CAH\OT. 


STATUTS 


DR    LA 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


Article  premier. —  L'Association  dite  Société  mathématique  de  France, 
fondée  en  187:2,  a  pour  objet  ravancement  et  la  propagation  des  études  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées. 

Elle  y  concourt  par  ses  travaux  et  ses  publications. 

Elle  a  son  siège  à  Paris. 

Art.  2.  —  La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres 
résidents  et  de  membres  non  résidents,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  do- 
micile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Art.  3.  —  Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sont 
les  suivantes  :  1°  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par 
le  Conseil  d'administration  ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat 
du  Conseil;  2°  avoir  obtenu,  à  l'une  des  séances  qui  ont  suivi  la  pré- 
sentation, les  suffrages  de  la  majorité  des  membres  présents;  3°  avoir 
versé  un  droit  d'admission  de  dix  francs;  4°  payer  une  cotisation  annuelle 
dont  le  montant  est  de  vingt  francs  pour  les  membres  résidents,  et  de 
quinze  francs  pour  les  membres  non  résidents. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de 
/rois  cents  francs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  admi- 
nistratif de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

Art.  i.  —  Le  Bureau  de  la  Société  comprend  : 

I  président; 

4  vice-présidents; 

'À  secrétaires; 

•2  vice-secrétaires; 

I  trésorier; 

I  archiviste. 
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Le  Conseil  d'administration  se  compose  des  membres  du  Bureau  et  de 
douze  autres  membres  de  la  Société. 

Le  Bureau  et  le  Conseil  se  recrutent  exclusivement  parmi  les  membres 
pésidents  de  nationalité  française. 

Toutefois,  un  certain  nombre  de  membres,  résidents  ou  non  résidents, 
français  ou  étrangers,  peuvent,  à  titre  honoraire,  figurer  parmi  les  membres 
du  Bureau. 

Les  fonctions  du  Bureau  et  du  Conseil  sont  gratuites. 

Art.  5.  —  Le  Bureau  est  élu  pour  un  an. 

Les  membres  du  Bureau  sont  indéfmiment  rééligibles  dans  les  mêmes 
fonctions.  Toutefois,  la  présidence  ne  peut  être  confiée  au  même  sociétaire 
pendant  plus  de  deux  années  consécutives. 

Les  autres  membres  du  Conseil  sont  renouvelés  chaque  année  par  tiers. 
I^s  membres  sortants  sont  rééligibles. 

Les  élections  ont  lieu  en  assemblée  générale,  conformAnent  à  Tarticle  16. 

Art.  6.  —  Tous  les  membres  de  la  Société  sont  appelés  à  participer  à 
l'élection  du  Bureau  et  du  Conseil  soit  directement,  soit  par  correspon- 
dance. L'élection  a  lieu  à  la  majorité  absolue  des  votants. 

En  cas  de  vacances  venant  à  se  produire  dans  le  cours  d'un  exercice,  le 
Conseil  pourvoit  au  remplacement  de  ses  membres  et  des  membres  du  Bu- 
reau, sauf  ratification  par  la  plus  prochaine  assemblée  générale. 

Art.  7.  —  Le  Conseil  se  réunit  au  moins  quatre  fois  par  an  et  toutes  les 
fois  que  les  intérêts  de  la  Société  l'exigent. 

Les  convocations  ont  lieu  sur  Tinitiativc  du  président,  ou  sur  la  de- 
mande de  cinq  membres  du  Conseil. 

La  présence  de  huit  membres  est  nécessaire  pour  la  validité  des  déli- 
bérations. 

11  est  tenu  procès-verbal  des  séances. 

Le  procés-verbal  de  chaque  séance  est  signé  par  le  président  et  le  secré- 
taire qui  ont  composé  le  bureau. 

Art.  8.  —  Les  délibérations  relatives  à  l'acceptation  des  dons  et  legs, 
aux  acquisitions  et  échanges  d'immeubles,  sont  soumises  à  l'approbation  du 
Gouvernement. 

Art.  9.  —  Les  délibérations  relatives  aux  aliénations,  constitutions 
d'hypothéqués,  baux  à  long  terme  et  emprunts  ne  sont  valables  qu'après 
l'approbation  par  l'assemblée  générale. 

Art.  10.  —  L\in  des  secrétaires  représente  la  Société  en  justice  et 
dans  tous  les  actes  de  la  vie  civile. 

Art.  II.  —  Les  ressources  de  la  Société  proviennent  : 

1°  Des  droits  d'admission,  colisaliims  i*t  souscriptions  \olonlaires  de  ses 
membres  ; 
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1"  Des  dons  et  lcj»s  donl  racceplalion  aura  été  autorisée  par  le  Gouver- 
nement ; 

3"  Des  subventions  qui  pourraient  lui  être  accordées; 

4**  Du  produit  de  la  vente  de  son  Bulletin  et  des  Ouvrages  édités  par 
ses  soins; 

5°  Du  produit  des  ressources  créées,  à  titre  exceptionnel,  avec  Fautori- 
sation  du  Gouvernement; 

6**  Enfin  du  revenu  de  ses  biens  et  valeurs  de  toute  nature. 

Art.  1â.  —  Les  fonds  disponibles  sont  placés  en  immeubles,  en  renies 
sur  rÉtat,  en  obligations  de  chemins  de  fer  dont  l'État  garantit  un  mini- 
mum d'intérêt,  en  obligations  du  Crédit  foncier  de  France  et  en  obliga- 
tions de  la  V'ille  de  Paris. 

Art.   13.  —  Le  fonds  de  réserve  comprend  : 

i"  Le  montant  des  droits  d'admission; 

2°  Les  sommes  versées  pour  le  rachat  des  cotisations; 

3°  La  moitié  des  libéralités  autorisées  sans  emploi. 

Ce  fonds  est  inaliénable;  ses  revenus  peuvent  être  appliqués  aux  dé- 
penses courantes. 

Art.  1  i.  —  La  Société  se  réserve  d'employer  tous  les  moyens  d'action 
pouvant  contribuer  au  développement  des  iMathématiques,  notamment  :  la 
publication  d'un  Bulletin  renfermant,  avec  le  compte  rendu  de  ses  séances, 
des  Mémoires  émanant  de  ses  membres  ou  de  personnes  étrangères;  l'im- 
pression des  œuvres  inédites  ou  la  réimpression  des  Ouvrages  épuisés  des 
anciens  mathématiciens  français  ou  étrangers;  l'attribution  de  prix  et  ré- 
compenses à  des  travaux  ayant  trait  aux  Mathématiques,  dans  les  con- 
ditions qui  pourront  être  fixées  par  le  règlement  administratif. 

Art.  15.  —  Aucune  publication  ne  peut  être  faite  au  nom  de  la  Société, 
sans  l'examen  préalable  et  l'approbation  du  Bureau. 

Art.  16.  —  L'assemblée  générale  des  membres  de  la  Société  se  réunit, 
sur  convocation  spéciale,  au  moins  une  fois  par  an  et  toutes  les  fois  que 
les  intérêts  de  la  Société  l'exigent. 

Son  Bureau  est  celui  des  séances  ordinaires. 

Son  ordre  du  jour  est  réglé  par  le  Conseil  d'administration. 

Elle  entend  le  rapport  qui  doit  lui  être  présenté  annuellement  sur  la 
gestion  du  irésorier,  sur  la  situation   financière  et   morale  de  la  Société. 

Elle  approuve  les  comptes  de  l'exercice  clos,  et  pourvoit  au  renouvelle- 
ment du  Bureau  et  du  Conseil  d'administration. 

Tout  membre  de  la  Société  peut  se  faire  représenter  par  un  autre 
membre,  qui  ne  pourra  cumuler  j)lus  de  trois  voix,  y  compris  la  sienne. 

Art.   17.  —  La  qualité  de  membre  de  la  Société  se  perd  : 
1"  Par  la  démission  ; 
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2°  Par  la  cessation  de  payement  des  cotisations  annuelles; 

3°  Par  la  radiation  prononcée,  pour  motifs  graves,  par  l'assemblée  géné- 
rale, à  la  majorité  des  de\j\  tiers  des  membres  présents,  sur  le  rapport  du 
Conseil  d'administration,  et  le  membre  intéressé  dûment  appelé  à  fournir 
ses  explications. 

Art.  18.  —  Les  statuts  ne  peuvent  être  modifiés  que  sur  l'initiative  du 
Conseil  d'administration,  ou  sur  une  proposition  signée  de  vingt-cinq  mem- 
bres de  la  Société,  et  adressée  au  président,  au  moins  un  mois  avant  la 
séance. 

L'assemblée  extraordinaire,  convoquée  à  cet  effet,  ne  peut  modifier  les 
statuts  qu'à  la  majorité  des  deux  tiers  des  membres  présents  ou  repré- 
sentés. 

L'assemblée  doit  se  composer  du  quart  au  moins  des  membres  de  la 
Société. 

Si  ce  nombre  n'est  pas  atteint,  une  nouvelle  assemblée  extraordinaire 
sera  convoquée  dans  un  délai  qui  ne  pourra  être  inférieur  à  un  mois. 
Dans  cette  séance^  les  délibérations  seront  valables,  quel  que  soit  le 
nombre  des  membres  présents  ou  représentés. 

La  délibération  de  l'assemblée  est  soumise  à  l'approbation  du  Gouver- 
nement. 

Art.  19.  —  L'assemblée  générale,  appelée  à  se  prononcer  sur  la  disso- 
lution de  la  Société  et  convoquée  spécialement  à  cet  effet,  doit  comprendre 
un  nombre  de  membres,  présents  ou  représentés,  au  moins  égal  à  la 
moitié  plus  un  du  nombre  des  sociétaires.  Ses  résolutions  sont  prises  à  la 
majorité  des  deux  tiers  des  membres  présents  ou  représentés,  et  soumises 
à  l'approbation  du  Gouvernement. 

Art.  20.  —  En  cas  de  dissolution,  l'actif  de  la  Société  est  attribué,  par 
délibération  de  l'assemblée  générale,  à  un  ou  plusieurs  établissements  ana- 
logues et  reconnus  d'utilité  publique. 

Cette  délibération  est  soumise  à  l'approbation  du  Gouvernement. 

Art.  21.  —  Un  règlement  intérieur,  adopté  en  assemblée  générale,  ar- 
rête les  conditions  de  détail  propres  à  assurer  l'exécution  des  présents 
statuts.  Il  peut  toujours  être  modifié  dans  la  même  forme. 
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RÈGLEMENT 


VOTK    A   LA    SÉANCE    DE    I/ASSEMBLÉE    GÉNÉRALE,    LE    30  JUIN    1888. 


CHAPITRE  PKEMIER. 

DISPOSITIONS    GÉNÉRALBS. 


Article  premier.  —  Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la 
Société  mathématique  de  France,  sont  fixées  par  le  premier  paragraphe  de 
l'article  3  des  statuts. 

Dans  le  oas  où,  pour  des  motifs  sérieux,  le  Bureau  croit  devoir  surseoir 
à  la  présentation  d'un  candidat,  le  différend  est  soumis  au  Conseil  d'admi- 
nistration, qui  statue  définitivement  dans  sa  séance  la  plus  prochaine. 

Art.  2.  —  Les  membres  nouvellement  élus,  après  avoir  acquitté  le  droit 
d'admission  de  dix  francs  et  le  montant  de  la  première  cotisation  annuelle, 
reçoivent  un  diplôme  signé  par  le  président,  Fun  des  secrétaires  et  le  tréso- 
rier, et  portant  le  sceau  de  la  Société. 

Art.  3.  —  La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque 
exercice,  dont  l'origine  est  fixée  au   i*''  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de 
l'exercice  en  cours,  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

Art.  I.  —  Tout  membre  a  le  droit,  à  une  époque  quelconque,  de  ra- 
cheter ses  cotisations  à  venir  et  de  devenir  sociétaire  perpétuel,  moyen- 
nant la  somme  de  trois  cents  francs  {^vl.  3  des  statuts).  Cette  somme 
peut  être  payée  en  une  seule  fois,  ou  par  versements  de  cent  francs  cha- 
cun, se  suivant  à  des  intervalles  qui  ne  doivent  pas  dépasser  une  année. 

En  cas  de  retard,  la  cotisation  annuelle  continue  à  être  exigible,  indé- 
pendamment et  ju<5qu'à  complet  acquittement  de  la  somme  de  trois  cents 
francs. 

Art.  3.  —  Tout  membre  qui,  n'étant  pas  sociétaire  perpétuel,  négligera 
de  payer  régulièrement  sa  cotisation  annuelle,  sera,  après  avertissement  du 
trésorier,  à  lui  adressé  par  lettre  recommandée,  et  resté  sans  effet,  con- 
sidéré comme  démissionnaire. 
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CHAPITRE  II. 

TENUE   DKS   SÉANCES   DE   LA   SOCIÉTÉ. 

Art.  6.  —  La  Société  lient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois; 
elle  prend  trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Art.  7.  —  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux 
élections  pour  le  renouvellement  du  Bureau  et  du  Conseil. 

Art.  8.  —  Il  est  adressé,  chaque  année,  dans  le  courant  d'octobre,  à 
tous  les  membres  de  la  Société,  une  carte  imprimée  portant  l'indication  des 
jours  de  séance. 

Art.  9.  —  Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  So- 
ciété doivent  être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

Art.  iO.  —  La  présence  du  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un 
des  secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  Bureau  à 
chaque  séance. 

Art.  a.  —  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents,  le 
trésorier  ou,  à   son  défaut,  l'archiviste,  occupe  le   fauteuil.    • 

A  défaut  des  membres  du  Bureau  qui  viennent  d'être  désiji^nés,  les  fonc- 
tions de  président  sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  sociétaires  présent»  à 
la  séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
invile  un  des  membres  présents  à  en  remplir  les  fonctions. 

Art.  12.  — Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès-verbal  de 
la  séance  précédente. 

Les  Communications  sont  faites  dans  l'ordre  de  leur  inscription. 

Art.  13.  —  Les  questions  relatives  à  l'administration  de  la  Société,  ù 
moins  d'une  demande  du  Conseil,  ne  peuvent  être  traitées  en  séance  ordi- 
naire. Elles  doivent  faire  l'objet  d'une  note  remise  au  présidcnl,  qui  en  ré- 
fère au  Conseil  dans  sa  plus  prochaine  réunion. 

CHAPITRE  III. 

BILLETIN   ET   PUBLICATIONS   DIVERSES. 

Art.  li. —  La  Société  publie  [)ar  livraisons  un  recueil  annuel  qui  a  pour 
litre  :  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient, 
avec  un  extrait  des  procès-verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires 
sur  les  iMathématiques  pures  ou  ap[)liquées,  ayant  pour  auteurs  «les  mem- 
bres de  la  Société,  et  présentani  quelque  orij^inalilé  au  point  de  vue  de  la 
méthode  ou  des  résultats. 
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Les  travaux  des  personnes  élranji^ères  à  la  Société  peuvent,  exception- 
neilemenl,  trouver  place  dans  le  Bulletin^  à  la  condition  d'offrir  un  intérêt 
suffisant. 

Art.  15.  —  L'un  des  secrétaires  est  spécialement  chargé  par  le  Conseil 
de  tout  ce  qui  concerne  la  publication  du  Bulletin.  Il  est  assisté,  dans  le 
choix  des  Notes  et  Mémoires  qui  peuvent  y  être  insérés,  par  une  Commis^ 
sion  d'impression  composée  du  président,  des  vice-présidents,  du 
deuxième  secrétaire  et  des  vice-secrétaires. 

Art.  16.  —  La  Société  se  propose,  dans  les  limites  de  ses  droits  et  de 
SCS  ressources,  de  publier,  soit  dans  le  corps  du  Bulletin,  soit  à  part,  des 
Mémoires  inédits  et  de  réimprimer  des  œuvres  importantes  d'anciens  ma- 
thématiciens français  ou  étrangers  (art.  14  des  statuts). 

Art.  17.  —  Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres 
de  la  Société,  au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le 
cas  où  un   sociétaire  se   met  en  relard  dans  le  payement  de  sa  cotisation, 

l'envoi   du    Bulletin   est  suspendu   pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté 

1«       .  »    » 
arrière. 

Art.  18. —  Le  Conseil  fixe,  par  mesure  générale,  les  prix  réduits  moyen- 
nant lesquels  les  membres  de  la  Société  peuvent  se  procurer  les  volumes 
du  Bulletin  puru?^  antérieurement  à  leur  admission,  et  les  Ouvrages  autres 
que  le  Bulletin  publiés  par  les  soins  de  la  Société. 


CHAPITRE  IV. 
bibliothèque  et  conférences. 

\rt.  19.  —  La  Société  entretient  une  bibliothèque,  qui  est  alimentée 
par  les  dons  particuliers,  les  achats  autorisés  par  son  Conseil  d'admi- 
nistration, et  l'échange  de  ses  publications  avec  les  journaux  et  recueils 
consacrés  aux  Mathématiques  pures  et  appliquées,  paraissant  en  France 
et  à  l'Étranger. 

Art.  20.  —  La  bibliothèque  est  ouverte  aux  membres  delà  Société,  aux 
jours  et  heures  fixés  par  le  Conseil  et  indiqués  sur  la  carte  des  séances 
envoyée  chaque  année  aux  sociétaires,  dans  le  courant  d'octobre. 

Elle  pourra  être  ouverte  exceptionnellement  aux  personnes  étrangères  à 
la  Société,  qui  obtiendront  l'autorisation  du  Conseil. 

Art.  21. —  Le  Conseil  peut  autoriser,  d'une  manière  générale  et  pour 
tous  les  mei!d)n's  de  la  Snriéié,  le  prêt  à  domicile  des  ouvrages  de  la  bi- 
bliothèque. 

Art.  22.  —  Chaipie  sociétaire  ne  peut  emprunter  à  la  bibliothèque  [)lu> 
lie  deux  volumes  à  la   fois.    11  en  donne  un    reçu   à  l'archiviste  sur  un  re- 
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gistre  à  souches^  el  ne  peul  les  garder  plas  de   deu\  mois,  sous  peine  de 
se  voir  priver  à  l'avenir  du  bénéfice  du  présent  article. 

Art.  23.  —  Des  conférences  mathématiques  pourront  être  faites  au  siège 
de  la  Société,  dans  des  conditions  fixées  par  le  Bureau  pour  chacune 
d'elles. 

CHAPITRE  V. 

COMPOSITION  ET    MODE   D'ÉLECTION  Dl'   BUREAU   ET  DU   CONSEIL. 

Art.  24.  —  La  Société  est  administrée  par  un  Conseil  composé  comme 
l'indique  l'article  4  des  statuts. 

Le  Bureau  du  Conseil  est  le  même  que  celui  de  la  Société  (art.  4  des 
statuts). 

Le  nombre  des  membres  honoraires  prévus  par  l'article  4  des  statuts 
n'est  pas  limité;  ces  membres  honoraires  ne  peuvent  être  nommés  que  sur 
la  présentation  du  Conseil  ou  sur  une  proposition  spéciale  faite  par  écrit, 
signée  de  vingt  membres  de  la  Société,  et  déposée  au  plus  tard  dans  la 
dernière  séance  de  décembre. 

Art.  25.  —  Le  renouvellement  du  Bureau  et  du  Conseil  a  lieu  chaque 
année,  dans  la  première  séance  de  janvier,  et  conformément  aux  prescrip- 
tions des  articles  5,  6  et  16  des  statuts. 

Dans  ce  but,  un  avis  de  convocation,  accompagné  de  bulletins  de  vote 
en  blanc  et,  s'il  y  a  lieu,  des  propositions  du  Conseil,  est  envoyé,  dans  le 
courant  de  décembre,  à  tous  les  membres  de  la  Société. 

Art.  26.  —  Les  membres,  qui  ne  peuvent  assister  à  la  séance  dans 
laquelle  ont  lieu  les  élections,  sont  invités  à  envoyer  au  président,  en 
lemps  opportun,  leurs  voles  sous  enveloppes  fermées,  en  y  joignant  un 
avis  d'envoi  portant  leur  signature. 

Les  enveloppes  contenant  les  bulletins  de  vole  ne  sont  ouvertes  qu'au 
moment  du  scrutin. 

CHAPITRE  VI. 

attributions   des  membres   DU    BUREAU. 

Art.  27.  —  Le  président  veille  à  l'observation  des  statuts  et  du  règle- 
ment de  la  Société;  il  assure  l'exécution  des  délibérations  du  Conseil. 

Art.  28.  —  Les  secrétaires  ou,  à  leur  défaut,  les  vice-secrétaires  rédi- 
gent les  procès-verbaux  des  séances  de  la  Société  el  des  séances  du 
Conseil. 

Art.  29.  —  Sous  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés 
de  la  correspondance  pour  tout  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires 
de  la  Société;  ils  convoquent  la  Société,  le  Conseil  et  les  Commissions, 
quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres  du  jour. 
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Art.  30.  — L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archives  de  la  So- 
ciété. Il  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque;  il  dresse  le  catalogue  des 
livres,  brochures  et  manuscrits  qui  en  font  partie. 

Art.  31 .  —  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes  dues 
à  la  Société.  11  acquitte  les  dépenses  ordonnancées  par  l'un  des  secrétaires, 
spécialement  délégué  par  le  Conseil.  Il  tient  un  registre  des  recettes  et 
des  dépenses. 

Art.  32.  —  Il  ne  peut  être  fait  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds 
«le  la  Société,  sans  une  délibération  spéciale  du  Conseil. 


CHAPITRE  VII. 

ATTRIBUTIONS   DU    CONSEIL    ET  TENUE   DE    SES    SÉANCES.  —  COMMISSIONS. 

Art.  33. —  Le  Conseil  se  réunit  dans  les  conditions  fixées  par  l'article  7 
des  statuts. 

Art.  3i.  —  A  chaque  séance  du  Conseil,  les  noms  des  membres  présents 
sont  consignés  au  procès-verbal. 

Art.  35.  —  Sur  la  proposition  de  cinq  membres,  le  vote  peut  avoir  lieu 
au  scrutin  secret. 

Art.  36.  —  Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  à  la 
Société  des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  prises  aux  deux  tiers  des  voix 
des  membres  présents. 

Art.  37.  —  Les  procès-verbaux  des  séances  du  Conseil  doivent  être 
transcrits  sur  un  registre  coté  et  parafé  par  l'un  des  secrétaires;  ils  doivent 
être  signés  par  le  président  et  le  secrétaire  qui  ont  composé  le  Bureau; 
les  renvois  doivent  être  parafés  et  les  mots  rayés  approuvés. 

Art.  38.  —  Le  Conseil  se  réunit  chaque  année,  dans  le  courant  de  dé- 
cembre, pour  délibérer  sur  l'étal  des  aiïaires  de  la  Société,  prendre  les 
mesures  préparatoires  relatives  aux  élections  et  prévues  au  Chapitre  V, 
nommer  la  Commission  de  comptabilité  chargée  de  vérifier  la  gestion  du 
trésorier,  et  la  Commission  des  archives,  chargée  de  vérifier  celle  de  Tar- 
chiviste. 

Art.  39.  —  Chacune  de  ces  deux  Commissions  ne  peut  être  composée 
de  moins  de  trois  membres.  Elles  font  leur  rapport  à  la  Société  dans  la 
première  séance  de  janvier. 

Art.  iO.  —  Le  Conseil  peut  provoquer,  parmi  les  membres  de  la  Société, 
la  formation  de  Commissions  ayant  un  but  spécial,  technique  ou  scien- 
tifique. 
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CHAPITRE  Mil. 

BCVI5IO>    DES  >T%TrT^   OC   Dl    tLiULEMEST. 

Abt.  41.  —  Le^  CModitîons  dan>  le^aell*^:^  peut  avoir  lies  la  rexisioB  des 
<^iatHt5  $<>at  b\êe<  par  rarti«;le  18  <lef«iit5  fUtots. 

Daii«  W  cas  où.  à  la  suite  d'une  première  cosTocatioB.  r*»efldbléc 
e\tra«>r»iinaire.  réunie  ilans  ce  but.  ne  pourrait  «lëlibérer  YalabKeaeBt.  bbc 
nouvelle  assemblée  e\tra*>r»linairi*  «erait  réunie  dans  un  délai  iBférîeBr  à 
ciBt]  mois. 

Ait.  4^  —  Le  reniement  ne  peut  être  m^^Jifié  i]ne  sur  l'iBitiatiTe  dm 
Conseil  (l'administration.  <>u  sur  une  pr«>p*><iti*»n  <îj:née  de  \'iBSt-ciBq 
membres  de  la  S»x*iété  et  adres-^ée  an  pré'iitlent. 

Air.  43.  —  Lassemblee  e\tra*»nlinaire  c»>n\«>^uée  à  cet  effet,  el  réoBie 
dans  le^  trente  jour^  qui  suivent  la  remise  de  la  prop*>siti«'ka.  oe  peat  déli- 
bérer valablement  «^ne  si  le  quart  au  moin*^  des  membres  tJe  la  S«>eiêté  soBt 
présents  •>«  repré^çentés. 

Si  cette  pr»:»p*>rti*>n  n'est  pas  atteinte,  une  nouvelle  asseoiblée  extracH"- 
«linAÎre  est  réunie  ilans  un  délai  compris  entre  un  et  cinq  mois. 

C^ans  cette  séance.  Ie<  dé  libérât  i»«n  s  s«knt  vaLiblei^.  qa«*l  que  <4^t  le  noBibre 
de*  membres  présents  •»u  représenté*. 

A»T.  41. —  Pour  les  assemblées  e\traoniinaires.  toU'^   le*  membres  de 

la  Sx'iété  *«*nt  *pécîjlement  c»^nv.>|ué'i  -i  «iomicile. 

\»T.  i.>.  —  A\j[it  la  réunion  d  une  assemblée  e\tra«>rdinaire  |»«*ar  la 
revisi*  n  -les  -tJtuts  oa  *hi  ré:::!enient.  le  •.'•>n<eîL  c«^ov«>{ue  â  cet  etfel. 
n'»ninie  unr  C*  cnnit''-ii"Q  cvni^Kvs^-e  d»*  sept  «ie  se^^  membre*,  «"hjnrée  J"eva— 
niioer  li  «ieminde  •l-*  re*isî»'n  et  d»*  pre-entr'r.  *::r  ■ett'^  •femaotle.  un  rap- 
['•■rt  1  i  i"isrmblèe  ^t-rirril^. 
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Essai  de  théorie  complète  du  système  de  deux  formes  ternaires 

quadratiques  ;  par  M.  R.  Perrin. 

La  théorie  du  système  simultané  de  deux  formes  ternaires  qua- 
dratiques, au  point  de  vue  des  propriétés  des  formations  inva- 
riantes qui  s'y  rattachent,  équivaut  à  celle  des  propriétés  projec- 
tives  du  système  de  deux  coniques;  elle  n'est  pas  d'une  moindre 
utilité  lorsqu'on  s'occupe  des  propriétés  de  toute  nature  d'une 
seule  conique,  puisqu'il  suffit  alors  de  particulariser  convenable- 
ment une  des  deux  formes  fondamentales.  L'importance  de  cette 
théorie  est  donc  incontestable,  au  point  de  vue  des  applications 
géométriques,  et  cependant  elle  ne  peut  être  considérée  comme 
achevée.  Si  M.  Gordan  a  établi  (*)  le  système  complet  des  for- 
mations invariantes  distinctes,  au  nombre  de  vingt,  avec  leur  ex- 
pression symbolique;  si  l'on  sait  ramener  à  ces  formations  celles 
qui  se  présentent  dans  un  certain  nombre  de  questions  géomé- 
triques; si,  enfin,  on  connaît  la  signification  géométrique  de 
l'évanouissement  des  invariants,  ainsi  que  des  covariants  princi- 
paux et  de  quelques-unes  des  expressions   composées  avec   ces 

(')    Voir  Ci.F.Rsrn,  Leçons  de  Gèoméliiey  Tome  I. 
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diverses    fornialions,    on    i«^nore,   iraulrc  part,  quelles  relations 
(syzvgies)  peuvent  exister  eulre  les  vingt  formations  distinctes,  et 
à   plus  forte    raison  quelles  conclusions  peuvent  être  tirées  de 
telles  sjzygies;  on  ne  possède  pas  de  formule  simple  pour  passer 
de   Téquation  ponctuelle   à  Téquation   tangentielle  des  courbes 
covariantes  du  système,  ou  inversement,  etc.  L'objet  du  présent 
travail  est  de  contribuer  à  combler  ces  lacunes,  en  adoptant  une 
marcbe  systématique  dont  j*ai  indiqué  le  principe  dans  une  série 
de  Notes  (*);  c'est-à-dire  en  partant  du  système  de  quatre  formes 
binaires  (deux  linéaires  et  deux  quadratiques)  dont  les  invariants, 
ainsi  que  je  Tai  montré,  fournissent  exclusivement  et  complète- 
ment, par  un  traitement  convenablement  dirigé,  les  sources  de 
toutes  les  formations  invariantes  distinctes  que  possède  le  système 
de  deux  formes  ternaires  quadratiques.  En  suivant  cette  marche, 
les  syzygies  qui    relient  les   invariants  dans  le  domaine  binaire 
fournissent  ipso  facto  entre  les  formations  ternaires  obtenues  un 
égal  nombre  de  syzygies,   que  Ton  peut  alors  prendre   comme 
point  de  départ  pour  en  établir  de  nouvelles. 

Kntre  autres  résultats  qui  ressortiront  de  cette  étude,  je  signa- 
lerai notamment  : 

1**  L'existence  d'une  symétrie  croisée  particulièrement  simple 
entre  les  éléments  ponctuels  et  tangentiels  relatifs  aux  deux  co- 
niques fondamentales; 

•.a"  La  possibilité  de  représenter  foutes  les  formations  en  em- 
ploNunt  comme  seules  variables  (lesquelles  figurent  des  coordon- 
nées laiili^l  ponctuelles,  tantôt  tangenlielles,  et  quelquefois  l'un 
ou  l\uitre  i\  volonté  dans  une  même  formule)  trois  covariants 
mixtes  linéo-linôaires  i^dont  Tun  est  le  eovariant  identique),  avec 
dt\s  eoefiîcients  où  n'entrent  (lue  les  invariants  et  les  contreva- 
riants,  si  ces  variables  spéciales  fonctionnent  comme  coordonnées 
ponctuelles;  que  les  imariants  et  les  covariants  purs,  si  elles 
(onelionnent  comme  coordonnées  tangentielles:  enfin  que  les  in- 
\ariants  seuls,  si  elles  peuNcnl  fonctionner  des  deux  manières  : 
de  telle  sorte  «pie  ces  cuNarlants  mixtes  jouent  dans  la  théorie  dont 
il  s'aj;it  le  même  lôle  que  les  ci>\ariants   linéaires  dans  celle  des 
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formes  binaires  d'ordre  impair,  el  y  apportent  un  genre  analogue 
de  simplifications; 

3**  L'existence  d'une  curieuse  formule  mixte,  doublement  sy- 
métrique, qui  fournit  l'équation  de  tous  les  groupes  possibles  de 
droites  ou  de  points  liés  symétriquement  aux  deux  coniques  par 
une  condition  projeclive  donnée,  d'ailleurs  quelconque;  savoir, 
d'une  manière  immédiate  lorsque  ces  droites  ou  ces  points  sont  au 
nombre  de  quatre  seulement,  et  par  l'intermédiaire  d'un  calcul 
d'élimination  facile,  lorsque  le  nombre  en  est  supérieur  à  quatre. 
Le  premier  Chapitre  de  ce  travail  sera  purement  algébrique  et 
consacré  à  établir  le  système  complet  des  formations  ternaires  in- 
variantes, avec  les  syzygies  qui  les  relient,  le  tout  en  partant  des 
théories  du  domaine  binaire,  comme  il  a  été  dit  ci-dessus.  Dans 
le  second  Chapitre,  je  déduirai  des  résultats  ainsi  obtenus  un  cer- 
tain nombre  de  relations  nouvelles,  dont  j'étudierai,  chemin  fai- 
sant, la  signification  et  les  applications  les  plus  immédiates  au 
point  de  vue  géométrique.  v 

I. 

1.  Soient  deux  formes  ternaires  quadratiques  simultanées 

s  —  ax"^  -^  by^  -+-  C5*  -i-  "ifyz  -\-  igzx  -4-  'xhxy, 
s  ■=  a'x'-f-  b'y^-^  c'5'-t-  if'yz  -i-  iLg'zx  ->r  ih'xy. 

Proposons-nous  tout  d'abord  d'obtenir  le  système  complet  des 
invariants  et  covariants  purs  de  ces  deux  formes. 

Il  suffira  pour  cela,  ainsi  que  je  l'ai  démontré  dans  le  travail 
cité  plus  haut  :  i**  d'effectuer  la  substitution 

ce  qui  donne  pour  s  et  s'  les  expressions 

J  =:a(X«-4-V), 
j'=a'(X«-H2UX-HV'), 

U,  V,  V  étant  trois  formes  binaires  aux  variables  Y,  Z  (savoir 
une  linéaire  U,  el  deux  quadratiques,  V  et  V);  2°  de  construire 
les  invariants  du  système  des  trois  formes  binaires  simultanées  U, 
V,  V;  3*  de  combiner  ces  invariants  entre  eux  el  avec  a^  a\ 
traités  comme  invariants  auxiliaires,  de  manière  à  diviser  |)ar  a  le 
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plus  possible  :  les  expressions  ainsi  obtenues  qui  ne  seront  plus 
réductibles  par  le  même  procédé  à  d'autres  plus  simples^  seront, 
soit  des  invariants  du  svstème  ternaire  (5,  s')f  soit  des  péninva- 
riants  purs  (coefficients  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans,  des 
covariants  purs)  de  ce  système,  et  fourniront  la  totalité  des  inva- 
riants et  pcninvariants  purs  distincts  qui  lui  appartiennent. 
Or  on  a  immédiatement 

U  =  {ah'  —  ha')\  -h  (a^'  —  ga')Z, 

V  =  (rtô  — /iî)Y»-h2(a/— ^A)YZ-4-(ac  — ^»)Z«, 

V'=  (a'ô'—  2ahh'-h  h^a')Y^-h  2(a«/'—  a^ff'—  agh' -^  gha')\Z 
-+-  (a«c'—  lagg'-^  ^*a')Z«, 


ce  qui  peut  s  écrire 

/  u  =  au'  —  a' a, 
(I)  I  V  =at^— a», 

V'=  a'f'—  2aaa'-4-  a' u'^, 

en  désignant  par  «/,  u\  r,  r'  les  quatre  formes  binaires  suivantes  : 

M  =  A  Y  -h  ^  Z, 
u'=A'Y-h^'Z, 
^  P  =6  Y«4-V  YZ-^cZ». 
v'  =^'Y«-h'2/'YZ-f-c'Z2. 

Il  s'agit  de  former  les  invariants  du  système  binaire  triple 
(U,  V,  V);  rien  n'empêche  de  prendre  U,  V,  V  sous  la  forme 
(i),  et  d'exprimer  les  invariants  cherchés  en  fonction  explicite  de 
a,  a',  et  des  invariants  du  sjslème  quadruple  (//,  u\  v^  v').  Comme 
les  coefficients  des  formes  w,  u\  r,  v'  sont  indépendants  les  uns 
des  autres  ainsi  que  de  Oy  a  y  ces  deux  dernières  lettres  se  trou- 
veront mises  en  évidence,  et  les  calculs  ultérieurs  en  seront  nota- 
blement simplifiés. 

Mais  le  problème  qui  consiste  à  former  les  invariants  du  système 
binaire  quadruple  (w,  w',  r,  r'),  et  à  exprimer  en  fonction  de  ces 
invariants  ceux  du  système  triple  (U,  V \  V),  a  été  traité  et  com- 
plètement résolu  dans  un  travail  antérieur  \^Sur  le  système  de 
quatre  formes  binaires  simultanées ,  etc.  {Bulletin  de  la  Société 
Mathématique  de  France,  t.  XV,  p.  45)].  J'ai  établi  dans  ce 
Mémoire  :    i"  que   le   système  quadruple    (;/,  u\  p,  r')   possède 
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i3  invariants,  dont  les  expressions,  données  par  les  formules  (68) 
du  Mémoire,  deviennent,  quand  on  prend  pour  formes  fondamen^ 
laies  celles  que  définissent  les  équations  (2)  ci-dessus  : 

A  =  6/-Î  -  ifgh    -+-  cA«,         A'  =  b'gi-  if'gh  -+-  C'A», 

C  =  bg'^-i/g'K^  ch'\        C  =  6'^'2—  'ifg'h'-^  c'h'\ 

B  =^bgg'  -f{gh'  ^hg')-^chh\ 

B'  =  b'gg'  ^f\gh'-r  hg')  4-  c'hh', 

(3)       {         D=6c-/«,        \  =  bc -^  %ff -^  cb\         D'=6V-/'«, 

r  =  hH/c'  -c/')-^gh(cb'   -bc')-^gHb/'  ^/b'), 
r  =  h'^/c'  -  c/')  -h  g'h'(cb'-bc')  -H  g'^(bf-/b'), 

\=^hg'-gh', 
\  K'^ihh'{fc'—cf')-\-{gh'-^hg'){cb'--bc')^igg\bf'^fb'), 

2"  Que  le  système  triple  (U,  V,  V)  possède  six  invariants,  dont 
les  expressions  en  fonction  des  précédents,  données  par  les  for- 
mules (72)  du  Mémoire,  deviennent,  quand  on  définit  U,  V,  V, 
par  les  équations  (i)  ci-dessus  : 

X  =a  (a«C  —  2aa'B  -+-a'«A  —  a  A»), 
el,'=a2(rtiC'^2aa'B'-Ha'«A'— a'A«), 
CD  =  aiaD-  A), 
A  =  a[aM  — a(A'-h2B)-+-a'AJ, 
(D'=a2(a«D'— 2aB'-ha'A'— A»), 
g  =  a'^là^r^  aa^V-^-  a'îf  -+-  a(B'—  C) A  -t-  a'(B  —  A')A  -+-  A']. 

Ces  formules  (4)  fournissent  donc  immédiatement  une  série  de 
six  invariants  ou  péninvariants  du  système  ternaire  (5,  5'),  savoir 

(5)  -.1,,     \X'.     -CD,     -.\     -i-(D',     \q. 

On  sait  d'ailleurs  que,  pour  un  système  de  formes  ternaires  res- 
pectivement d'ordres  /i,  n\  n!\  ...,  Tordre  du  covariant  pur  ayant 
pour  source  un  péninvariant  donné  de  poids  tî  et  de  degrés  6,  6', 
6",  ...  par  rapport  aux  coefficients  des  diverses  formes,  a  pour  va- 
leur /lô-h  n'^' -{-  n"^" -^...—  {tz.  Pour  le  système  (5,  s')y  Tordre 
du  covariant  pur  ayant  pour  source  un  péninvariant  donné  de 
degré  total  9  et  de  poids  i:  est  donc  28  —  |  ir  (les  coefficients  a,  a', 
devant  d'ailleurs  être  regardés,  pour  le  calcul  de  r,  comme  de 
poids  o\  g,  h.  o^,  A',  comme  de  poids  i  ;  b.  b',  c,  c', /, /',  comme 


(4) 
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de  poids  a).  En  tenant  compte  de  cette  règle  et  des  formules  (3) 
et  (4),  on  trouve  dès  lors  que,  des  six  péninvariants  de  la  série 
(5),  les  deux  premiers  sont  les  sources  des  deux  covariants  biqua- 
dratiques,  le  troisième  est  un  invariant,  le  quatrième  et  le  cin- 
quième sont  les  sources  de  deux  covariants  quadratiques,  le 
sixième  la  source  d'un  covariant  cubique.  En  ce  qui  concerne 
Finvariant,  il  n'y  a  évidemment  aucune  réduction  ultérieure  à 
chercher  ;  désignons-le  par  (D),  nous  aurons 

(6)  (D)=  ~  =aD  -A  =  rt^c-+-2/§'//  — flf/«— 6^»— cA«. 

Pour  réduire  les  autres  péninvariants  aux  formes  les  plus  sim- 
ples possibles,  écrivons  la  série  des  résidus  des  péninvariants  (5) 
pour  a  =  o 

a'«A;     a'(a'A'— AS);     —A;     a'A;     a'A'— A«;     a'«r-4-a'(B  — A')A-hA»; 

A  riuspection  de  ces  résidus,  on  aperçoit  qu'il  suffit  d'ajouter 
au  premier  et  au  quatrième  péninvariant  le  troisièftie  multiplié 
par  c^^  et  a',  et  au  second  le  cinquième  multiplié  par  —  a',  pour 
pouvoir  diviser  par  a  ;  la  série  (5)  peut  donc  être  remplacée  par 
la  série  plus  simple 

^'^^  a*         '  a*         'a'  a^       '      a'^'     a^' 

La  seconde  de  ces  expressions  (7)  fournit  un  invariant  symé- 
trique de  (D),  et  que  j'appellerai  (D'), 

(8)  (D')=  ^^         =a'l>'-Q:  =  a'b'c'-^ifg'h'—a'f^  —  b'g'^^c'h'^. 

La  quatrième  fournit  aussi  un  invariant,  que  je  désignerai 
par  (I),  savoir 

(,,^       r^  -f-  a'(D  ,  ,^        . .         ^ 

(I)= =aI-f-a'D  — A'— 2B 

(^^  j  =  a' {bc  - p) -h  b' {ac  -  g^) -r- c\ab  -  h^) 

'  -T-  if\gfi  -  af)  H-  o.g\fh^bg)  -h  ih'{fg-ch). 

La  première  et  la  cinquième  fourniraient  des  sources  de  cova- 
riants quadratiques  ;  mais,  comme  leurs  résidus  pour  a-=.  o  sont 
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respectivement  a'^D —  a^'B —  A^,  aW — A^,  il  est  évidemment 
possible  de  les  combiner  entre  elles  et  avec  la  quatrième  (dont  le 
résidu  est  a'D  —  A' — aB),  de  manière  à  pouvoir  diviser  encore 
une  fois  par  a  :  on  obtient  ainsi,  à  la  place  d^un  de  ces  deux  co- 
variants  quadratiques,  un  invariant,  savoir  le  symétrique  de  l'in- 
variant (I)  trouvé  ci-dessus 

(lo)      (r)='-^-—^ =  a'I  +  aD'-C  —  2B'=a(6'c'— /'«)-+-.... 

Il  reste  une  source  de  covariant  quadratique  ;  on  peut  lui  don- 
ner, en  combinant  convenablement  la  première  et  la  quatrième 
des  expressions  (-),  une  forme  svmétrique  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  s  et  s\  et  l'écrire 


(lî) 


I   wq  ==  ^    '  ,         =  aa'l  —  aC  —  a'A'-¥-  A* 


(  _,,(^A_a/)(^'A'-a'/'). 

^^0  sera  la  source  d'un  covariant  quadratique  ix\ 

Je  désignerai  enfin  par  t  le  covariant  cubique  irréductible  qui  n 

pour  source  -^  (j*  ;  on  aura  donc 

<o  =  -^Cî  =  a«r'— aa'A'-f-a'«r-4-a(B'-G)A-+-a'(B-A')A-f-A» 

('^)   \  ^i.bf'^fb'){ag'-gay 

-^(hg'-  gh')(ah'-  ha'Khc'-  ch'-^/g'-  gf) 
■4-ifc'-cf')(ah'  —  ha')^-\-(cb'^bc'){ah'—ha'){ag'—ga"i. 

Les  résidus,  pour  a  =  o,  des  six  invariants  ou  péninvariants 
définis  par  les  formules  (6),  (8),  (9),  (10),  (1 1)  et  (12)  sont  res- 
pectivement 

—  A,     a'D— C,     a'D  — A— 2B,     a'I-C  — aB',     A«— a'A', 

A3-ha'(B  — A')A-t-a'«r. 

Admettons  pour  un  instant  que  le  système  (5,  s')  possède  des 
invariants  ou  des  péninvariants  purs  distincts  des  six  déjà  trou- 
vés. On  devra  dès  lors  pouvoir  former  des  fonctions  des  six  ré- 


-     8  -- 

sîdus  écrits  ci-dessus,  qui  s^évanouissenl  identiquement  lorsqii^on 
y  remplace  les  invariants  binaires  par  leurs  valeurs  (3);  et,  si  l'on 
suppose  ces  fonctions  ordonnées  par  rapport  à  a',  le  coefûcient 
de  chacune  des  puissances  de  a'  devra  s'évanouir  séparément,  soit 
identiquement  par  rapport  aux  invariants  binaires  qui  y  entrent, 
soit  en  vertu  des  syzygies  qui  relient  ces  invariants  (syzjgies  qui 
sont  au  nombre  de  vingt,  comme  je  l'ai  montré  dans  le  Mémoire 
cité  plus  haut).  Considérons  en  particulier  le  terme  indépendant 
de  a'  :  il  devra  exister,  toujours  dans  Thypothèse  admise,  des 
fonctions  de  quelques-uns  au  moins  des  invariants  binaires 

A,     G',     A'-+-iB,     C-T-'2B',     A»,     A», 

qui  se  réduisent  à  des  identités  ou  s'évanouissent  en  vertu  de 
syzygies.  La  seule  identité  possible  est  évidemment 

(A»)«— (Aî)î  =  o; 

et  en  effet  nous  verrons  tout  à  l'heure  que  t^ — tvj  peut  s'ex- 
primer en  fonction  des  autres  péninvariants,  mais  sans  avoir  be- 
soin d'introduire  des  formations  nouvelles.  Quant  à  former  des 
syzygies  entre  les  six  quantités  écrites  ci-dessus,  on  vérifie  sans 
peine,  en  se  reportant  aux  syzygies  données  dans  le  Mémoire 
précité  (et  que  j'aurai  d'ailleurs  occasion  de  reproduire  plus  loin 
in  extenso)  {^)^  que  la  chose  n'est  pas  possible.  Le  système  ter- 
naire (5,  s')  ne  possède  donc  pas  d'autres  invariants  ou  covariants 
purs  distincts  que  ceux  que  nous  avons  obtenus,  savoir  : 

1°  Les  quatre  invariants  (D),  (1),  (F),  (D'),  dont  les  degrés  par 
rapport  aux  coefficients  de  s  et  s'  sont  respectivement  (3,o), 
(2,1),  (1,2),  (o,3);  je  les  écrirai  désormais  D,  I,  T.  D',  les  inva- 
riants binaires  précédemment  désignés  par  ces  lettres  ne  devant 
plus  reparaître  dans  la  suite  de  ce  travail; 

2"  Le  covariant  quadratique  iv,  de  degré  (2,2)  ; 

3°  Le  covariant  cubique  /,  de  degré  (3,3  ). 

J'ai  dit  que  t'I  —  çvj  peut  s'exprimer  en  fonction  des  péninva- 
riants du  système.  En  effet,  les  six  invariants  binaires  «l,,  A/,  (0, 


(')  Formules  (32). 
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®'î  "5,  ()',  sont  liés  {voir  le  Mémoire  déjà  cité)  par  une  sjz^gie  et 
une  seule,  savoir 

Or,  des  formules  (6),  (9),  (i  1),  (10),  (8),  (12),  on  tire  succes- 
sivement 

CO  =aD, 

5*  =asi  — a'aD  =  a(aI  — a'D), 

«,<U=  a'<5  —  a'tvo  =  a{aàl  —  a'*D  —  atvo), 

CD' =  oT-h  X  —  a'-3  =  a*(ar— wo), 

Portant  ces  valeurs  dans  la  syzygie  binaire,  on  trouve,  toutes 
réductions  faites, 

tl  =  wj  — (ar-4-a'I)tv;-i-[a«ID'-+-aa'(n'— 3DD')-4-a'M'D]tvo 
—  aïDD'«-4-a»a'D'(2rD  — I«)-Haa'»D(2lD'— r«)  — a'»D»D'. 

De  cette  relation  entre  les  péninvariants  et  invariants  ternaires, 
on  conclut  immédiatement  qu'il  existe  entre  les  invariants  et  co- 
variants  purs  du  système  {s,  s)  la  syzygie  suivante  : 

^  0  =  iv3— (I'5-+-Is')w«-+-[ID'5«-i-(II'— 3DD')j5'H-rDj'«]tv 
^     (  —  DD'«5»-4-D'(2rD  —  I«)5«5'-4-D(2lD'- r«)w'«  — D«D'/». 

Cette  syzjgie,  d'ailleurs  bien  connue,  est  la  seule  qui  relie  ces 
formations,  puisque  les  invariants  binaires  dont  elles  dérivent 
n'étaient  liés  eux-mêmes  que  par  une  seule  syzygic  :  elle  est  bien 
de  la  forme  prévue  plus  haut  d'après  la  considération  des  résidus. 

l-.es  résultais  auxquels  nous  venons  de  parvenir  n'ont  évidem- 
ment rien  de  neuf;  mais  il  était  utile,  ne  fût-ce  que  pour  légitimeç 
plus  complètement  la  méthode  employée  dans  tout  le  cours  de  ce 
travail,  de  montrer  comment  cette  méthode  permet  d'y  arriver  en 
utilisant  exclusivement  les  données  fournies  parJes  théories  du 
domaine  binaire,  sans  faire  intervenir  aucune  considération  de 
variables  ternaires  contragrédientes. 

2.  Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  des  contreva- 
riants  et  des  covariants  mixtes  appartenant  au  système  (.ç,  s')» 
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.Nous  avons,  pour  cela,  d*après  les  principes  rappelés  au  débul 
de  ce  travail,  à  adjoindre  aux  trois  formes  binaires  U,  V,  \  '.  dé- 
finies par  les  formules  «  i'»,  une  quatrième  forme,  savoir 

où  i.  T.  w  sont  trois  variables  contra^rédientes  à  j.  >*,  z:  à  former 
les  invariants  communs  à  la  forme  L  ',  traitée  comme  si  ses  coef- 
ficients étaient  des  constantes,  et  au  svstème  (  L ,  V,  V  »:  enfin,  à 
combiner  ces  invariants  entre  eux  et  avec  a,  a\  i.  traités  comme 
invariants  auxiliaires,  de  manière  à  diviser  par  a  le  plus  possible  : 
toutes  les  expressions  ainsi  obtenues,  qui  ne  seront  plus  réducti- 
bles par  le  même  procédé  à  d'autres  plus  simples,  seront  soit  des 
contrevariants.  soit  des  sources  de  covariants  mixtes  du  svstème 

m 

(s./k  et  fourniront  la  totalité  des  contre\-a riants  et  péninvariants 
mixtes  distincts  que  possède  ce  svstème. 

Ainsi  qu'il  a  été  dit  plus  haut,  le  svstème  binaire  i  L  •  L^.  \  .  \  '^ 
possède  treize  invariants,  dont  six,  où  n'entrent  pas  les  coefficients 
de  U*.  ont  déjà  été  écrits  [formules  •  4  *]•  ^l  ont  seni  à  trouver  les 
invariants  et  péninvariants  purs  du  svstème  ternaire  15,  s  >.  Les  sept 
autres  sont  les  analogues,  pour  le  s\stème  ternaire  1  L  ,  l  '.  \  .  \  *\ 
de  ceux  que  j'ai  appelés  B.  B'.  C.  (1 .  H.  A,  A'  [formules  '  3  •].  pour 
le  svstème  i  w.  n\  i*.  i-"  •  :  je  les  désignerai  respectivement  par  les 
lettres  vi»,  vt>  ,  Z,  Z\  i»',  '^.  <;^  :  et  je  les  calculerai  successivement 
au  moven  des  formules  >  68  •  du  Mémoire  déjà  cité,  en  faisant 
simplement  dans  ces  formules 

«r.,  =  ïxA  —  ha  .  tx^  =  'i  r  --  A  ;. 

tx.  =  tJ^  —  Z'i.  rt.  =  '-X  *  —  c;. 

6,  =   ih  —  h*.  h\  ^  a*'b  —  itihh  —  h'-i  , 

é>'  =  af' —  ^h,  à.  =  't-r"  —  a   ^h  —  h^    —  ^Alx  . 

6^  =  '.1'.'  —  5"*.  6.  =  ti-L"  —  Jtx^"^'-  —  ?*^*  - 

Il  est  avantaireux.  dans  ces  calculs,  de  prendre  */  comme  lettre 
ordonaatrice.  atin  d'aperce>oir  immédiatemenl  les  réductions  pos- 
sibles, et  Je  calculer  au  préalable  les  quatre  quantités  auxiliaire» 

*>  =   '.X„  vl,  —  '-X;  J  ,  .  i    =   ^  î  ^  »  ^  '  ^  î 
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dont  Fintroduction  permet  d'écrire  ainsi  les  expressions  des  sept 
invariants  à  calculer 

lîl)'  =  ai  a\  ô'q  -f-  «0  a'ç  b'^  —  0  ^  i  » 
G  =  a'i'  ^0  —  î»  «0  «1^1-+-  «0*  ^î» 

c  =  a;«  6i  -  2<  «;  ^'i  -+-  <  f>'t> 

(/  =a'o«V-i-a;a',X-ha;«X', 

J^  =  2ao«oX'-+-6X -4-2rtia',  X*. 

Je  poserai,  en  outre,  pour  abréger  l'écriture 

lK  =  bc  -/»,         F  =  ^A  -  a/, 
(i5)  B  =  ac-^»,        G=/h^bg, 

\  C  =  ab  —  h^,        U=fff'-ch; 

et  de  même  A',  B',  C,  F',  G',  H',  avec  les  lettres  accentuées  ;  ce 
qui  permet  d'écrire  ainsi  les  invariants  et  péninvariants  déjà 
trouvés 

D  =  Aa-HG^-r-HA  =  B6^-F/-hHA  =  Cc-4-G^-i-F/, 
I     =  Aa'-+-  Bb'-h  Cc'-f-  aF/'-h  2G^'-+-  aH  A', 
(i6)    {  «;o=BG'-+-CB'-2FF', 

/o   =(B'A-4-ira-4-F'^)(C^'-hFA'-4-Ga') 

-{Bh'-h  Ha' 4-  F^')(CV  -4-  F' h  -+-  G'a), 

et  d'écrire  les  identités 

IA^H-Gc-+-H/  =  o,  A/1-I-G/-4-H6  =  o, 
B/ -hFc-hH^  =  o,  bA-4-F^-HHa  =  o, 
C/  -+-F6-hG^  =  o,         C^-+-FA-hGa  =  o, 

ainsi  que  celles  qui  s'en  déduisent  en  accentuant  toutes  les 
lettres. 

Il  convient  enfin  de  rappeler  qu'étant  donné  un  péninvariant 
mixte  du  système  (5,  5'),  de  degré  total  6  par  rapport  aux  coeffi- 
cients de  s  et  de  s\  de  classe  6'  (degré  par  rapport  aux  variables 
Ç,  r,,  Ç),  el  de  poids  7:  par  rapport  à  x  (en  considérant  $  commr 
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de  poids  o,  t)  et  2^  comme  de  poids  i),  l'ordre  du  covariant  mixte 
correspondant  sera  2  6-1-9' —  Jtî. 

Cela  posé,  calculons  d*abord  Tinvarianl  le  plus  simple,  J^  On 
trouve 

4:=a[a(/r:-^'T,)-4-(V-^A')5-Ha'(^T,    -A;], 

-  -(^  est  donc  la  source  d'un  covariant  mixte  de  classe  i,  que  la 

règle  rappelée  ci-dessus  nous  apprend  être  du  second  ordre  en  x, 
^•,  z.  Je  le  désignerai  par  S;  sa  source  Sq  s'écrira  plus  symétri- 
quement 

(i8)         8o  =  ^  ==(hg'-  gh')\  -H  (^a'-  ag')r^  -^(ah'-  ha')ti. 

Le  calcul  de  l'invariant  itl>  donne 
\ft,  =  a  I  a^[ch'-fg'U  -4-  (àg'-fh')Q 


Si  Ton  ajoute  au  péninvariant  mixte  -  lil)  le  péninvariant  mixte 
composé  a' CD,  il  est  clair  qu'on  pourra  diviser  par  a,  et  rempla- 
cer -  ijî>  par  un  péninvariant  plus  simple,  que  je  désignerai  par  ocq, 
et  dont  l'expression  est 

a' 
=  {\a'-h  Gg'-^H/i')^,  i-(Ha'-t-  Fg'-h  B/i')7) 

^(Ga'-+-C^'-,-F/r);. 

Ce  péninvariant  étant  de  degré  (9.,  i),  de  classe  i  et  de  poids  4» 
le  covariant  mixte  correspondant  a  est  linéaire  en  x^Vy  5,  comme 
en  5,  r,,  Ç. 

Le  calcul  de  l'invariant  G  donne 


En  ajoutant  au  péninvariant  mixte  -  G  le  péninvariant  mixte 

composé  Dç2,  on  pourra  évidemment  diviser  rncore  ])ar  a,  ce  qui 
donnera  un  péninvariant  niixlr  plus  sim|)lc,  de  degré  (2,  o),  de 
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classe  2,  de  poids  4?  ci  correspondant,  par  suite,  à  un  covariant 
d'ordre  o  en  x,  ^,  z  ;  ce  sera  donc  un  contrevariant,  que  je  dési- 
gnerai par  T,  savoir 


(2o)     a=  — ^-:;^-  =  AÇ«-+-Br^«-4-G;«-H2Fy,;-4-2GÇ;-+-2H$r,. 


Le  calcul  de  Tinvariant  i)l)'  donne 
ia>'=a«  j  —  a«(H'-r)-+-  G'?) -+- a[(GV -^  H'A)$— (F>-4- B'yi)^;  — (F'A -+- C^)!;] 

Si  l'on  ajoute  au  péninvariant  mixte  —ilb'  le  péninvariant  mixte 

composé  ÇiVo,  on  pourra  évidemment  diviser  encore  para,  ce  qui 
donnera  un  péninvariant  mixte  de  degré (i,  a),  classe  i,  de  poids  4? 
et,  par  conséquent,  un  covariant  mixte  linéaire  en  x,  ^,  z  comme 
en  Ç,  Tj,  Ç.  Pour  que  l'expression  de  ce  péninvariant  corresponde 
exactement  à  ao  [formule  (19)]  par  simple  permutation  des  ac- 
cents, il  suffit,  comme  on  le  vérifie  sans  peine,  de  le  prendre  en 
signe  contraire  et  d'ajouter  le  péninvariant  composé  FÇ.  On  |>eut 
donc  poser 


a 


=  (  A'a  H-  G>  -f-  H'A)?  -h  (H'a  -4-  F' g  -+-  B'A)7)  -4-  (G'a  ■+-  C>  -^  F'/OÏ; 

a'  sera  un  covariant  mixte  linéo-linéaire,  symétrique  de  a. 
Le  calcul  de  l'invariant  3'  donne 

-H(^«6'-2^/i/'H-A«c')Ç«H- 2(^/1'- A^')(^î:-^^)5^-«'(^^-^î)^i 

Pour  simplifier  le  péninvariant  mixte  fourni  par  —  S',  on  peut 

tout  d'abord  y  ajouter  a'o*,  ce  qui  rend  tous  les  termes  divisi- 
bles soit  par  a,  soit  par  Ç;  puis  ajouter  le  péninvariant  composé 
—  aaoÇ,  ce  qui  ne  laisse  subsister  que  des  termes  divisibles  para 
ou  par  Ç2.  Le  coefficient  de  Ç^  devenant  ainsi  ^ 

6>î-+-c'Aî-2/V^- Aa'-2G^'— 2HA', 

on  voit,  en  se  reportant  à  la  formule  (9),  qu'il  suffit  d'ajouter  en- 
core I^^  pour  ne  plus  laisser  subsister  que  des  termes  divisibles 


-  li  - 

par  a.  EfTectuant  la  division,  on  arrive  à  un  péninvariant  de  degré 
(i,  i),  xie  classe  a,  de  poids  4i  correspondant,  par  suile,  à  un  co- 
variant  mixle  d'ordre  o  ;  c'est  donc  un  contrevarianl  de  classe  3, 
que  je  désignerai  par  o.  On  trouve,  pour  son  expression  qui  est 
sj'métrique  par  rapport  aux  coefficients  de  s  et  de  5^, 


(21)  {      =[(6c'-+-c^'-a/^')5î-f-(ca'-4-ac'-2^^')^* 

-+-(6a'H-a^'— 2A/i';;«-+-2(^/i'-+- V— «/'— /«')^iÎ; 


Le  calcul  de  l'invariant  (/  donne 

-+-  a^[{cgh'-^  chg'-h  g^f'-ghc'^^/gg')rii 

-+-  (A«c'—  g*b'-\-  2bgg'--  2cM')r,Ç 

^(ghb'-h  2/AA'-  ^^/i'—  6A^'-  A«/')ï* 

-h  (2ch/'—  2fhc'-{-  bgc'—  cgb')^T^ 

^(-i/gb'-  2bgf'-^  bhc'-  chb')\r,] 
-f-  a  [ifh^c'—  ch^f'-^  cghb'—  bghc'-^  hg^f —  fg^b')^'^ 

-+-  ifg^^'—  cgha'^  g^hg'—  g»  h'  )T,« 

-f-  (^/i«r'-h  ^36'-  'Jtbg^g'-  ich^g'--  -yg^-hf^  %fghg')\i\ 
^{ibg^h'-^'igh^f-r-'xch^h'^  g^hb'--h^c'^^fghh')\l^ 

-hich^a  —  bg*a'-¥-ig^hh'  —  2gh^g')rX] 
-h(hg'-gh')ibg^-^chi-ifgk)\'^^a'^,(bgi-^ch'^-'>.fgh){gr,-^h\)\, 

A  rinspection  des  termes  de  —  (/',  qui  ne  sont  pas  divisibles  par 

<7,  on  voit  immédiatement  qu'il  suffit  d'ajoulerle  péninvariant  Dooi, 
pour  les  faire  disparaître  en  totalité.  Divisant  alors  par  r/,  on  ob- 
tient un  péninvariant  de  degré  (3,  i),  de  classe  a,  de  poids  6,  cor- 
respondant, par  conséquent,  à  un  covariant  mixte  linéaire  en 
X,  y,  z.  Comme  il  n'est  pas  possible  de  construire,  avec  les  for- 
mations déjà  trouvées,  un  péninvariant  composé  de  même  degré 
et  de  même  classe,  il  est  inutile  de  chercher  une  réduction  plus 
complète.  Je  désignerai  donc  par  p  le  covariant  mixte  linéaire 
dont    il  s'agit:  sa  source   ,3o  a"»^»  po"^  expression,   lous   calculs 
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fails, 

^0  -  ~, 

=  î[A(^^'-^A')-i-G(Ac'-^/')-+-H(/i/'-^*')]î' 

H-  [B(^/i'-  a/')  -4-  F(^^'  -  ac')  -+-  Uiffa-  a^')jT,« 

^:i3^  /  "^  [C(«/ -  A^')  H-  F(ûr6'-  /iyi')-+-  G(ah'-  /ia')]î« 

-+- 1 B  (A/ -  ^^»' ) -+- A  (  ^Ca' -  a^' ) -f- G (  ^^'- ac') 

-^  Il(/,^'_  «/'^  4.  F( /ic'- ^/')]Ç7j 

-X-  [C( 7ic'-  ^/')  -f-  k{ah'—  ha')  -\-  H(a6'—  A/r') 

-  G  «  -  -  hff'  )  +  F(  A/'-^6')]  5C. 

Enfin  le  calcul  de  l'invariant  4^  donne 

41'=a«(      a^\{cb'g'-bcg'-\-ifc'h'—'xcfh:U 

-h  (c6'A'-  6c7i'-4-  ibfg'-  '3Lfb'g')X,'\ 
-r  a*  I  {bhc'g'—  cgb'K^  bgc'h'—  7fhc'h' 

-+-  ichf  h' -  chb' g' -^  '^fgb'g'-^'^bgfg')\ 
^[cg{ih'^^a'b')-^bg(%g'^-^a'c')--ifha'c'-^icha'f' 

^h^c'g'^2ghc'h'-i/gg'h'~^gH2fh'-b'g')]r^ 
■^[bh(a'c'-ig'^)  —  ch(a'b'-^ih'^)-hi/gab'-'ibga'/' 

^  hHc'  h'  -if  g')-  g^b'  h'  ^ighb'  g'  ^  S^fhg  h']i:\, 
-f-a  ![— 2H^rt'^'-f-2G/ja'c'H-2(6^*— cA«)a7'  — ^«A(6V  +  2/'A') 

^  gh^c'  h'  ^if  g')^  gn'  h'  -  h^c'  g']i^ 
^[iH ga' ti  -i-  g^{a  b'  —  ih'^)-\-  gh^{a' c'  —  7.g'^) 

-^(^/gh-ch^-3bg^)a'g'-^2g^h(2g'h'-a'f)]ri 
-i-[—  iGha  g'  -^  h^iig'^—  a'  c')  -^  g^h{ih'^—  a  b') 

-^(bg^-^  3ch^-  4/gh)a'h'-^  ^ghHa'f'^  '>g'h')\X,  j 
-h  a\cli^-^  bg^-'^fgh)[{hg'  -  gh')l  -4-  ga'r,  -  ha'^), 

A  Finspeclion  de  celle  formule,  on  voit  immédiatement  qu'en 

ajoutant  au   péninvarlant  ^  le  péninvariant  composé   Da'oo,  le 

résultat  sera  divisible  par  a,  ce  qui  donnera  un  péninvariant  mixte 
de  degré  (3,  3t),  de  classe  i,  de  poids  6,  correspondant,  par  suite, 
à  un  covariant  mixte  d'ordre  i  en  :r,  j»^-,  z.  Pour  obtenir  une  ex- 
pression plus  simple,  j'ajouterai  encore  — ISq,  ce  qui  permettra 
de  diviser  par  a.  Désignant  ce  nouveau  covariant  mixte  par  e, 
nous  aurons,  pour  l'expression  de  sa  source  Eq,  tous  calculs  faits, 


-iiVa  -:-  a  g  -•-  V'/i)[  If  ?  -h  B/y  -f-  F;)]. 


.,^ ;    3  -      -[(H'./-f-FV-B7o(G$-^Fr,-4-C;) 
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3.  En  résumé.  Ie>  Ireize  invariants  du  svslême  binaire(L\L  '•\  •\  » 
nous  ont  fourni,  pour  le  svstèine  ternaire  i  5,  /  ».  quatre  invariants, 
deu\  covariants  purs,  deux  contrevariants  et  cinq  covarianis 
mixtes.  Les  sept  dernières  de  ces  formations  se  répartissent  comme 
suit,  au  point  de  vue  de  leur  degré,  classe  et  ordre  respectifs  : 


IVgTté  par  rapport 
aax  coefficients      Classe.     Ordre. 


C'"*nire\arîan!* 


«.■■•\arijnlç  niivtes  . . 


de  j. 

de  *'. 

«         * 

1 

o 

1 

O 

•     -z 

1 

1 

a 

O 

z 

1 

1 

1 

I 

1  » 

1 

a 

1 

1 

5 

> 

1 

1 

1 

\    l 

I 

1 

1 

2 

£ 

Z 

2 

1 

2 

Il  ressort  immédiatement  de  ce  tableau  que  le  svstème  des  con- 
trevariants et  des  covariants  mixtes  nVst  pas  encore  complet  :  car 
le  contrevariant  7  et  les  ro\ariants  mixtes  S.  £,  ne  sont  pas  symé- 
triques par  rapport  à  5  et  .< .  et  leurs  >\  métriques,  qoe  nous  pou- 
vons désigner  d'avance  parr'.  S  .  £  ,  ne  ti£:urent  pas  dans  le  tablean. 
Nous  devons  donc  nous  attendre,  en  poursuivant  l'application  de 
notîç*  mr-thode.  cVst-à-dire  en  combinant  convenablement  entre 
elles  les  formaù«.'n>  d»j."t  trouvées,  en  m;o  de  diviser  le  plus  fM>s- 
si  Me  par  i.  à  rencontrer  au  moins  !es  trois  formations  nou- 
velles T.  s.  £,  reliées  chaciine  jux  f»»rmatîi.'ns  antérieures  par 
uii*^  >\r\cie  qui  sera  la  miduc(ion  imniêji<àte  de  la  combinaison 
qui  leur  a  un  donne  naissance.  C'est  la  recherche  que  nous  allons 
niaiutenant  aK^rder. 

Pour  cela,  écrivons,  en  les  distinguant  par  un  astérisque,  les 
résïdus  j^our  .:  =  o  des  invariants,  contrevariants  et  péninvariants 
obtenus  jusqu'ici  : 

•l*  =  •.*    -  Hi. 


-   17  - 

*ao      =«'(A$-i-H7)-f-G0H-(G^-'-f-H/i')Ç-h(A/r'-^A')(^T)-A0r 

*ai      =(G>-+-H70$-f-(FV-f-B70r,H-(CV-+-F70;, 

+  2(/^'+  ^/'~  Ac'-  cA')îr,  -f-  2(/h'-^hf-^  bg^  gb')\X,. 
*%  =  tt[X(hg'^gh')-^\l(hf^gb')-^G(hc'-gf)]^(/ig'-gh')igr,-hry 

-+-  ;^[^*(^-^'-  cfr')-^  fr^f^fry^hg')  -f-  •xgh{fg'--8f')\ 
-H  5Ç[/,Hc//'-  Ac')  -f-  ^î(6A'~  A^')  -h  igh{hf'-fh')l 

*E  =  (FV-+-B7/)[G?-i-/K^T,-/,Ç)]-(G>H-F'A)[HJ-^(A^r,-AÇ)l. 

En  examinant  ces  expressions,  on  remarque  tout  d^abord  que, 
dans  le  produit  *Oft*ao,  les  coefficients  de  Tj^,  t^Ç,  JJ*-'  ne  diffèrent 
que  par  le  facteur  a'  de  leurs  valeurs  dans  *po.  Donc 

est  divisible  par  Ç.  Si  Ton  effectue  la  division,  on  trouve  pour  quo- 
tient *£o'  Donc 

et,  par  suite, 

est  divisible  par  a,  ce  qui  fournit  un  nouveau  pcninvariant,  de 
degré  (2,  2),  de  classe  2,  de  poids  (),  correspondant  par  consé- 
quent à  un  covariant  mixte  linéaire  en  x,  yj  z,  irréductible  aux 
formations  précédentes,  et  que  je  désignerai  par  v.  La  syzvgie  qui 
le  définit  est,  d'après  ce  qui  précède, 

(  9.5  )  5  Y  =  .*'  ^  —  20  —  £7:. 

(Je  désignerai  désormais  par  tt  le  covariant  identique 

dont  la  source  est  ;.)  On  trouve  pour  expression  de  sa  source  y„, 
tous  calculs  faits, 

/  v„  =  (IIG'-(;H')$24-(nF'— FB')r^ïH-(FC'— CF');» 
(•2G)  H_(iiG'— CH -hFG'-GF')$; 

(         -i-(nF'-  l'ir  f-HG  — gb  );t. -h  (bc'—cb' )/.!:. 

Wlll.  'J 
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On  voit  qiH^  yo  "^  fi^it  qut;  changer  de  signe  (comme  o©  et  /©) 
quand  on  permute  les  coefticicnts  de  s  et  ceux  de  s',  La  même 
opération  laisse  évidemment  ir  invariable,  et  change  a,  ^,  e  en 
leurs  symétriques  ol',  [i\  s'  ;  si  donc  on  l'applique  à  la  syzygie 
(?.5 ),  ce  qui  doit  donner  encore  une  syzvgie  en  raison  de  la  symé- 
trie évidente  du  système  par  rapport  aux  deux  formes  fondamen- 
tales .ç,  s',  on  obtient  cette  nouvelle  syzygie 

( -a;)  *?'  =  —■  *'y  —  a'ô  -f-  e'-, 

laquelle  renferme  les  deux  covariants  non  encore  rencontrés  J3' 
et  t',  et  nous  apprend,  dés  à  présent,  comment  ^'^  pourra  être 
obtenu  par  Tapplication  de  noire  méthode,  lorsque  nous  aurons 
obtenu  e'^. 

Pour  obtenir  ej,,  il  suffit  de  remanjuer  (|ue,  si  Ton  forme 

a'*£y-h*(Vo*Oo, 

les  coefticienls  de  'r^  et  Z,  s'évanouissent,  et  celui  de  ç  se  réduit  à 
*to.  Donc  <^/'£o  + «'o^o  —  ^oi  ^st  divisible  |)ar  a^  et,  en  eflectuant 
cette  opération,  on  trouve  précisément  s'^,  c'est-à-dire  ce  qui  de- 
vient co  quand  on  y  permute  les  coenicicnts  de  s  et  ceux  de  s'. 
On  a  donc,  pour  rattacher  t'  aux  formations  déjà  rencontrées,  la 
svzv;;i<* 

(  'j>M  )  sz'  —  s'c.  -i-  »'0  —  / ::, 

(pli  est  symétrique  par  rap|)()rt  à  s  cl  s\ 

On  vint  encore  immédiatement  (pu*  *ol-\-  a'''*<j  est  divisible 
|)ar  5î  et  qu'en  v  ajoutant  -  -  •>.//' ;*ao,  il  ne  subsiste  plus  que  des 
termes  en  ;-  ;  on  yérilic  sans  peine  (pie  l'ensemble  de  ces  termes  se 
rédiiil  à  (*(Vo — a'*\)^''\  par  consécpuMiL 

(îst  divisible  par  (f.  Va\  eil*C(îluant  la  division,  on  trouve,  pour 
(îxpnrssion  du  (prolienl, 

L  ,  a/i'^-r-  W-—  r/ui'h'  )r-  -^-  'jAA^a'/i'  --  A^/'A''--^/A''A'  —  /«'i)T,; 
—  v.l.A'A''//'—  /ii;'^—ca'h'-:/fi'cr')^T, 

Vax    v  njoulant  —  ^/ ;p,    il   ne  subsistera  ('vidonïment  plus  dans 
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celle  expression  que  des  lermes  divisibles  soit  par  a^  soil  par  $, 
et  l'on  reconnaîl  sans  peine  qu'en  y  ajoulanl  encore  V\^  elle  se 
réduit  à  5ta'j,S  —  r/T',  en  appelant  comme  ci-dessus  t'  le  conlreva- 
riant  symétrique  de  t.  Ce  conlrevariant,  dont  il  est  inutile  d'écrire 
Texpression,  est  donc  reli(';  aux  formations  antérieures  par  la 
syzygie 

(29)       O'-r-  5*î'-f-  S  ^9  —  SS'  Q  —  7.T.{saL'  -{-  s'  7.)  -\-  T.^ils'  -\-  V  S W)  —  O. 

Nous  avons  ainsi  obtenu,  en  appliquant  notre  méthode  géné- 
rale, les  formations  ^',  e',  c',  dont  Texistence  était  prévue,  et  de 
plus  la  formation  y,  symétrique  (au  signe  près),  par  rapport  aux 
deux  séries  de  coefficients.  Pour  avoir  le  système  complet,  tel  que 
Ta  établi  M.  Gordan,  il  ne  nous  reste  plus  à  obtenir  qu'un  con- 
trevariant  de  degré  (»^,3)  et  de  classe  3,  qui  corresponde  dualisti- 
quement  au  covariant  cubique  pur  désigné  ci-dessus  par  /. 

Pour  obtenir  ce  conlrevariant,  que  j'appellerai  t,  il  suffit  de 
remarquer  que  si  l'on  forme  *a'^*^o-i- *<3to*Yo?  '^s  termes  en  r,', 
T,^J^,  T.Ç-,  s*  disparaissent  d'eux-mêmes;  en  divisant  par  ç,  on 
trouve  *I*7o4-*r)*^„;  de  telle  sorte  que 

est  divisible  par  Hj  ce  qui  donne  un  péninvariant  de  degré  (3,3), 
de  classe  3,  de  poids  10,  correspondant  par  suite  à  un  covariant 
mixte  d'ordre  o;  en  d'autres  termes,  un  contrevariant  précisément 
de  même  degré  et  classe  que  t  et  qui  ne  peut  être  que  t  lui-même, 
car  les  contrevariants  déjà  trouvés  étant  tous  de  classe  paire,  au- 
cune combinaison  formée  avec  eux  ne  pourrait  fournir  un  con- 
trevariant de  classe  impaire.  Nous  avons  donc,  pour  relier  t  aux 
autres  formations,  la  syzvffie 

( 3o)  XI  =  av  —  a'3  —  •::( I Y  -h  D^'). 

Il  est  inutile  de  donner  l'expression  complète  de  t  (');  elle 
change  de  signe  quand  on  permute  s  et  s\  En  effectuant  celle 
permutation    dans    la    syzygie   (3o),    on    obtient  la  nouvelle  sy- 


(')  On  robtiendrait  d'ailleurs  cri  permutant  les  lettres  majuscules  avec  les 
minuscules  <lans  l'expression  de  t,  dont  la  source  ^,  a  élé  donnée  ci-dessus  (for- 
mule (iH)].  • 


—  ±0  — 

(3i)  s'-.^  a'Y-a?'— -(I'y— D'?). 

4.  Nous  sommes  maintenant  en  possession  du  système  complel 
des  formations  invariantes,  avec  les  sept  sjzygies  (i3),  (a5),  (27), 
(28),  {'2g) f  (3o)  et(3i)qui  les  relient  entre  elles.  Voici  le  Tableau 
de  CCS  formations,  avec  la  notation  de  Clebsch  en  regard  : 

Degré 
dans 


»li;  s. 

{'' ' 

,     .  .  1    I A 

4  invariants      * 

(  D' o 

i' ■ 

.     .  I  «• ' 

4  rovarianls  purs  <     , 

*  '         j  s o 

•   ••*•«•  *% 

.     .      ,0 I 

I    contrevariants    <    *, 


I 


■j o 

T 3 


/   - o 

a •>». 

a' I 

.  [i 3 

•'                           /  -/ 2 

niivlos  \    ' 

? » 

£ 3 

*                            's' 'J. 

»     0 I 


enls. 

Notation 

i^. 

de 

:  *'. 

Classe. 

Ordre. 

Clebsch. 

0 

0 

0 

^^iii 

1 

0 

0 

A.111 

'2 

0 

0 

Aiîî 

3 

0 

0 

Atît 

0 

0 

'2 

/ 

5t 

0 

2 

*i. 

1 

0 

2 

/' 

3 

0 

3 

A 

0 

À 

0 

F„ 

1 

2 

0 

F,, 

'?. 

•>, 

0 

F„ 

3 

3 

0 

D 

0 

1 

I 

M* 

I 

1 

I 

B, 

2 

I 

1 

Bi 

1 

'2 

1 

c, 

.; 

'À 

1 

X 

3 

•J. 

1 

C. 

À 

1 

•2 

r. 

3 

1 

•>. 

r. 

I 

1 

'2 

N 

Les  formations  ^,  t,  [i,  [i',  y.  S,  £,  s'  sont  gauches,  c'est-à-dire 
changent  de  signe  par  une  substitution  de  déterminant  —  1 , 
comme  les  invariants  binaires  dont  elles  dérivent. 

Proposons-nous  de  former  de  nouvelles  syzygies,  en  transpor- 
tant dans  le  domaine  ternaire  celles  qui  existent  entre  les  treize 
invariants  binaires  dont  nous  sommes  partis. 

D'a|)rcs  les  résultats  obtenus  dans  le  Mémoire  déjà  cité  plu- 
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sieurs  Ibis,  ces  treize  invariants  binaires  sont  reliés  par  vingt  syzy- 
gies  distinctes,  dont  voici  le  Tableau  : 


r '2  — 


I.  /    g^;^r^  .i.\)i»'— iii.i,', 
1)1)3'  — cm,', 

-*)(  \)l>.A.'-h  c>l,lli)',)  —  2(al.lll>(î)'-^  .V\ll>'(0), 

-V^i>3'  -h  3 m,')  -  2(\il,3(D'  -h  Di>'3'(i:)), 


(32) 


I 

\ 


ce 

oui' 


II.    <  (Ô'C' 


1  o 


ni.  < 


3(41' 
C'(^' 


\il.'î, 

3X— «jull,!!!)': 

4oC;'-f-  3g-  WU^ 
3Çj  -+-(2Hl>'(0—   -"MIU)  .^ 

e'ij-h  (-VDb'  -2iii>(i;)')<^ 
.5^)_2(.uô'.c+'ift,'ff) 


=  o, 
=  o, 

:r  O, 
=  O, 

=  O, 
=  0, 

=  <>. 
—  O. 


Le  groupe  I  donne  l'expression  des  carrés  et  produits  deux  à 
deux  des  invariants  binaires  gauches  (à  l'exception  du  seul  carré 
4^)  en  fonction  des  invariants  droits;  nous  pouvons  donc  nous 
attendre  à  obtenir  les  expressions  des  carrés  et  produits  deux  à 
deux  des  formations  ternaires  gauches  /,  o,  |3,  e,  à  l'exception  de 
0*,  en  fonction  des  formations  droites  :  il  n'y  aura  même  plus 
d'exception  pour  o-,  que  la  syzygie  (29)  exprime  précisément  de 
celte  manière.  Le  groupe  II  ne  contenant  que  ^  comme  invariant 
gauche  nous  donnera  des  syzygies  entre  formes  droites.  Enfin  le 
groupe  III  fournira  des  syzygies  gauches,  c'est-à-dire  dans  chaque 
terme  desquelles  entre  une  formation  gauche,  et  une  seule. 

Pour  transporter  toutes  ces  syzygies  dans  le  domaine  ter- 
naire, il  suffit  d'y  remplacer  chaque  invariant  binaire  par  son 
expression  en  fonction  dn^  péninvariants  ternaires,  d'effectuer  les 


—  2i  — 

siinplifjcalions  qui  se  présentent  par  la  suppression  des  puissances 
de  a  qui  apparaissent  en  fadeur  commun  ou  par  l'emploi  de  syzj- 
gies  déjà  connues,  enfin  de  remplacer  les  péninvariants  ternaires 
par  les  covariants  dont  ils  sont  respectivement  les  sources.  Les 
expressions  de  (ô,  (D',  «5,  d.,  rV,  fi*  ont  déjà  été  données  plus  haut; 
celles  des  sept  autres  invariants  binaires  se  déduisent  facilement 
de  proche  en  proche  des  formules  (i8),  (19),  (20),  (:2i),  (22), 
(a!^)  et  (24).  Je  les  écris  toutes  ci-dessous,  en  y  remplaçant 
d'avance,  pour  plus  de  commodité,  les  péninvariants  ternaires 
par  les  covariants  correspondants  : 

(0  =  D*,        iS^'r^  s^{Vs-^w),         :S  =r  A-(l5—  1)5'), 
.1.  =s{\ss'—sw  —  1)5'*),         X  r~.  s^^i^V ss'  —  s' w  -^h' s^). 

C  =  5(5(1— Dr»),         \\W  =  5*(—  5a' -h  l ST. —  iVT:\ 
C'=5«(5o  — 5'(j-i-55aT:—  It:»),         (/'=  5î(53  —  Dot:  ), 

Commençons  par  les  svzygics  du  groupe  I.  La  première  a  déjà 
été  utilisée  et  nous  a  donné  la  syzvgie  (1  3).  La  cinquième  donne  la 
relation  symétrique  que  voici  : 

(    tO  =  (r)'5-^—  ÏSs'-h  uV)a  -h  (  D5'*—  l55'-t-  WS)(X' 

j  .._[(I|'_DI)')55'—  «'(l5'-T-r5)-h(v2l7:. 

La  sixième  donne,  en  tenant  compte  de  (29), 

(  So  =  (50  —  5'(j)a  H- 5<ja' 

(3îJ       * 

(  -H  f  9.a2-f-  ivcj  — 5(r)a'-f-  \'<s)\r.  -+-  (  Da'—  la)-*; 

d'où  Ton  conclut,  par  symétrie, 

(   p  0  =  —  5  d  a  -+-  (  5  ff  —  .V  C5  )  a 
^    '     (  _[.2a'?-:-irj'— 5'([)'(T^-I7')J--f-(.I'a'— D'à);:*. 

La  neuvième  peut  s'écrire,  à  cause  de  la  troisième  du  groupe  H, 

et  donne  par  suite 

0£  =  (^'5*-:-  5'«'  —  V s$'  )'J  —  5aa' 

^  [(  y  S  —  ir)a-h  n5'a']r  —  DD'sn^: 
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<roii  Ton  coiiclul,  par  syniélrie, 

La  deuxième  donne,  en  tenant  compte  de  (29)  et  de  (34 )^ 

l     32  =  (IV—  I/_r5)a5-f-(l5-f-  D5')'4>J—  I)50* 

\  H-2T:[(îa— Do)a-4-Dja']-f--2(IDç>  — P(j— DSj'); 

d'où,  par  s  v  nié  trie, 

(39)  P^ 

^     i  -+-  2Tr[(l'a'-  IV'f  )2'-i-  D'j'aJ  -h  -«(l'D'cp  -  l'i^j'  —  I)'*  j). 

La  quatrième  donne,  en  tenant  compte  de  (33), 

,    (  /?  =  («'  — I'.ç)a«-i-(I)A'— I.s)aa'— D5a'2-f-[(n'-f-  nD')s-hr|a7: 
^^^  I  —  D(2r4  — i«')a'7:4-D(rir-Dïy5'— l'î^)::'; 

d'où,  par  symétrie, 

i   /3'  =  (l.v'— »Oa'»-^(r*'— D'5)aa'-4-r)'5'a' 
<4i)  <  -i-fTw  — (irH-Diy)5']a'7r-f-D'(iv  — '2l.v')a7: 

La  septième  donne,  en  tenant  compte  de  (33), 

(  /£=(— ID'52-f-DD'w'-f-rw-w»)a-h(— DD'5«-r-I'DM'— D/cvla' 
■'^^     j  -i-[rDD'52H-D(ID'-r«)5j'4-D«I)'s'«— DD'5«'-i-rD5'iv|r; 

d'où,  par  symétrie, 

^  /  -4-f-IDD'5'*-D'(I'D  — I»)55'-hDD'«5«-+-DD'5'»— ID'5«>]7:. 

La  huitième  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  la  sixième, 

()'(<:-  -'^■C)  =  2(--iC\H,'-ilî>C(E)'4-  ill/Q'rO), 
et  donne  par  suite,  en  tenant  compte  de  (36), 

^^      (  -^  f  l)aa'H-(  (».'  —  r.v)(Do  —  Ia)-t-  DD'5(j]7r  —  D^D'-r^  : 

d'où,  par  symétrie, 

(   3'£'  =  r«^  — r5')j'a'-:-(D'tp  — I'(j')5'a 


«45) 


\  ^..  |lVaa'H-r(i-  — Lv'XLV'i— I'7')4-  ni)'.v'7']7:  -  DIV^tc». 
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Enfin  la  troisième  peul  s'écrire,  en  lenanl  compte  de  la  der- 
nière du  groupe  II, 

et  donne  alors,  en  tenant  compte  de  (36), 

(46)  e«=  (iv  — I'5Xa*-f-  D5'cp  — l5'(i)-hD'52(D«p  — I(j)-hDD'7u(-25a— Ds't:); 

d'où,  par  symétrie,  , 

^*^' ^  /  -+-  D5'«(D>  -  l'a')  +  DD'tz(^s'ol'-  D'st.). 

Passons  maintenant  aux  sjzygies  binaires  du  groupe  H.  En  les 
transportant  dans  le  domaine  ternaire,  avec  le  secours  de  (29), 
on  obtient  les  trois  importantes  relations 

(48)  a2  =  D(i'5H-(I(j—  VX^)s'—aw  —  iDa'T.-hlDT^, 

(49)  a'ï  =  D'j5'-4-(I'ci'— D'7)A  — j'(v---AD'a7u-+-!D'7r«, 

•    (  aaa'  =  (D'(i— I<i')5-h(D(i'— r<i)5'-4-9iv 

(50)  ^  ^         ^  /         T 

-+- ^(ra -4- Ia')7r  —  (  II'H- DD')7:«, 


dont  les  deux  premières  sont  symétriques  l'une  de  l'autre;  la  troi- 
sième est  sa  propre.symétrique.  Ces  trois  sj-zygies  ne  renferment, 
comme  il  avait  été  prévu,  que  des  formes  droites  ;  elles  peuvent 
servir  à  ramener  toutes  les  expressions  à  ne  contenir  a  et  a'  qu'au 
premier  degré. 

Transportons  enfin  dans  le  domaine  ternaire  les  huit  syzygies 
binaires  du  groupe  III.  Le  calcul  ne  présente  aucune  difficulté,  en 
s'aidant  des  syzygies  (aS),  (27),  ('^8),  (3o)  et  (3i).  Voici  le 
groupe  de  syzygies  gauches  auxquelles  on  est  finalement  conduit  : 

j  (r5'--D'5)p-f-(Ds'— ls)p'— 2«'Y 
^^^^  I       H-2(a'-  r'j:)£-+-(DD'— II')7ro-4--i(l7r-a)£'-r-ç/  =  o, 

(53)  D(r)'.v— I'.v')OH-(ii^—  Î5')£-+-  hs'z-\-oif  =  o, 

(54)  a'—Vr.)^-\-  D7:3'-4-Î7:Y-f-  l'ao -+- os  —  je' .- o, 

(55)  ap  —  D7:Y-h(Do  —  Ij)o  — <j£  =  o, 

(56)  lV(ns'—Î5)0  —  D'5£-^(I'5  —  «•}£'-[-  a'/   rr  o, 

(5;)  r)(a'-  r7:)o-  ai  • }-  D^s'-h  7/ _- o, 

(58)     [(DIV-4- II')?:  — la'  -  l'ajo   f- (l'-JT    -  %' )i     •  i  \r.  -  y  )  i  --^  f  -  o. 
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(39)  D.v'P'-+-(l5'— m-')y-+-  DD't.o-  a£'=o, 

(60)  (  l's  -  iv)^y-^  D'5Y  -4-  l'a'o  —  aa'e'H-  D'te  —  jV  =  o, 

(61)  (a—  l7r)?'-h  D't3  —  I'tty  —  la'o  -h  cps'—  j's  =  o, 

(62)  a'^'-hD'7TY  +  (ra'-  D'cp)a  — cr'£'=o, 

(63)  D\oL  —  ]t.)o  -h  a'e—  D'::£  -h  <j'/  =  o, 

(64 )  D's {i  -h  (  «  —  I'.s  ) Y  —  DD'ro  —  a'c  =  o. 

Les  huit  premières  de  ces  syzjgies  [(5i)  à  (58)]  proviennent 
respectivement  des  première,  deuxième,  cinquième,  huitième, 
septième,  sixième,  troisième  et  quatrième  sjzygies  binaires 
du  groupe  III  (Sa).  La  $yzygie  (Sq)  s'obtient  en  divisant  par  s  la 
combinaison  suivante  des  syzygies  (25),  (27),  (28),  (5i),  (53), 
(5^),  où  tous  les  termes  non  divisibles  par  .v  disparaissent  d'eux- 
mêmes, 

(«,  -  ls')[s-(  —  s^  -4-  a8  -h  rc]  —  D5'[5p'-+-  s'^  -+-  a'o  —  rs'J 

-h  OL[sZ  —  s'z  —  iVO  -\-  TZt] 

—  7:[D(D'5-r5'.)o-4-(iv— l5')£-4-D5'£'-+-a/] 
-h  5'[  D(a'—  I'7r)o  —  a£  -+-  Drfi'H-  a/]. 

Enfin  les  syzygies  (60)  à  (64)  se  déduisent  respectivement  par 
symétrie  des  syzygies  (5i),  (54),  (55),  (5^),  (Sg)-;  Les  syzygies 
(52)  et  (58)  sont  leurs  propres  symétriques  ;  (53)  a  pour  symé- 
trique (56). 

S.  Nous  avons  obtenu  précédemment  dix-sept  syzygies  don- 
nant l'expression  de  carrés  ou  de  doubles  produits  de  formes 
gauches  en  fonction  des  formes  droites,  savoir  (i3),  (29)  et  (33) 
à  (47)'  Je  vais  maintenant  calculer  les  expressions  analogues 
pour  tous  les  autres  carrés  ou  doubles  produits  de  formes  gau- 
ches, en  formant  méthodiquement  dix-neuf  syzygies  nouvelles 
par  le  procédé  suivant. 

Je  multiplie  la  syzygie  (25)  successivement  par  /,  0,  ^,  e  ;  je 
remplace  dans  le  second  membre  les  doubles  produits  ou  carrés 
de  formes  gauches  par  leurs  expressions  en  fonction  des"  formes 
droites,  connues  en  vertu  des  syzygies  antérieures  ;  en  utilisant  au 
besoin  les  syzygies  (48  ),  (  {9)  et  (5(>),  il  est  facile  tie  faire  dispa- 
raître les  termes  non  divisibles  par  a*;  effectuant  la  division,  j'oh- 


liens  dans  le  nreniier  membre  v/,  vo,  vS,  ^'£,  elle  second  membre 
donne,  pour  ce  double  produit,  l'expression  demandée.  Connais- 
sant ainsi  yo,  v|3,  vs,  il  suffît  de  mulUplier  (25 )  par  y  et  d'opérer 
de  la  même  manière  pour  obtenir  l'expression  de  Y"*  J'opère 
ensuite  de  même  sur  la  syzygie  (9-8),  puis  sur  (2-),  enfin  sur  (3o); 
en  prolitanl  d'ailleurs  de  la  loi  de  svmélrie  pour  éviter  quelques- 
uns  de  ces  calculs.  J^es  résultats  que  fournit  cette  métbode  sont 
donnés  par  le  Tableau  ci-d(»ssous,  dans  l'ordre  même  où  on  les 
obtient  : 

(  /•;  =— D'.sa-       «laa— r).ç'a'2-T-  I)'(I.ç-k  1)s')slt 

(65)  ' 

(66)  70  --=  si'sL  -f-  s' 72  —  ( :ty.' -i-  Da-'j'-t-  ir.^TlTTH-  DI.V-», 

(68)  ^  *  *  • 

(  Yt'-^  A'(r)7'a'  — D'aa)-4-(i^T'a  — -[(rDcr— 2lD'îr-hDD'ï>)5'  — DD'5!T'-h2D'iv<i] 

('yO)    !      •  '  . 

''    ^C  _D'7:2(Ia-h3Da')-r-9.ri)ir7:5, 


(/•) 


l  -;'-i  =r—  L).Ç7'2—  D'.v'js-f-  irTC7'-i-'2  7:(I)'7a—  l)<j'a') 
J  -T-7:2(r>»)'cp  — ID'cr  — ri)cr'), 


'  fi£'.-_a2a'-i-(u'ç;  — r.v'cr)a-4-  D.^d'a' 
t  7>.)  -+-  7:(-2l'a^-l-  laa  —  Da^-^  DD'.v'a—  I'D^j) 

'  •    7:2[rDa'-(II'-i-nD')a], 


>  i  — 


-;:2|iiya  — ([['-+- I)r)')a'|, 

zi=-^  ss'i  [nVo  —  ID'cr  —  VDrs)  -i    if(  D'.vj-h  D/cr'—  aa') 

-4-7:[r)'a(I.v-r-  |).v'j-|-l)a(r.v'-r-  D'.nj  — l)D'7:2(I'.v-^l5'>. 

7r|(  l7'-^  \Vi)OL  -r-  (l'a  -f-  I)7')a']  --  7:2(  IT) j  -^  ID'd), 
^-  =  _]Va3_  raîa'_[aa'=i— Da'^--7r[>nVa^~(I!--3r)[)')aa'~jiI'na'2] 


<  :\  ) 


(7)1 


(i^'rr  C77'((r  —  I.v'—   I' .V  )  -h  0(  D'.VCJ  -H  I  )  .v' J  —  «ï') 


-rîjn'd'    -  10)  a -h  n(l2-^  IIV)a'|-^  HIV,  M-  [)!>' )7:\ 
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(83) 


(Cette  importante  syzy^ie,  dont  la  siguilicalion  sera  étudiée 
plus  loin,  présente  à  première  vue  ce  caractère  remarquable,  que 
le  second  membre  ne  renferme  que  les  quatre  invariants  et  les 
trois  covariants  mixtes  linéo-linéaires  -k,  a,  a'.) 


(77) 


(  TO  =  a'a'-hoaa'-f-ffa'î— 7r[(D'j-f-I(i')a-t-(Dcj'-+-l'(j)a'| 


(-8) 


/  _H7:î[IIVcr-+-ri)j'-  OD'oJ, 

T^  =  (—  I)'<j2-+-I(i(j'— D(j'cp)a-h(—  r^ï^-Ddd'-Hi^o  —  Do«)a' 

*"^*  \  -f-[I)'2cr2H-(r»— IE)')!Tî'— rDfj'*-4-DD'j'(p— riVao]::, 


(So) 


(8i) 


I 


(82) 


.H  [(  ir-+-  Dr)')j  —  î'D,p]a'7r  -h  D'(—  Pj  —  D» j'h-  II)o)7r». 
^-[IIVo  — (irH-DD')(j']a7t-*-D(D'o  — •2l'(i')a'7r 

-HD(D'*(j-4-rïj'— rE)'o)it*, 

TY  =  (—  Dj'*-f-  î'ffj'—  D'ffcp)a  -H  (—  D'(T»  -h  Idj'—  D!T'cp)a' 
-+-[(ID'j-+-I'Dîr')o-f-(Dn'— lI')crcT'— DD'cpîJT:, 

-J  =  DD'o'-  (ID'd  -+-  I'D(j')o*-+-  [n)'(j»-+-(ir—  3DD')<i<i'h-  IDj'»]o  -  D'«(i« 

Pour  faciliter  l'emploi  de  tous  ces  résultats,  je  donnerai  ici  une 
Table  à  double  entrée,  au  mojen  de  laquelle  on  peut  retrouver 
immédiatement,  par  son  numéro  d'ordre,  la  syzygie  qui  fournit  le 
carré  d'une  forme  gauche  donnée  ou  le  produit  de  deux  formes 
gauches  données  : 


?•        ?'. 


e  . 


r- 


(iM    (r\)    (lo)    (41)    (1.>.)    (4'J)    (65)  (7(>) 

(•^9)     CM)     ("53)     CiG)     (37)    (r,())  (77) 

(•i«)    (7>)    (44)     (7'^)    («7)  (78) 

09)     (73)     (4-3)     (G8)  (79) 

^4H)     (74)     (G9)  («o) 

n7)    (70)  (81) 

(71)  (8-2) 

(83) 


0. 
e. 

£'. 


6.    En  oxaniinanl   afienlivement   les  svzvfrics  oblenuos,  on  re- 
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connaît  rexislencc  (indépendamment  de  la  symétrie,  évidente 
a  priori,  relative  à  l'échange  des  coefficients  de  s  et  de  s')  d'un 
genre  particulier  de  symétrie  croisée,  qui  peut  être  défini  comme 
suit  : 

«  Si,  dans  une  quelconque  des  syzygies,  on  remplace  5,  s'^  w, 

/,  £,  e',  y,  respectivement  par  Dt',D't,DD'ç.,  —  DD't,  D^',  D'^,  o, 

s'     s 
et  en  même  temps,  inversement,  c,  t',  cp,  t,  [3,  ^',  o,  par  |y>  îâ' 

DÏV'  —  nrv'  ÏV'  "n*  ï-   ^"  conservant  sans  modification  a,  a',  it, 

et  les  invariants  D,  D',  1,  T,  on  obtient  encore  une  syzygie.   » 

Je  dirai  que  deux  syzygies  sont  réciproques  quand  elles  se 
déduisent  Tune  de  l'autre  par  le  procédé  que  je  viens  d'indiquer. 
Ainsi  chacune  des  trois  syzygies  fondamentales  entre  formes 
droites  (48),  (49)  et  (5o)  est  sa  propre  réciproque,  comme  il  est 
aisé  de  le  vérifier.  Dans  la  Table  à  double  entrée  donnée  ci-dessus, 
les  quatre  syzygies  (76),  (66),  (7^),  (73),  placées  sur  la  diago- 
nale, sont  aussi  leurs  propres  réciproques;  et  chacune  des  autres 
a  pour  réciproque  celle  qui  occupe  la  position  symétrique  par 
rapport  à  cette  même  diagonale.  La  vérification  de  cette  curieuse 
propriété,  lorsqu'elle  n'est  pas  immédiate,  n'exige  que  l'emploi 
convenablement  dirigé  des  trois  syzygies  droites  (4^),  (4.9)  et(5o). 
En  ce  qui  concerne  les  syzygies  gauches,  on  reconnaît  que  les 
syzygies  (3o),  (3i),  (55),  ((ia)  ont  respectivement  pour  réci- 
proques (63),  (-îj),  (5(j),  (64).  La  réeiprocjue  de  (^iS)  serait 

(84)  Djo_7£'H-aY-+-D7:3'=o; 

cette  syzygie,  que  nous  n'avons  pas  encore  rencontrée,  est  néan- 
moins exacte;  car  on  l'obtient  en  divisant  par  j?  la  combinaison 
suivante  de  syzygies  connues  : 

oiO/))  -h  Dz(27)  --  7(  •>8)  —  o{/|8)  -T-  5'(5J  )  -h  r.ib-j)  =  o. 

La    réciproque    de    ('^7)    est  évidemment  exacte  aussi  comme 
élant  la  symétrique  de  (84  )".  savoir 

(83)  D'jo  H-  j'î  -h  a' Y  —  D'ttS  =  o. 

La  réciproque  de  (:aH)  serait 

(  H(\  )  y  7    -  37'-;     'iV   -+-  T-    —   o. 
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Celle  s\zvgle  symétrique,  que  nous  n'avons  pas  encore  ren- 
contrëe,  esl  néanmoins  exacle  ;  car  elle  s'obliendrail  en  divisant 
par  5*  la  combinaison  suivante  de  syzygies  connues  : 

_  l  (.ç-p -h^a::  — /a)(25)-+-(,va-hDir*)(27)  — 7rff('28)  —  ^(29) 
^~  \  H-5Tr[(^3o)-(54)-(84)]-4-o(34)H-7:»(5i). 

On  peut  d'ailleurs  en  vérifier  plus  rapidernent  Texactitude  en 
la  multipliant  par  t,  et  remplaçant  ^'t,  ^t,  yr,  t^  par  leurs  ex- 
pressions (79),  (78),  (82),  (83)  :  les  coefficients  de  a,  a',  ir 
s'évanouissent  d'eux-mêmes  séparément. 

La  réciproque  de  (5i)  serait 


(I  j—  Dcp)£  -  DD'jo  -  -  [ay  -  iDa^'n-  DD'r?  -  D^'t  =  0; 

mais  ce  n'est  que  la  combinaison  suivante  de  syzygies  déjà  con- 
nues 

D[(3i) -h  (61)  H- (85)J -H  1(84  >  =  o. 

Les  réciproques  de  (Sa),  (53),  (54)»  (56),  (58),  (61)  seraient 
respectivement 

(  (Ter  — Dcx')£'-i-(D'a-Ij')£-ha(l7u-a)D'p 
^^^^    (  -4-2(a'-rT:)D|5'— 2DI)'o8-t-(DD'— II')7rY  — iVT  =  o, 

(88)  (Dt'—  I'(T)Y-h(D«p—  Ia)p'-+-  D'a^  —  a-:  =  o, 

(89)  (a'-  I'7:)£'-h-  D'tts  +  ID'ro  -h  I's'y  H-  wp'—  D'5'p  =  o, 

(90)  (D'à—  I(t')7  — D<j'p'-4-(ra'— D'ç)P  — Gt'x  =0, 

(9i)(î'r  —  a')Dp'— (It:  — a)D'P-4-r(DD'-Hir)7t— la'— I'a]Y-hWT  =  o, 
(9'^)  (a—  [7:)£-h  Dtts'—  I'Dtto  —  Isy  +  wp  —  05^'=  o, 

syzygies  dont  l'exactitude  pourrait  sans  doute  être  vérifiée  assez 
facilement.  Quant  à  (60),  symétrique  de  (5 1),  elle  donnerait  évi- 
demment par  réciprocité,  comme  celle-ci,  une  combinaison  de 
syzygies  connues. 

On  pourrait  chercher  à  obtenir  encore  d'autres  syzygies  gau- 
ches, en  combinant  celles  que  nous  avons  obtenues  de  manière  à 
pouvoir  diviser  par  un  facteur  commun,  comme  il  a  été  procédé 
ci-dessus  pour  vérifier  l'exactitude  des  syzygies  (84)  et  (86)  :  je 
m'abstiendrai  de  poursuivre  cette  recherche,  qui  ne  paraît  pré- 
senter actuellement  que  peu  d'intérêt  au  point  de  vue  des  appli- 
cations géomélri(|ues,  point  de  vue  auquel  je  vais  maintenant  me 
placer. 
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7.  Avant  d'aborder  les  applications  jrroniêlrif|ues  qui  fonl  plus 
particulicTemenI  l'objet  de  ce  serrmd  Chapitre,  il  ne  sera  pas 
inutile  de  rrsunier  en  quelques  mots  les  résultats  purement  algé- 
liriques  obtenus  dans  le  premier. 

En  partant  des  deux  formes  ternaires  quadratiques  5,  s\  j'ai 
•'•tabli  l'existence  des  dix-huit  formations  concomitantes  qui  con- 
stituent, avec  5,  s'  et  le  rovariant  identique  -,  le  système  complet 
de  ces  deux  formes  :  savoir  : 

4  in\arian(>.  \K  I.  1'.  W  : 

•1  covariant»»  pur*,  xw  t,  d'onin**  'i  c\  "{; 

4  rontre\ariant"4.  7.  z,,  z  .  z.  «le  rla^se*  a.  >.,  il  et    î  ; 

->.  linro-Iinraires  a.  a'. 

8  (:o\ariaiit:»  mixli»*...       3  «le  ola<<t'  'x  c\  «ronirc  i,  3.  3'.  -'. 

i  *     *     ^ 

.  3  «le  clas*e  i  et  «l'ordre  -i.  £.  *',  o. 

J'ai  calculé  les  expressions,  en  fonction  des  coefficients  de  5  et 
de  s\  des  invariants,  conlrevariauls  et  [>éninvarianls  {^sources  par 
rajiporl  à  .r  des  covariants  )  purs  et  mixtes. 

J'ai  obtenu  <>-  svz>iries  «lislincles  reliant  ces  diverses  forma- 
lions,  sav«»ir  :  36*  qui  fournissenl  b's  expressions  des  S  carrés  et 
des  '-^.8  pro<luils  deux  à  «leux  des  8  formes  «rauches  /,  t,  •',  o,  3, 
j,  £,  £,  «Ml  foiieh(»n  des  lormes  «iroites  ;  ^S  svr>«îies  <i:auches, 
«•'e>t-à-dire  «ians  (  liiKpie  lerme  (les«|ii«*Iles  entre  une  forme  j^aiiche, 
et  iin<*  >eiile  :  enfin  .»  sv/.\;::i<*s,  ('  jS),  (  j«p,  i  ."io  »,  où  ne  figurent 
(|ur  \v%  ffirmes  droites. 

J'ai  enfin  rtioiilFé  «pi'iMilre  la  s\iiiélrie  relative  à  ré('lian«;e  des 
coefficients  «]«'  v  «-t  .v'.  il  se  manifeste  eiilre  les  diver-^es  formations, 
diuiN  toul«fs  jr:,  >\/.\oj,.^,  xxv\v  <\iiiélri«*  «  roiséo  particulière,  que  j'ai 
«Jési^née  sous  l«*  nom  d«*  rrrinroritr. 

Vu  point  «!«•  vu«*  ^'♦'•oinétriqiie,  «)ii  p«Mit  regarder  .v  et  s\  é^^aléesà 
zéro,  c«)iiiiin'  les  érpialions  poiicliMlIcs  de  deux  coniques:  ii*  et  / 
«'Oiiim*'  celles  «rime  (:«'rlainc  <:oiii(nn*  «'i  «l'une  certaine  cubique 
<lépeii«lant  «les  deux  pr<Miii«''r«'s  («niiijiM's  :  7.  t'.  -^  comme  les 
éfpiati«>ns  tati^('nti«*llrs  «l«»  liois  ;nilr«»s  citiiicpics  (b'pcntiant  lon- 
j«Mirs  «les  «l«Mi\  prfini«*'res  ;  t  comme  celle  «ruiu-  courbe  de  troi- 
**i<'*ine  classr  :  «.«nlin  a.  a  ,  3.   'j',  -',  0.  i.  i   c«»inmc  l«'s  étniations  de 
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huit  connexes  liés  aux  deux  coniques  fondamentales  ;  ir  repré- 
sente le  connexe  identique. 

A  ce  point  de  vue  général,  les  svzygies  obtenues  dans  le  Cha- 
pitre I  fourniraient  évidemment  le  moyen  d'étudier  les  particula- 
rités que  peuvent  présenter  ces  divers  connexes.  Toutefois,  je 
n'entreprendrai  pas  ici  cette  élude,  et  je  considérerai  les  forma- 
tions mixtes  comme  représentant  les  équations  tantôt  ponctuelles, 
tantôt  tangentielles,  suivant  le  cas,  de  droites  ou  de  coniques 
définies  par  une  droite  donnée  ou  par  un  point  donné,  dont  les 
coordonnées  y  sont  introduites  de  manière  à  n'y  laisser  subsister 
comme  variables  effectives  que  les  variables  de  Tune  ou  de  l'autre 
série. 

8.  La  première  question  géométrique  qui  se  présente  naturel- 
lement est  de  former  les  équations  fangentielles  des  coniques  s, 
s',  La  syzygie  (^.[))  fournit  immédiatement  la  réponse.  Soient  en 
effet  ^<,  j'i,  Zi  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la 
conique  s,  mais  que  nous  supposerons  n'être  pas  en  même  temps 
sur  s'.  En  introduisant  ces  valeurs  de  x,  ^',  5,  s  s'annule;  5'  et  w 
prennent  des  valeurs  déterminées  s\,  w<  ;  0,  a,  a',  ii  deviennent 
des  fonctions  déterminées  o^,  a,,  a'j,  t<  des  seules  variables  Ç, 
■/•,  !J,  comme  sont  déjà  t,  (t',  cp.  La  syzygie  {'>-())  prend  la  forme 

of-h  .Ç'j*  J  —  T,i['is\  «1-+-  ((Vi  —  l5'i)iri]  =  o, 

et  elle  exprime  que  l'équation  tangentiellc  <t  =  o  est  exactement 
équivalente  à  celle-ci  : 

oîiT,  est  le  point  M,  0|  et  n^  sont  deux  autres  points  dépendant  de 
la  position  de  M.  Mais  cette  dernière  représente,  comme  on  sait, 
une  conique  passant  par  les  deux  points  Ti,  11^,  les  tangentes  en 
ces  points  allant  concourir  au  point  0|  ;  donc  M  est  sur  t,  et,  par 
suite,  0"  est  l'équation  tangentiellc  de  s. 

Par  le  même  raisonnement,  appliqué  toujours  à  la  syzygie  (î>-9), 
on  voit  que  7  H-  /cz>  -\-  k'-i'  est  l'équation  tangentiellc  de  s  -h  AV. 

De  même  la  s>zygie  (71),  réci[)roque  de  {'M))^  fait  connaître 
l'équation  ponctuelle  delà  conique  1 -\- k 7' \ c^r ^  soient  Çf,  r,4,  Ç^  les 
coordonnées  d'une  tangente  T  de  cette  conique,  elles  annulent 
T-i-Ao"',   donnent  à  t,  t',  cp  les  valeurs  déterminées   — /iT, ,  t'^. 
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tfi  et  font  de  ti,  y,  a,  a'  des  fonctions  déterminées  t,,  yi,  ai,  a'j 
des  seules  variables  Xj  y  y  z.  La  syzygie  (71)  devient 

YÎ4-j;«(D5-4-^«'-hA:SD'5')-7r,  J2!T;(Da'i->tD'a,)--7:,[DD'9,-f-(T'i(A:ID'--l'D)]j  = 

et  montre  que  Téquation  de  la  conique  Ds  -\-  Aw  -}-  A'^D' s'  peut 
se  mettra  sous  la  forme 

et  que,  par  suite,  cette  conique  est  tangente  à  la  droite  7i|,  qui 
n'est  autre  que  T.  Donc  t  -f-  A'o^  a  pour  équation  ponctuelle 

La  signification  géométrique  des  invariants  D,  D'  est  immédia- 
tement donnée  par  les  syzygies  droites  (48),  (49)- 

Si  dans  (48).  par  exemple,  on  suppose  D  =  o,  il  vient 

et,  comme  chacun  des  facteurs  du  second  membre  ne  contient 
qu'une  des  séries  de  variables,  chacun  d'eux  doit  être  un  carré 
parfait  ;  donc  t  se  réduit  à  deux  points  coïncidents.  Mais,  d'autre 
part,  la  sjzygie  (47)  devient,  pour  D  =  o, 

£'«  =  (w  -  l5')f  a'«-+-  5(D'cp  —  r  j')J; 

w  —  Is'  étant  carré  parfait,  comme  nous  venons  de  le  voir,  il  faut 
qu'il  en  soit  de  même  du  second  facteur  du  second  membre.  On 
peut  donc,  en  désignant  par  0  une  certaine  forme  linéaire  par 
rapport  aux  deux  séries  de  variables,   poser 

OU  encore 

s(D'o  —  Tcj')  =  (0  -t-  a')(  0  -  a'). 

Chacun  des  facteurs  du  premier  membre  ne  contenant  qu'une  des 
séries  de  variables  doit  se  décomposer  en  deux  facteurs  linéaires  : 
donc  s  représente  deux  droites,  et  D'o  —  IV  deux  points. 

9.  Proposons-nous  d'exprimer,  au  moyen  des  formations  que 
nous  avons  obtenues,  les  invariants,  contrcvarianls  et  covariants 
purs  ou  mixtes  du  système  on  a  et  t'  seraient  les  deux  formes 
fondamenlales,  au  lieu  de  s  et  de  .v',  le   rôle  des  deux   séries    de 
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coordonnées  se  trouvant  renversé.  Nous  savons  déjà  que  D.v,  w, 
D's'  correspondent  respectivement  dans  cette  lijpotlièse  à  <t,  ç ,  «r'. 
Le  covariant  identique  tt  n'est  évidemment  pas  affecté.  Désignons 
parDj,Dj,I|,  l'j,   a,,    ...   les  formations  qui  correspondraient 

respectivement  à  D,  IV,  I, La  syzygie  (29)  devant  subsister 

entre  ces  nouvelles  formations,  on  peut  poser 

0}  =  —  D's'<T*—  Ds<t'2h-  ivjcj'-f-  •ir.{(JOL\  -4-  d'aj)  -4-  Tr'( —  li  <t'  —  l\(J  -h  «"i). 

Comparant  avec  (71),  on  conclut 

Oi=±Y,       a;  =  D'a,       a,  =  Da',       I,  =  Ï'D,       I,  =  ID',       «^j  =  DD'o. 

D'ailleurs,  si  Ton  compare  les  coefficients  de  ^x^  dans  S  et  de  x^'^ 
dans  y  [formules  (18)  et  (26)],  on  voit  que  le  second  se  déduit  du 
premier  en  remplaçant  g^  h^  g\  //,  par  G,  H,  G',  H',  comme  pour 
passer  de  5,  5'  à  o-,  <t';  donc  c'est  bien  +y  qui  correspond  à  0. 
Portons  les  valeurs  ci-dessus  dans  la  syzygie  (4;)  î  ^Hc  donne 

D»a'«  =  DV  It  —  D'cp  ).v  -h  Di(  D'cr5'—  ^' w  —  aD'ar  -4-  ID'tt*  ). 

Comparant  avec  (48),  on  obtient  immédiatement 

D,  =  D^,        d'où        D;  =  D'«. 

De  même,  la  comparaison  de  la  transformée  de  (3/{)  avec  ((K)) 
donne  [ii  = —  D&,  d'où  ,3'^  =  —  D'e'.  Par  l'emploi  des  autres  sy- 
zygies,  on  trouve  de  même  successivement 

£1=  — DD'p,     £,  =  — DD'3',     7i  =  DD'o,     ^=-00'-:,     t,  =— DD'/. 

La  symétrie  dualistique  entre  les  formations  est  donc  repré- 
sentée dans  les  formules  par  ce  fait,  que  les  syzygies  restent  inva- 
riables ou  se  changent  les  unes  dans  les  autres,  quand  on  y  rem- 
place respectivement 

A-,     M-,     /,     D,     I,     3t,     p,    Y»    ^>    ^^     ^)     r»    "^ 
par 

1,     DD'cp,     —  DD't,     D2,     I'D,     Da',     —De,     DD'o,     y»     -t)*^'?. 

D.Ç,     w,     —  DD  ^ 

et  de  même  pour  les  lettres  accentuées,  en  laissant  7:  invariable. 

En  combinant  la  symétrie  dualistiqs?!?  avec  la  symétrie  relative 

aux  accents,  on   reirouvc,  à  dos  puissances  près  de  D  et  D',  la 

xvni.  3 
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symétrie  croisée  spéciale  que  j'ai  désignée  sous  le  nom  de  réci- 
procité; toutefois  cette  dernière,  dont  la  signification  géométrique 
est  ainsi  rendue  évidente,  se  présente  plus  simplement  pour  les 
applications  que  la  superposition  pure  et  simple  des  deux  symé- 
tries géométriques. 

iO.  La  sjzygie  (29),  considérée  à  un  autre  point  de  vue, 
fournil  aussi  la  solution  immédiate  du  problème  suivant  : 

Former  r  équation  des  coniques  passant  par  les  quatre  points 
communs  à  s  et  s\  et  tangentes  à  une  droite  donnée,  qui  ne 
passe  par  aucun  de  ces  quatre  points. 

Soient  Çi,t^4,!^j  les  coordonnées  de  la  droite  donnée,  <T|,  o-'j,  cp,, 
714,  ...  ce  que  deviennent  a-,  t',  cp,  t,  ...  quand  on  y  introduit 
ces  valeurs  pour  Ç,  r,,  Ç.  La  syzygie  (29)  ne  renferme  plus  que  les 
variables  ponctuelles  .r,  >',  z  ;  et  elle  nous  apprend  que  les  valeurs 
de  ces  variables,  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  conditions 

satisfont  par  cela  même  à  la  condition 
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autrement  dit,  que  les  quatre  points  où  la  droite  donnée  -,  coupe 
le  système  de  deux  coniques  F,  V  (passant  par  les  points  com- 
muns à  5  et  s')  que  représente  0-^5- — ^^ss' -{-  <7^s'^^  sont  situés 
sur  la  conique  o,  comptée  deux  fois,  c'est-à-dire  se  réduisent  à 
deux.  Il  faut  donc  ou  que  les  deux  coniques  F,  F^  se  coupent  sur 
la  droite  donnée,  ce  qui  est  impossible  puisqu'elles  ont  déjà  quatre 
points  communs,  savoir  ceux  qui  sont  communs  à  5  et  s',  ou 
qu'elles  soient  tangentes  à  la  droite  donnée,  auquel  cas  elles 
fournissent  la  solution  du  j)roblèmc.  11  y  a  donc  deux  coni(|ues 
répondant  à  la  question,  et  leur  équation  est 

La  syzvgie  (46)  fournit  la  solution  du  problème  analogue  où  il 
s'agit  de  trouver  les  coniques  tangentes  à  une  droite  donnée  et 
passant  par  les  quatre  points  communs  à  .v  et  w. 


(  -r»  ) 
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On  peiil,  en  rlïvlj  Vrc.r'iv{\  vu  lenanl  roinple  dtM  IH), 

£2  =--  (  DD'cp  —  ID  j  —  I'Dt'j.ss  +-  {1)7    h  l'7)iys  —  fjiv^-hr.E, 

E  étant  un  covarianl  mixte  composé,  de  classe  i  et  d'ordre  4» 

Donc,  par  le  même  raisonnement  que  plus  liant,  Téquation  des 
deux  coniques  demandées  sera 

(94)         ^71»'  —   [Dt,  -h  I'Ti  Zn  y/^l  )'  cr'j  __  J  '  7,  )2  -h  4  J  )'  (Jj  (  I  )  cp ,  —  ï  jj  )]  s  =  «). 

Pour  les  problèmes  réciproques,  où  Ton  demanderait  les  équa- 
tions des  coniques  passant  par  un  point  donné  et  Lanj;enles  aux 
quatre  tangentes  communes  à  <t  et  t',  ou  à  t  et  cp,  on  peut  re- 
courir aux  svzygies  réciproques  de  (29)  et  de  (47)?  c'est-à-dire 
aux  syzvgies  (^i)  et  (39);  ou  plus  simplement  transformer  par 
réciprocité  les  formules  (93)  et  (94)?  ce  qui  donne,  pour  le  pre- 
mier cas, 

(  9 ">  )  '2  D' .v',  d  —  (  il'  1  —z  v/iv f  —  4  l'* '^  s  1 5 ,  )  d'  =  o 

et,  pour  le  second, 

Nous  verrons  plus  loin  que  les  formules  (93)  à  (96)  ne  sont  que 
des  cas  particuliers  d'une  formule  donnant  la  solution  d'un  pro- 
blème beaucoup  plus  général  que  ceux  que  nous  venons  de 
traiter. 

11.  Examinons  maintenant  de  près  la  syzygie  (jfi),  dont  j'ai 
signalé  précédemment  l'importance  : 

\  ti  =z  DI>'(II  —  DD')7:3_  0(12-1-  rï))a7:î  -  V){V^-^  WY  )OL'T^-^  iW)' iir. 
]  -h  (II -h  3r>LV}aa'7:-r^';>rL)a'«7:  — D'à»  -  I'a«a'—  laa'^— Da'J. 

Le  premier  membre  est  le  produit  d'un  covariant  pur  de  troi- 
sième ordre  par  un  contrevariant  de  troisième  classe,  et  représente 
par  conséquent  le  produit  de  l'équation  ponctuelle  d'une  cu- 
bique par  l'équation  tangentielle  d'une  courbe  de  troisième 
classe.  Le  second  membre  est  une  forme  ternaire  cubique 
aux    variables   7:,    a,    a',    avec    tous    les    coefficients    invariants. 

Si  donc  on  introduit  dans  7:,  a,  a',  qui  sont  des  covarianls 
mixtes  linéaires   par   rapport   aux   deux    séries    de    variables,    les 
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coordonnées  Ç|,  r,i,  ^|  d'une  droite  A  (]iii  ne  soit  pas  tangente  à  la 
courbe  T,  cette  forme  ternaire  donnera  l'équation  de  t  exprimée  au 
moyen  de  trois  coordonnées  ponctuelles,  c'est-à-dire  rapportée  à 
trois  droites  dont  Tune  est  la  droite  arbitraire  A,  et  les  deux 
autres  dépendent,  d'une  manière  déterminée,  de  la  position  de  A. 
Si,  au  contraire,  on  introduit  dans  t:,  a,  a'  les  coordonnées  X|, 
y^,  Zi  d'un  point  arbitraire  P  non  situé  sur  la  cubi(|ue  t^  la  même 
forme  ternaire  représentera  en  coordonnées  tangent ielles  la  courbe 
de  troisième  classe  t,  un  des  sommets  du  triangle  de  référence 
étant  le  point  P,  et  les  dcuv  autres  étant  déterminés  par  la  posi- 
tion assignée  à  ce  point. 

Mais,  si  Ton  calcule  le  covariant  hessien  de  la  forme  ternaire 
cubique  aux  variables  ir,  a,  a',  on  trouve  sans  peine,  en  employant 
les  formules  connues,  qu'il  se  réduit,  à  un   facteur  numérique 

■ 

près,  à  la  forme  elle-même  multipliée  par  l'invariant  composé 
(97)  E  =  27D»D'»-  IM'*-  i8II'DD'-f- 4  PD'n- /.nD. 

Par  conséquent,  la  forme  ternaire  en  tz,  a,  ol'  est  toujours  dé- 
composable  en  trois  facteurs  linéaires  par  rapport  à  ces  variables, 
([ui  elles-mêmes  sont  linéaires  par  rapport  à  ;r,  )-,  r-,  comme  par 
rapport  à  $,  Tj,  Ç.  Donc  le  covariant  (  représente  trois  droites,  et 
le  contrevariant  t  trois  points.  Si  K  est  nul,  deux  au  moins  de  ces 
droites  et  deux  au  moins  de  ces  points  coïncident,  puisque  la 
théorie  des  formes  ternaires  cubiques  apprend  que  dans  ce  cas 
la  forme  en  t:,  a,  a'  admet  au  moins  un  facteur  carré. 

Plaçons-nous  pouf  le  moment  dans  le  cas  général  oii  E  n'est  pas 
nul.  Soient  Çi,  r,,,  JJi  les  coordonnées  d'une  droite  quelconque  A, 
assujettie  seulement  à  ne  pas  passer  par  un  des  trois  points  que 
représente  T.  Alors  t  prend  une  valeur  T|^o,  et  les  coordonnées 
des  points  d'intersection  de  la  droite  A  avec  les  trois  droites  que 
représente  f  satisferont  aux  deux  conditions 

/  =  o,         t:  =  o 

et,  par  suite,  en  vertu  de  la  syzvgie  (76).  à  celle-ci 

(  ç)8  )  I  )' a3  -4-  1  '  a'  a'  -^-  I  aa'*  -r-  1)  2'^  =  o 

(où  il  faut  supposer  qu'on  ait  remplacé,  dans  a  et  a',  ç,  r,,  ^  |)ar 
il?  '^n  ^«  ^-  l-«e  discriniinajit  decetle  équation  étant  précisénient  K. 


k 
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elle  ne  peut  pas  avoir  de  ra(!ines  éji^ales,  quelle  que  soit  la 
situation  de  A.  Mais  il  est  évident  ^géométriquement  que  si  A  pas- 
sait par  un  des  soninnUs  du  lrianj;le  l^  et  seulement  dans  ce  cas, 
deux  racines  de  (()8)  devraient  devenir  ét;ales  :  donc  ces  deux 
restrictions  imposées  à  A,  savoir  de  ne  pas  passer  par  un  des  trois 
points  T,  ou  de  ne  pas  passer  par  un  des  sommets  du  triangle  /, 
sont  équivalentes,  et  les  trois  points  t  ne  sont  autres  que  les  trois 
sommets  du  triangle  /.  Cette  corrélation  bien  connue  est,  comme 
on  le  voit,  une  conséqiuînce  immédiate  de  la  svzygie  (76). 

Si  Tune  s  des  coniques  fondamentales  se  décompose  en  deux 
droites,  on  a  Y)  =  o,  et  la  sv/Agie  (7^))  <levient,  comme  il  est  aisé 
de  le  vérifier, 

(99.    it)'/T=-    a[-2l)'(a      tT:)H-a(i'+v/r2~ni>')]hl^  «'U'    Vl'^^ïl^'^J- 

Les  trois  facteurs  linéaires  sont  ainsi  mis  en  évidence,  et  Ton 
voit  que  a  est  toujours  Tun  d'eux,  et  (jue  les  deux  autres  coïnci- 
dent si  r-  =  ilD',  comme  cela  devait  être  d'après  (97).  Dans  la 
même  hvpollièse  (D  =  o),  nous  avons  déjà   vu  que 

donc  rinlersection  t  des  deux  droites  qui  composent  .v  est  un  des 
sommets  du  triangle  t  (ou  t),  et  la  conique  dégénérée  en  deux 
droites  coïncidentes  l.v' —  w  est  un  des  côtés  du  même  triangle. 

Soient  maintenant,  dans  le  cas  général  où  D  et  E  ne  sont  pas 
nuls,  ç,,  7,,,  !^,  les  coordonnées  d'une  droite  A  passant  par  un 
des  trois  points  t.  Ces  valeurs  de  Ç,  r,,  JÇ,  introduites  dans 
toutes  les  formations,  annulent  t  et,  par  conséquent,  le  second 
membre  de  la  s)'zygie  (76),  r/uels  r/ue  soient  x^  >',  z\  un  des  fac- 
teurs linéaires  de  la  forme  l(»rnaire  en  a,  a',  t.  est  donc  nul  iden- 
tiquement, quels  que  soient  .r,  i',  v,  pour  ces  valeurs  particu- 
lières de  ;,  r, ,  w;  donc  enfin,  la  droite  A  ainsi  choisie  et  les  deux 
droites  a,,  a',,  qui  en  dépendent,  concourent  en  un  même  point. 
Réciproquement,  si  Ton  déternnne  ç,  7j,  'Ç  par  la  condition  que 
les  trois  droites  t:,  a,  7!  soient  concourantes.  Tune  de  ces  trois 
quantités  peut  s'exprimer,  quels  que  soient  j:,  r,  z,  en  fonc- 
tion linéaire  et  homogène  des  deux  autres;  il  en  est  donc  de  même 
des  trois  facteurs  linéaires  du  second  membre  de  (76),  et,  par 
suite,  \eî>  trois  droites  qui  constituent  la  cubifjue  /  passent  par  un 
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même  point,  savoir  le  poinl  de  concours  de  t:,  a  el  a'.  Mais  celte 
conséquence  est  inadmissible,  puisque  les  trois  points  t  seraient 
alors  coïncidents,  bien  que  l'on  eut  E^o.  Il  faut  donc  que  l'un 
des  trois  facteurs  s'annule  identiquement,  quels  que  soient  x,r»  3, 
pour  les  valeurs  en  question  de  5,  r,,  ^;  dès  lors,  il  en  est  de  même 
du  premier  membre  de  (7^)),  c'est-à-dire  de  t^  et  la  droite  A  passe 
par  l'un  des  trois  points  t. 

On  doit  donc  retrouver  t  en  exprimant  que  ir  -f-  A*a  -f-  A' a',  où 
A  et  A'  sont  deux  indéterminées,  s'évanouit  identiquement  quels 
que  soient  jc^  y,  z,  ce  qui  fournit  trois  équations,  et  en  éliminant 
A  et  A'  entre  ces  trois  équations.  On  est  ainsi  conduit  à  égaler  à 
zéro  le  déterminant 


(100) 


//Il  5 
mil 


m'  l 


n'  r,   r-p'  ; 


I  u 


v'.; 


^ 
» 

> 


/t',T,  H-/>'jÇ       Ç 


où  /?i,  //,  /?,...  ont  les  valeurs  suivantes 


i 


//i  = 


(loi)  '    //îi 


m  2  == 


Aa'-hG^-+-HA', 

n    -  Ha'-f-F^'-i-B//, 

H6 -î-AA'-hG/', 

,1,  =  B6'-i-Fr-+-n/i', 

Gc'-r-H/'-l-A^-', 

/tî-Fc'-i-B/'-^H^', 

/>  =  Ga'-hC^'-hFA 
/,,  =  F6'-i-G/r-^G/ 


et  m',  fi'j  p'y  .  .  . ,  les  valeurs  qui  se  déduisent  des  précédentes  en 
permutant  les  lettres  accentuées  avec  les  lettres  non  accentuées. 
Le  déterminant  (100)  a  bien,  en  efTet,  le  degré,  la  classe  et  le 
poids  convenables  pour  être  égal  à  t. 

Déterminons  encore  Ç,  r,,  t^  par  la  condition  que  a  ne  difl'ère  de 
TT  que  par  un  facteur  constant  A*.  Un  raisonnement  analogue  à  ce- 
lui de  tout  à  riieure  montrerait  que  a'  doit  aussi  être  égal  à  A'tz, 
k'  étant  un  autre  facteur  constant,  et  que  t  doit  être  nul.  Mais,  en 
outre,  les  svzygies  (67),  (58),  (63)  montrent  que  <t/,  cp/,  0^/  de- 
viennent divisibles  par  7:,  c'est-à-dire,  puisque,  dans  ces  expres- 
sions, /  seul  contient  les  variables  x,  >',  :;,  que  /  de\ient  divisible 
])ar  TT.  Donc  t,  ou  la  droite  choisie,  est  un  des  cotés  du  triangle  t. 
De  là  une  méthode  nouvelle  pour  trouver  les  équations  des  trois 
côtés  du  triangle  /,  ce  qui  équivaut,  comme  on  sait,  à  la  réduc- 
tion simultanée  de  s  et  .v'  à  la  forme  canonicpie '(somme  de  trois 
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carrés).  On  a 


., —  t 


a  =  (//i  5  -r-  «  •/;  -f-  />  ^  )  :?• 


(//M; 


n 


\  H-/>i;i>'-^('''2Î-+-W2';-^/'iï)-i 


i  '« 


//2,  ^i,  /?,  ...  a\ant  les  valeurs  (loi).  Pour  que  u  =  IkTZ  identique- 
ment  par  rapport  à  x,  r,  z,  il  faut  poser 


(102) 
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Pour  que  ces  trois  équations  soient  satisfaites  simultanément 
par  un  même  système  de  valeurs  de  $,7),  Ç,  il  faut  que  Ton  ait 


(io3) 


m  —  k         n 
m  1       «  1  —  k 


P 

P\ 
pt—k 


1=  o, 


ce  qui  détermine  k  par  une  équation  cubique.  Soient  A^,  A*2,  ^"3, 
les  trois  racines  de  cette  équation;  en  les  reportant  successive- 
ment dans  les  équations  (109.),  on  aura  trois  systèmes  de  valeurs 


(•o4) 


\ix  -^rr.iy  -^  ;*-  =  0         (t=  I,  2,  3) 


donnera  les  équations  des  trois  côtés  du  triangle  /.  Les  mêmes  ra- 
cines A*,,  A'2,  k-iy  introduites  dans  les  trois  équations 

{m  —  k)x  -\-  ni^y  -^  m^z  =0, 
nx  ^  {ni  —  k)jr  -\-  /ij z  =  o, 
px-r-piY-^  {pi  —  k)z  =0, 

donneraient  d'ailleurs  évidemment  les  trois  systèmes  de  valeurs 

«rr 

{xi^  Yiy  Zi)  (i=  I,  'il  3),  qui,  portés  dans 

fourniraient  les  équations  langenticlles  des  trois  sommets  de  t. 
Comme  application,  soient 

j   =  3  jrî  -f-  9^2  -i-  ^yz  —  2XZ  —     C}  XVj 


à 


F  =  -    3. 

G=  3, 

H  =~   1 

F'=         21. 

G=24. 

H=-i4 

-  m 

Les  formules  (i5  f  donnent 

A  =—    4.       B  =  —    I.      C  =      i8, 
A'  =  —  i6.       B'  =  — 19.       C'=  —  9. 

et  les  formules  (  loi; 

m  =  — 15,       /i  =   6,      />  = — '^'      /?i|  =  iJ5.      w,  =  r».      />!  =  —  4?» 
/wj  =        6.       /ij=  12.      />,  =  —  |5. 

L*équation  no3;  devient 

et  ses  trois  racines  sont  — 9,  —  18.  —  27.  Les  équations  (io>/) 
donnent  alors  pour  ;,  r,,  JJ  les  trois  systèmes  de  valeurs  (o,  3,  1); 
( —  2,  I ,  o);  (i ,  I,  i);  ce  qui  donne  enfin,  pour  les  trois  cotés  du 
triangle  /. 

3^-+-z  =  o,        ix — ^  =  o,        T -k- y -k- z  =.  o. 

12.  La  svzygie  (76),  que  nous  venons  d'étudier,  nous  a  donné 
Téquation  de  t  rapportée, en  coordonnées  trilinéaires,à  trois  axes 
dont  un  est  arbitraire  (avec  cette  seule  condition  de  ne  pas  passer 
par  Tun  des  sommets  de  t);  et  aussi  l'équation  de  t  rapportée,  en 
coordonnées  tangentielles,  à  trois  points  dont  un  est  arbitraire 
Cavec  cette  seule  condition  de  ne  pas  être  sur  l'un  des  côtés  de  t). 

Les  syzygies  (77),  (78),  (79),  (80),  (81)  et  (82)  nous  donnent 
les  équations  ponctuelles  de  0,  ^,  ^',  e,  z\  v,  rapportées  aux 
mêmes  coordonnées  que  /  dans  la  syzygie  (76);  avec  celte  seule 
différence  que  les  coefficients  ne  sont  plus  des  invariants,  mais  des 
contrevariants,  et  que  leurs  valeurs  dépendent,  par  conséquent, 
de  la  position  de  la  droite  arbitraire  choisie  pour  l'un  des  cotés 
du  triangle  de  référence.  De  même,  les  syzvgies  (33),  (4o),  (ii), 
(42),  (43))  (65)  donnent  les  équations  tangenticUes  de  0,  ^3,  ^', 
£,  s',  v,  rapportées  aux  mêmes  coordonnées  que  t  dans  la  syzygie 
(76),  avec  cette  seule  différence  que  les  coefficients  sont  des  co- 
variants  purs,  dont  les  valeurs  dépendent  de  la  position  du  point 
arbitraire  choisi  pour  l'un  des  sommets  du  triangle  de  référence. 
Dans  tous  les  cas,  les  coordonnées  sont  les  trois  covariants  mixtes 
linéo-linéaires  t,  a,  a'. 

Il  esl  facile  d'obtenir  des  e\[)ressioils  analogues  pour  les  é(|ua- 
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lions  ponctuelles  de  5,  s'y  iv,  el  tangenlielles  de  t,  o-',  '^,  rapportées 
à  ces  mêmes  coordonnées.  Si  l'on  multiplie  les  syzygies  (3o), 
(3i),  (87)  par  T,  et  qu'on  y  remplace  t8,  t^,  t^',  ts,  ts',  Ty  par 
leurs  valeurs  tirées  des  syzygies  (77)  à  (82);  ou  encore  si  Ton  tire 
des  trois  équations  (48),  (49)î  (5o)  les  expressions  de  5,  5',  «v, 
considérées  comme  seules  inconnues,  on  arrive,  en  remarquant 
que  le  déterminant  de  (48),  (49)  et  (5o)  est,  dans  ce  calcul,  égal 
à  T-,  en  vertu  de  (83),  aux  trois  syzygies  suivantes 

l  XÎ5  =  ea«-+--2e'aa'-+.  Aa'*-h2(De  — ie')a'7r 
^'"^^^  1  -^2(D'A-re')a7:-l-[(II-4-DD')e'— roe  — lD'A]7r», 


(  z*s'  =  e'a'»-h  2eaa'-h  A'a»-+-  i{D'e'—  l'e)a7r 
^^""^^  (  4-  '2(DA'-  ie)a'7r  -+-  [(II' h-  DD')e  —  ID'B'—  TDA']?:», 

-Jw  =  (l'e  —  D'e')a»-+-  -2(16  —  DA')aa'-+-  (le'—  De)a'« 
2[(ID'-  r«)e'-  DD'e  +  I'D'A]air 


^'^'^  2[(rD-l«)e-DD'e'-hIDA']a'ir 


-h  [(I*r-f-  2I DD'—  r«D)e  -4-  D'(I'D  -  I«)e'-(II'-t-  DD')DA']7r«, 
dans  lesquelles  j'ai  posé,  pour  abréger, 

/  e  =  l'crj'  —  D(t'«— D'îTo, 

\  e'=  1(J(t'  _D'cr«  — Dd'o, 

(108) 

i  A  =  Ddj'  —  l'a»  -h  lao  —  Do2, 

'   A'=  D'dj'— l(j'«  H-l'(j^p_D'<p», 
ce  qui  entraîne  les  relations 

/  le  -DA'=  re'-D'A, 

(109)  I  e^p  —  e'(T'  =  A'j, 

(  e'o— ej  =  Ad', 

et  aussi  les  suivantes,  d'une  grande  importance, 

/  eA  —  e'»  =x»(T, 

(110)  '  e'A'— e*  =T«(j', 

(  AA'— ee'=T:»cp. 

Les  syzvgies  (io5),  (106),  (107)  peuvent  être  considérées 
comme  donnant  pour  s,  5',  Wj  des  expressions  canoniques  émi- 
nemment commodes  pour  résoudre,  avec  l'aide  des  relations  (109) 
ri  (  I  w>)«  les  problèmes  dans  lesquels  il  s'agit  de  Irouvcr  Téqua- 
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lion  tangenlielle  d'un  lieu  quelconque  dépendant  des  deux  coni- 
ques fondamentales  et  d'une  droite  variable. 

Tout  d'abord,  les  intersections  d'une  droite  arbitraire  ti  avec  s 
et  5'  sont  évidemment  données  par  les  deux  équations 

ea«  -f-  9.e'a2'-i-  \a'2  =  o, 
A  V  -h  2  e  aa'  -t-  e'  a'«  =  o, 

dont  les  discriminants  sont  t^o-  et  t^o-',  comme  cela  devait  être, 
rinvariant  commun  t^^j.,  et  le  résultant  t*  (tp-  —  4^^')'  Donc 
o- —  {i(T<T'  est  l'équation  tangentielle  des  quatre  points  communs  à 
s  et  5',  et  cf,  d'après  la  sig^nilication  connue  de  l'invariant  binaire, 
est  l'enveloppe  des  droites  coupées  harmoniquement  par  s  et  s'. 

Proposons-nous  de  former  l'équation  de  l'enveloppe  des  droites 
coupées  harmoniquement  par  les  deux  coniques  covarlantes 

qui  dépendent  chacune  de  deux  arbitraires.  Les  intersections  de 
ces  coniques  avec  une  droite  quelconque  iz  seront  données,  en  uti- 
lisant les  formules  (io5)  à  (107),  par  l'évanouissement  simultané 
de  la  forme  binaire 

[X(i'e  —  D'e')-i-  [jLe-i-vA']a« 

-+--2[X(le  — DA')-f-[JLe'-^ve]aa'-t-[X(ie'— De)-j-îJLA-hve']a'», 


et  de  celle  qui  s'en  déduirait  en  remplaçant  A,  jjl,  v  par  //,  [x',  v'. 
Il  suffit  donc  d'égaler  à  zéro  l'invariant  commun  de  ces  deux 
formes,  ce  qui  donne,  en  tenant  compte  des  relations  (109)  et 
(i  10),  et  divisant  par  t^,  pour  l'équation  demandée 

_   j  2XX'(rD(j'-+-ID'a— DD'cp)-f-2|J.jjL'ci-h2vv'a'-h(X[jL'H-X'|x)(ra-hDj') 
o_   j         _|_(X,/_^X'v)(I(T'-f- D'<x)-t-(îxv'-f- jji'v)^. 

C'est  donc  une  conique  covarianle.  Au  moyen  de  (i  1 1),  on  peut 
résoudre  des  questions  du  genre  de  celle-ci  : 

Jetant  donnée  une  conique  V  du  faisceau  s  +  As'^  il  existe 
une  autre  conique  V,  de  la  forme  a'iv  -t-  jjl'a'  -h  'Z^',  qui,  réunie 
à  V,  coupe  harmoniquement  toutes  les  tangentes  de  s.  Trouver 
Venveloppe  de  V. 

11  suffit  évidemment  d'exprimer  que  l'une   des  coniques  dont 
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on  pari  clans  le  problème  précédent  se  réduit  à  5  -h  AV,  et  que  la 
conique  représentée  par  (i  1 1)  se  réduit  à  t,  ce  qui  donne  cinq 
relations  entre  les  six  indéterminées,  savoir 

X  =  q,         (J.  =  I ,        V  =  X', 
ik^'-^-  DX'-f-  1/-)/=  o,        v'-h  /-/=  o. 

On  satisfait  à  ces  conditions  en  prenant 

d'où,  pour  Téquation  de  la  seconde  conique  initiale, 

k^i'xw  —  \s')  -f-  k{\s  —  D*')  -h  D5  =  o, 
et  pour  celle  de  Tenveloppe  cherchée 

(112)  (I.Ç-f-  D5')2    -8Dtv5  =  o: 

c'est  donc  une  courbe  du  quatrième  ordre. 

Pour  obtenir  Téquation  tangenlielle  de  la  conique  covariante 
la  plus  générale  exprimée  en  coordonnées  ponctuelles,  savoir  : 

\w  -\-  \xs  -t-  v*', 

il  suffit  évidemment  de  faire  dans  la  formule  (1  1 1)  X'  =  ).,  jjl'=  [jl, 
v'  =  V  ;  ce  qui  donne 

{  X2(rDj'-4-ID'T— I)D'cp)-hfx*ci 

(         -^  v*j'-+-  X|ji(r(j-h  I)(t')  -\-  Xv(I(j'-i-  D'(j)-i-  [XV©  =  o. 

Le  discriminant  du  premier  membre  de  (i  i3),  considéré  comme 
forme  quddrati([ue  ternaire  en  A,  iji,  v,  se  réduit  à  jT^. 

13.  Comme  cas  particulier  des  équations  (ro5),  (106),  (107), 
supposons  B  =  H'  =  o,  ce  qui  équivaut,  d'après  (i  10),  a  supposer 
0-=  t'=  o,  c'est-à-dire  à  prendre  pour  l'un  des  cotés  du  triangle 
de  référence  une  des  quatre  tangentes  communes  à  5  et  5'.  Alors 
les  écpiations  dont  il  s'agit  deviennent,  puisque  (83)  et  (108)  don- 
nent, dans  ce  cas, 

t2=DDo3,         A=— D©»,         A'  =  — D'©«, 
rii4i  l)©5'r-— a*     —  uDar-^rOi:», 
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connue  on    aiirail    pu   d'ailleurs   le   déduire  immédiatement   des 

spvgies  (48),  (49)»  (•'>*0- 

Les  formules  (ii4)  donnent  les  équations  de  .v,  .v',  iv  sous  une 
forme  éminemment  commode  pour  les  problèmes  où  il  s'agit  de 
calculer  des  invariants,  puisque  tous  les  coefficients  y  sont  déjà 
des  invariants. 

Klles  montrent,  par  exemple,  que,  pour  D  =  n,  s  se  décompose 

en  deux  droites  oi'zhTZ^  ID\  et  d'  en  deux  droites,  t:  et  2a' —  l'ir, 
tandis  que  a  est  identi(|uement  nul  ;  que,  pour  11' —  1JD'  =  i»,  u'  se 
décompose  en  deux  droites,  a  —  It:,  a' —  I'-.  Elles  montrent  en- 
core, dans  le  cas  général,  que  si  M,  M'  sont  les  points  de  contact 
respectifs  de  s  et  de  s'  avec  la  droite  -,  a  passe  par  M'  et  a'  par  M; 
si  N  et  N'  sont  les  seconds  points  d'intersection  de  a'  avec  5,  et  de 
a  avec  s\  la  tangente  à  s  en  N  est  Ir: —  2  a  et  passe  par  M',  la  tan- 
gente à  s'  en  N'  est  Vtz  —  iol'  et  passe  par  M  ;  de  telle  sorte  que  M 
est  le  pôle  de  a  par  rapport  à  s'y  et  M'  le  pôle  de  cl'  par  rapport  à 
.V.  La  signification  géométrique  des  invariants  I,  1'  apparaît  alors 
clairement  :  si  I  =  o,  par  exemple,  a  est  tangente  à  5  en  N,  les 
trois  points  M',  N,  \'  sont  en  ligne  droite,  et  Ton  a  ce  théorème  : 

Si  r  invariant  I  des  drux  coniques  s  et  s'  est  nul  y  la  polaire, 
par  rapport  à  s%  de  l'un  (/uelconque  des  quatre  points  de  ron^ 
tact  de  s  ai'ec  les  tangentes  communes  à  s  et  s  sera  tangente 
à  .V. 

Au  point  de  vikî  dualistique,  V  correspond  à  1,  comme  nous 
l'avons  vu  ;  on  peut  donc  dire  encore  : 

Si  r invariant  1  des  deux  coniques  s  et  s'  est  nul^  le  pôle,  par 
rapport  à  5,  de  la  tangente  à  s'  en  lun  qf/elct^nqfte  des  quatre 
points  communs  à  s  et  s'  sera  situé  sur  s'. 

1 1.  Comme  exemple  d'un  calcul  d'invariants,  pro|)<)sons-nous 
de  former  le  discriminant  de  la  cornf[ue  covarianle  la  plus  gé- 
nérale 

\'   —  À  II-  -H   fis  -h  va'. 

En   prenant   s,   v'.   tv  sous  la   foruïc   donnée  par  <ii4^   ^    peut 
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s'écrire 


cpV  =  [(Il'H-  DD')X  ^  l|ji  +  I'vJt:*-  1  a»-  ^  a* 

-h  9.Xaa'—  'i(l'X  -+■  ii)aTZ  —  •i(lX  -♦-  v)a'Tr. 

Et  dès  lors,. en  appliquant  la  formule  (6),  on  trouve,  pour  le 
discriminant  Dx|xv  de  V,  l'expression 

(  r>>.|j,v  =  Diy(ir-DD')X3-hD(ï'»-+-ïD')À«{ji-^D'{p-t-  rD)X«v-^2rDX;ji* 

^'*'^         f  -f-(Il'-i-3Diy;X|iv-r-2lD'Xv»-h  Ï);x3-+-lîx«v-h  r{Jiv»-+- D'v». 

Cette  expression  de  T)i^y  devient  identique  à  celle  de  t'z  [sy- 
/A'i^ie  (7^))]»  si  Ton  y  remplace  X,  [jl,  v  par  t:,  — a',  —  a.  On  en 
conclut  que  Dxfxv  est  décomposable  en  trois  facteurs  linéaires  par 
rapport  à  \  [jl,  v,  et  que  les  systèmes  de  valeurs  de  X,  [jl,  v,  pour 
lesquels  V  se  décompose  en  deux  droites,  sont  précisément  les 
systèmes  de  valeurs  de  t:,  —  a',  —  a  qui  annulent  /t.  En  d'au  Ires 
termes,  si  Ton  introduit  dans  7:,  a,  ol'  les  coordonnées  tangen- 
tielles  d'une  droite  arbitraire  A  et  les  coordonnées  ponctuelles 
d'un  point  M  appartenant  à  l'un  des  côtés  du  triangle  t  (ou  encore 
celles  d'un  point  M  arbitraire  et  d'une  droite  A  passant  par  un 
des  sommets  de  t)  la  conique  V  =  thv  —  ol's —  a/,  que  je  dirai 
être  associée  à  A  et  M  (ou  à  M  et  A),  dégénérera  en  deux  droites. 
Si,  en  particulier,  A  restant  arbitraire,  on  prend  pour  M  un  des 
trois  points  où  A  coupe  les  côtes  de  /,  on  aura  tt  =  o,  et  l'on 
obtiendra  les  trois  coniques  du  faisceau  a\ç -j- a^'  qui  dégénèrent 
en  deux  droites,  c'est-à-dire  les  couples  de  cordes  d'intersection 
de  s  et  s';  les  valeurs  correspondantes  de  a  et  a'  satisfont,  comme 
le  montre  d'ailleurs  immédiatement  la  formule  (i  i5),  à  l'équation 
déjà  obtenue  (9^) 

Si,  A  restant  arbitraire,  on  prend  pour  M  un  des  sommets  de  /, 
il  est  natun^l  de  prévoir  que  V  dégénérera  en  deux  droites  coïn- 
cidentes :  nous  allons  voir  que  c'est  en  elfet  ce  qui  a  lieu. 

Désignons  par  à  la  fonction  de  A,  jjl,  v  qui  constitue  le  second 
membre  de  (m.*)),  et  par  'i|,  iji  't'a  ^^s  trois  facteurs  linéaires 
par  rapport  à  A,  ?jl,  v.  Posons  en  outre 

/  p  ---  ID'Xî  -r-  ;jL2-h  rX;ji  -^  D'Xv. 

(IlC.)  1    p'r-.    l'DXî-r-VÎ   -f-     iXv    -^   I)À;JL. 
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ce  qui  permet,  en  vertu  de  (  i  i3),  d'écrire  ainsi  l'équalion  tangen- 
tielle  de  V  : 

(117)  p7  ■+-  p'd'-H  yo  =  0. 

On  vérifie  aisément  les  trois  relations 

(  '1^.  =2rDp-4-'2lD'p-4-(ir-4-3DD')/, 

(.18)  .^^i  =  3Dp-4-iy^aîx, 


^  =   Ip_H3I)'p'-i-2Ï'7. 

Lorsqu'un   système  de  valeurs  de  X,  [jl,  v  annule   un  des  fac- 
teurs de  '},  ^3  par  exemple,  les  valeurs  des  trois  dérivées  ^»  ^» 

-p-  deviennent   évidemment  égales  à  la  valeur  du   produit  A| '^2 

multipliée  par  les  valeurs  de  certains  coefficients  qui  sont  des 
fonctions  irrationnelles  des  seuls  invariants.  Il  en  est  donc  de 
même,  en  vertu  de  (118),  des  valeurs  de  p,  p',  y;  par  suite, 
Téquation  (i  17),  en  supprimant  le  facteur  ^1  63  commun  à  p,  p\  y,, 

prend  la  forme 

Pi^-hp\^'-^yj^  =  o, 


où  les  valeurs  de  pi,  p',,  yj  ne  dépendent  pas  de  celles  de  X,  a,  v, 
mais  uniquement  de  celles  des  invariants  ;  seulement  ces  trois 
coefficients  ont  des  valeurs  numériques  différentes,  suivant  que 
c'est  l'un  ou  Tautre  des  trois  facteurs  ^,,  ♦]>2i  '^3  q"'  s'annule.  Donc 
l'équation  tangenlielle  reste  la  même,  quelle  que  soit  A,  pour  tout 
point  M  situé  sur  un  même  côté  du  triangle  t  ;  et,  comme  elle 
représente  le  carré  de  l'équation  tangenlielle  du  point  double  de 
la  conique  dégénérée  V,  on  en  conclut  que  ce  point  double  occupe 
une  position  fixe. 

Si  M  coïncide  avec  un  des  sommets  de   /,   deux  des  facteurs 

de  <1  s'annulent  ;  il  en  est  donc  de  même  de  -f->  -7-»  -r-  cU  par 
suite,  aussi  dep,  p',  y  (');  l'équation  (i  i^)  est  donc  satisfaite  iden- 


(')  A  moins  que  le  drlcrminant  K  des  équations  (ii«^)  ne  soit  mil;  ce  cas  sera 
discute  plus  tard. 
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liquemcnt,  ce  qui  signifie  que  la  conique  associt-e  à  A  et  M  dé- 
génère en  deux  droites  coïncidentes  ;  et  réciproquement. 

Il  existe  donc  trois  syslèmes  de  valeurs  de  tt,  a,  et!  qui  rendent 
Twi*' —  t! s  —  T.s'  un  carré  parfait,  et  il  n'en  existe  que  trois. 

Mais,  d  autre  part,  le  second  membre  de  la  svzygie  (i3),  consi- 
déré comme  forme  ternaire  cubique  aux  variables  cp,  5,  5',  se  dé- 
compose en  trois  facteurs,  car  son  hessien  n'en  diffère  que  par  le 

coefficient r  E.  Chacun  de  ces  facteurs  représente  donc,  soit 

le  carré  d'un  des  côtés  de  /,  soit  le  produit  de  deux  cotés.  Mais 
celte  seconde  hypothèse  est  inadmissible,  car  un  même  côté  de  t 
entrerait  alors  en  facteur  dans  deux  expressions  difTérenles 

et,  par  suite,  dans  leur  combinaison 

(  Xj  {^l  —  ^I  |Al  )*  -H  (  Xj  V,  —  X,  Vj  )*', 

et  passerait  par  deux  des  points  communs  à  5  et  s'  \  tandis  que  la 
syzygie  (i3)  montre  que  /^  ne  peut  pas  s'annuler  pour  5  =  5'=  o, 
à  moins  que  (v  ne  s'annule  aussi,  ce  qui  entraîne  évidemment  une 
relation  invariante  (nous  verrons  plus  loin  que  cette  relation  est 
E  =  o).  Donc,  si  ^1,  /a,  ^3  sont  les  trois  côtés  du  triangle  /,  les 
trois  coniques  de  la  forme  \^v  -|-  [i.5  -|-  vy  qui  se  réduisent  à  deux 
droites  coïncidentes  sont  précisément  les  facteurs  du  second 
membre  de  la  syzygie  (i3);  et  ces  trois  droites  doubles  sont  pré- 
cisément /|,  t^f  h' 

Donc  aussi  on  peut  inversement  mettre  5,  5',  iv  sous  la  forme 
suivante 

avec  la  relation 

(i9.o)  ^î  =  O^Î<î/î, 

où  0  est  un  coefficient  numérique;  et  une  conique  quehîonque  du 
réseau,  V  =  mv  —  et! s  —  a^',  sous  la  forme  analogue 

j    V  =  (t:  — /-la— A-'i»)/? 
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Il  est  clair  que,  pour  que  \  dégénère  en  deux  droiles,  il  faut  el 
il  suffit  que  le  coefficient  de  l'un  des  trois  carrés  s'évanouisse, 
auquel  cas  V  se  décomposera  en  deux  droites  se  coupant  en  un 
des  sommets  de  /  :  ce  qui  concorde  bien  avec  le  résultat  obtenu 
ci-dessus  relativement  à  l'invariabilité  du  point  de  concours  des 
deux  droites  composant  une  conique  dégénérée  ;  et  aussi  avec  un 
des  résultats  obtenus  au  n°  H,  savoir  que  l'on  retrouve  les  trois 
])oints  T  en  déterminant  $,  r^,  !^  par  la  condition  que 

s'annule  quels  que  soient  x,  }\  z  (ou,  en  vertu  de  la  réciprocité, 
les  trois  côtés  du  triangle  t  en  déterminant  j:,  y,  z  par  la  condi- 
tion que  cette  même  expression  s*annule  quels  que  soient  $,  r,,  î^). 
On  voit  de  plus  que  les  trois  systèmes  de  valeurs  de  k  cl  de  A*' que 
fournit  ce  dernier  calcul  sont  précisément  les  coefficients  des 
trois  carrés  dans  s  et  s'  ramenés  à  la  forme  canonique  (i  19). 

I^es  coefficients  des  trois  carrés  dans  le  second  membre  de  (121) 
étant  précisément  les  trois  facteurs  linéaires  en  •;:,  a,  a',  dont  le 
produit  est  égal  à  /t  en  vertu  de  la  svzygie  (76),  et  dont  chacun, 
égalé  à  zéro,  représente  un  des  cotés  du  triangle  /  ou  le  sommet 
opposé,  la  formule  (121)  peut  s'écrire 

en  désignant  par(/T)i,  (^7)2.  (^")3   les  valeurs  que  prennent  les 
trois  facteurs  linéaires  de  l-z  quand  on  y  introduit  les  valeurs  j",, 
,^'i^  ^ii  5i^  "î^in  ^if  q"i  définissent  le   point  M  et  la  droite  A  aux- 
quels V  est  associée. 

15.  L'analogie  signalée  plus  haut  entre  les  formules  (ii5)  et 
(-6)  peut  être  utilisée  à  un  autre  point  de  vue.  Puisque  le  discri- 
minant D){iv  peut  être  écrit  sous  forme  de  déterminant,  il  en  est 
de  même  de  /t.  On  obtient  ainsi 


il  xi)  /T  — 


(II        DD'ir  -l'a— la'     a'-- l'r     a  -    I  r 

r)(a'—  I't:)  a  Dr. 

D'(a— Itt)  D't:  a' 


/T  est  donc  le  résultant  de  trois  équations  linéaires,  (pie  l'on  peut, 
en   se   rejiortant  aux   relations  (iii)»  é<*rire  sous  l'une  des  deux 
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formes  suivanles 


fiw  dw        ,  dw 


ds  ds  ,   ds' 

,,■.4)  "=' rfS  +  "  7/â  ^ '' rfï  ==  "• 

ds  ds  ,    ds 


OU 


dw  ds'         ,  ds 

dw  ds'         ,   ds 


dw  ds'         ,    ds 

di  ~'^^di~'^^di 


Le  groupe  d'équations  (i  25)  n*est  autre  que 


î 


d\  d\'  d\ 

5^="»        :di=''^       5?=^ 


» 


en  désignant  toujours  par  V  la  conique  ttiCV  —  ai 5' —  ol\s'^  il  ex- 
prime donc  que  /  est  le  lieu  des  points  dont  les  coordonnées, 
introduites  dans  V,  font  dégénérer  cette  conique  en  deux  droites, 
et  aussi  [à  cause  de  la  parfaite  symétrie  des  équations  (l'iS)  par 
rapport  à  7:  et  tti,  a  et  «i,  a'  et  a'J  le  lieu  des  points  doubles  de 
ces  coniques  dégénérées,  ce  que  nous  savions  déjà. 

Le  groupe  (124)  exprime  que  /  est  le  lieu  des  points  dont  les 
polaires  par  rapport  à  iv,  5,  s'  sonl  concourantes,  et  le  lieu  des 
points  de  concours  de  ces  polaires. 

D'ailleurs,  si  Ton  écrit  explicitement  les  équations  (124),  ouïes 
équations  (i25),  en  affectant  l'indice  i  à  l'un  des  points  qui  y 
figurent  symétriquement,  Tindice  2  à  l'autre,  on  obtient  dans  les 
deux  cas  les  trois  mêmes  relations  entre  les  coordonnées  de  ces 
deux  points,  savoir: 

'  (Il'-T-  I)I)')Tr,7:,—  î(r,a;-4-7r,a'i) 

\       —  r(z,a2-+-7r2a,)-f-(a|a', -h  «ta'i)  =  0, 
(i>.6)  < 

«1  aj  -h  DCTTia'j  4-  TTia',)  —  rDTTjTrj  —  o, 

a',  a'j  -H  D'iTTiaj  -\-  tz^t-i)  —  ID'-ttittj  —  o. 

Si,  dans  ces  relations,  on  introduit  les  coordonnées  $1,  r,|,  ÎJ, 
d'une  droite  quelconque,  j)uis  dans   tti,  ai,  a',   les  coordonnées 

XVIII.  4 
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(l'un  point  M  pris  arhitrairemenl  sur  un  dos  colés  de  /,  elles  don- 
neront pour  712,  «2,  a'2  les  valeurs  qui  conviennent  au  sommet 
opposé;  et,  si  M  est ^ un  des  sommets,  elles  donneront  entre 
TTa,  a2,  «2  une  seule  relation,  celle  qui  convient  au  côté  op- 
posé. 

Ainsi  Ja  polaire,  par  rapport  à  une  quelconque  V  des  coniques 
covariantes,  d'un  point  quelconque  pris  sur  un  des  côtés  du 
triangle  t  passe  par  le  sommet  opposé,  et  la  polaire  d'un  sommet 
est  le  côté  opposé,  ce  qui  constitue  la  propriété  la  plus  importante 
du  triangle  /,  comme  il  est  bien  connu. 

16.  De  même  que  nous  avons  obtenu  les  expressions  [formules 
(io5)  à  (10^)]  de  t'-'.v,  t'.ç',  z^iv  en  fonction  des  trois  variables  ?:,  a, 
a',  avec  des  coefficients  où  n'entrent  que  les  invariants  et  contreva- 
riants,  de  même  il  est  facile  d'obtenir  les  expressions  de  ^^o-, 
/^t',  /^o  en  fonction  des  mêmes  variables,  avec  des  coefficients 
où  n'entrent  que  les  invariants  et  covariants  purs.  11  est  d'ailleurs 
inutile  de  faire  le  calcul  complet  en  partant  soit  des  syzvgies  (5^), 
(63),  (58),  multipliées  par  /,  soit  des  svzvgies  (48),  (49)^  (5o), 
résolues  par  rapport  à  o",  o^,  ç  :  il  suffit  de  transformer,  en  appli- 
quant la  loi  de  réciprocité,  les  formules  (io5)  et  suivantes.  Voici 
les  formules  auxquelles  on  est  ainsi  conduit 

{   /î(j  =  I/a«-h2DTaa'-+-DT'a'2-T-2D(D'T'-  l'T)a7: 
^'^' ^         I  -I-  '2D(L'-  IT)a'7:  -1-  D[(  11-4-  DD')T  -  IPT'-  rL']7r«, 

(  t^<3'=  irTa2^-20'T'aa'^l/a'«-f-'2n7L-ï'T')a:r 
^'^^^    j  -h2lV(DT-  IT'ia'T:   ,    D'[(li'-T-DD')T  --t'DT        ILjt:», 

-af(in'— l'MT  — 1>I)'T  -4-  l'L]a- 
^'^'^^  j  a[(ri)_  Iî)T  — DD'T'h-  IL'Ja'r 

'  [{ iM' -^ 'i\\)\y  —  i'*n)T     iV( l'j) _ p ,T  —  ( Il  -4-  \)\y)\:\T.^, 

en  posant  pour  arbréger 


\ 


^*^'"  i     L=    |>|)'5.v'—  F'r>5'î-r    f.v'u—  U2, 
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ce  qui  enlraîne  les  relations 

'  iT   -  L'      -  rr— L, 

(  Tw-DTs'  -  L5, 

et  aussi  les  relations  importâmes 

'  TL   —  D'T'«     ^  ns\ 
n3a)  I  T'i;— DT«        r.  /îj, 

'  Li;  —  DDT T'r-. /«»,.. 

Les  formules  (i'>-7)  à  (i3'2)  permettent  de  résoudre  les  pro- 
blèmes réciproques  de  ceux  auxquels  s'appliquaient  les  formules 
(io5)  à  (1  lo).  On  trouve  notamment  ainsi  : 

i"  Que  le  lieu  des  sommets  des  faisceaux  harmoniques  tangents 
aux  deux  coniques  Ao  -{-  ut  -f-  va*',  V  o  -h  [i.'o'-h  v'o-'  a  pour  équa- 
tion ponctuelle 

/  o  —  5iXX'(l5'-i-  Vs  --  ir)-f-  a(Ji;x'D5 

(^3)  -^2Vv'D'5'H-(X|x'-t-X>){l5-f-  D*') 

(  -f.(Xv'-f- X'v)(l's'-^-  D'5)-+-{jJtv'-h  jjt'v)«r: 

2"  Que  Téquation  ponctuelle  de  la  conique  contrevariante  la 
plus  générale  Xcp  -f-  [xt  -|-  v^  est 

(       -uvî.D's'h- X[ji(I.î-^- D5')-^-Àv(r5'-f- D's)-f- jjivw  =  o: 

# 

3®  Que  le  discriminant  de  cette  dernière  équation  a  pour  ex- 
pression 

/  Dxjjv^-  (  H'^  DD'  )a3-i-  (  P  T-  I'D)XV 
(i35>      )  ^rr«  I   ID')X«v-+-2lDXjji*-f-(ll'^3DD')X(jLv 

(  -i-  Al'D'Xvï-f-  D«tji«-hrD|jLÎv  -f  ID'(iv«  4-D'«v», 

et  devient  égal  à  D-D'^Dxjiv  [formule  (i  i5  )],  si  Ton  y  écrit  DD'X, 
D'y,  DjjL  au  lieu  de  X,  [x,  v,  respectivement.  On  en  conclut  immé- 
diatement : 

4**  Que,  si  t:,  a,  ol'  deviennent  tti,  ai,  a',,  quand  on  y  introduit 
les  coordonnées  ponctuelles  d'un  point  M  quelconque  et  tangen- 
tielles  d'une  droite  A  quelconque,  il  faut  et  il  suffît,  pour  que  la 
conique  contrevariante  V=  DD'tTi  ^  —  D'à,  o"  —  Da',  a-'  dégénère 
en  deux  points,  que  A  passe  par  un  des  sommets  du  triangle  /: 


—  5i  — 

dans  ce  cas,  les  deux  points  dont  il  s'agit  se  trouvent  sur  le  côté 
opposé  du  triangle,  ainsi  que  les  pôles  de  1  par  rapport  à  une 
conique  contrevariante  quelconque; 

5°  Que,  si  A  coïncide  avec  un  des  côtés  du  triangle  /,  la  conique 
V  se  réduit  au  sommet  opposé  compté  deux  fois,  et  constitue  un 
des  trois  facteurs  du  second  membre  de  la  syzygie  (83). 

17.  Je  vais  maintenant  établir  une  syzjgie  remarquable,  dont 
les  conséquences,  au  point  de  vue  géométrique,  sont  nombreuses 
et  importantes. 

Posons  rout  d'abord 


«f    =   IJ7  s 
P'  =  D'à*' 
(  Q  =(D'(i  —  I<y')5-h(D(j'— r(j)5'-4-  r^w. 


Les  trois  quantités  P,  P',  Q  représentent  toujours  trois  coni- 
ques, soit  qu'on  donne  à  S,  7),  2^  les  valeurs  qui  définissent  une 
droite  A,  soit  qu'on  donne  k  x^y^  z  les  valeurs  qui  définissent  un 
point  M;  et  elles  restent  invariables  par  l'application  de  la  loi  de 
réciprocité.  On  vérifie  d'ailleurs  sans  peine  que  les  coniques  P,  P', 
sont  toujours  tangentes  à  A,  ou  passent  toujours  par  M;  et  qu'il 
n'en  est  de  même  de  Q  que  si  A  passe  par  un  des  sommets  du 
triangle  /,  ou  si  M  est  sur  un  des  côtés  de  ce  triangle. 

Les  svzygies  (48),  (49)>  C*^^)  donnent,  d'autre  part, 

/   p   =      aï-t-'iDar  —  I'Ht:», 

(,3;)  I    P'  :r=       a'*    -r  2  D' 271    —  ID'tT^, 

'  Q  ='2aa'— Mla     -4- Ia')7r -f^  (ll'-f- DI)')::*. 

On  tire  de  ces  relations 

/  Qî-4PP'=7r[(n'—DD')«Tr^  — 4(11— DD')( l'a -+^ra')Tr2 
(,38)    J  -h4(l'2-n  ID')a*7:-f-  I2(ir  — DD')aa'r 

(  -t-4(I*-t-  rD)a'27:  —  8(D'a3-f-  l'a'a'H-  Iaa'2-f-  Da'^)]. 

C'est  la  syzjgie  que  je  me  proposais  d'obtenir.  Son  premier 
membre  est  une  fonction  des  seuls  covariants  purs  et  conlreva- 
riants  droits  a*,  s\  iv,^,^',  cp,  et  des  invariants  ;  son  second  membre 
est  le  y)roduit  de  qualre  lacteurs  mixtes  linéaires  en  -îi,  a,  a'.  En 
effet,  le  facteur  t:  esl  déjà  mis  en  évidence;  el,  si  Ton  considère  la 


i 
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parenthèse  qui  nuiltiplic  t:  comme  une  forme  lernaire  cubique 
aux  variables  tt,  a,  a',  il  est  facile  de  vérifier  que  le  hessien  de 
cette  forme  n'en  dilTère  que  par  le  facteur  — jï  ^^^  ^"  désignant 
toujours  par  E  Fin  variant  composé  [formule  (97)],  qui  revient  à 
chaque  instant  dans  cette  théorie.  Nous  pouvons  donc  écrire  ainsi 
la  svzvi'ie  (i38)  : 

en  appelant  7w\  t!\  Jî'"  les  trois  facteurs,  linéaires  par  rapport  à  7:, 
a,  a',  c'est-à-dire  par  rapport  a  chacune  des  séries  de  variables, 
dont  le  produit  constitue  la  parenthèse  du  second  membre  de 
(i38). 

Mais  on  peut  mettre  cette  parenthèse  sous  une  autre  forme  non 
moins  intéressante.  Si  Ton  en  retranche  huit  fois  la  valeur  de  t'z 
donnée  par  la  svzygie  (76),  le  reste  est  divisible  par  71,  et  l'on  vé- 
rifie sans  peine  que  le  quotient  de  cette  division  est  égal  à 

4(r*-3ID')P-+-4(l*— 3rD)P'^!;t(ir-9Diy)Q-t-KT:«, 

de  telle  sorte  que  si  l'on  représente  par  R  la  conique 

(140)         R  =  2(I'«-  3ID')P-h2(I*-3ri))F'-h(ir-9DD')Q, 

on  a  la  relation 

(i4i)  T:Tz''rr=Htr:-h2TtR-h  En», 

et  la  svzygie  (i38)  ou  (iSg)  prend  la  forme 

Sous  cette  forme,  elle  ne  contient  plus  que  les  invariants,  les  co-* 
variants  purs  et  les  contrevariants  [P,  P',  Q,  R  étant  des  fonc- 
tions de  ces  formes  définies  par  les  formules  (i36)  et  (i4o)], 
avec  une  seule  forme  mixte,  le  covariant  identique  t:.  Elle  est 
d'ailleurs  symétrique  par  rapport  aux  coefficients  de  s  et  5',  et 
reste  invariable  quand  on  lui  applique  la  loi  de  réciprocité. 

18.  Comme  application  géométrique  de  cette  sjzj^g^ie,  nous 
pouvons,  en  premier  lieu,  la  regarder  comme  exprimant  que  Ten- 
veIo])pe  des  coni(|ues  comprises  dans  la  fornjule 
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où  -  est  un  parainèlre  vuriable,  se  réduit  à  quatre  droites,  si  J'on 

regarde  U  coniine  une  ëc|uation  ponctuelle,  ou  à  quatre  points,  sî 
on  la  regarde  comme  équation  tangcntielle.  L'une  de  ces  droites 
(ou  l'un  de  ces  points)  peut  être  choisie  arbitrairement  ;  les  trois 
autres  sont  alors  déterminées  par  la  relation  (i4>^»  et  cette  rela- 
tion montre  qu'elles  coupent  la  première  sur  les  côtés  du  triangle 
/  (ou  que  les  droites,  joignant  les  trois  autres  points  au  premier 
arbitrairement  choisi,  passent  par  les  trois  sommets  du  triangle  t). 
L'équation  de  la  conique  covariantc  ou  contrcvariante  la  plus, 
générale  renferme,  comme  nous  Tavons  vu,  deux  paramètres.  Si 
on  l'assujettit  à  toucher  une  droite  donnée  ou  à  passer  par  un 
point  donné,  un  de  ces  paramètres  sera  ii\é,  il  n'en  restera  plus 
qu'un  ;  (i^i)  représente  donc  bien  l'équation  de  la  conique  cova- 
riantc ou  contrcvariante  la  plus  générale  assujettie  à  Tune  des 
deux  conditions  indiquées  ci-dessus.  El  nous  pouvons  énoncer  ce 
théorème  : 

Toutes  les  coniques  contrei'arianles  qui  pussent  par  un  point 
fixe  donné  {ou  covariantes  qui  touchent  une  droite  fixe  don- 
née) passent  aussi  par  trois  autres  points  fixes  (ou  louchent 
trois  autres  droites  fixes);  tes  droites  qui  joignent  deux  à  deux 
ces  quatre  points  fixes  passent  deux  à  deux  par  les  sommets 
du  triangle  t  (ou  les  intersections  des  quatre  droites  fixes  sont 
situées  deux  par  deux  sur  les  côtés  du  triangle  t  ). 

Ij  équation  générale  de  ces  coniques  coK'ariantes  (ou  contre- 
variantes)  s'obtiendra  par  la  formule  (i43)?  ^'*  introduisant 
*dans  P,  P',  Q,  définis  par  les  formules  (i36),  les  coordonnées 
Çi-  '^ii»  !îi  ff^  f^t^  droite  fixe  donnée  (ou  .r,,  >',,  ^i  du  point  fixe 
donné). 

Comme  application,  reprenons  le  problème  résolu  au  n"  10  : 
Former  r  équation  des  coniques  passant  par  les  quatre  points 
communs  à  s  et  s\  et  tangentes  à  une  droite  donnée.  Nous 
n'avons  qu'à  introduire  dans  P,  (^,  P'  les  coordonnées  \\^y^\,,  si 
de  la  droite  donnée,  et  à  déterminer  A  et  ;jl  par  la  condition  que 
Ux|i  [formule  (i  43)]  s'annule  pour  s  •■=  s'  =  o;  ce  (jui  donne  la  con- 
dition 


TA-  —   irAfl.  -     7'  IX'  —  o. 
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L'expression  de  U  devient,  dès  lors, 

(i44)       li  =  2(i'îP-i-(i'oQ-h(?p«— v.(iT')F'dr(T'Q-i-ï>P')/o*—  1^7. 

Les  deux  coniques  représentées  par  cette  équation  sont  les 
mêmes  que  celles  que  nous  avions  déjà  trouvées,  car  Texpression 
du  n°  10  (93) 

se  change  en  Texpression  (i44)>  si  on  la  multiplie  par  le  facteur 


I  J:>)  — ! • \ • ■  ■    — ! : — —^ 

Toutefois  il  est  un  cas  où  les  deux  méthodes  ne  donnent  pas  le 
même  résultat.  Si  Ton  cherche  la  condition  pour  que  le  numé- 
rateur du  facteur  (i45)  s'annule,  on  trouve,  en  faisant  disparaître 
le  radical,  que  cette  condition  est 


r'3  rt  — 


O. 


L'hypothèse  t'=o  annule  aussi  le  dénominateur,  et  le  facteur  a 
pour  vraie  valeur  D'cp-,  qui  n'est  pas  nul.  Mais  si  t  =  o,  c'est- 
à-dire  si  la  droite  donnée  passe  par  un  des  sommets  du  triangle  /, 
Tune  des  deux  coniques  représentée  par  (i44)  disparaît,  tandis 
que  l'expression  (93)  continue  à  fournir  deux  coniques. distinctes. 
Cette  anomalie  provient  de  ce  que  toutes  les  coniques  covariantes, 
tangentes  à  une  droite  A  menée  par  un  des  sommets  M  de  /,  tou- 
chent A  en  un  même  point,  savoir  le  point  d'intersection  de  A 
avec  le  côté  de  /  opposé  à  M,  excepté  les  coniques  dégénérées  en 
deux  droites  et  qui  ont  leur  point  douhle  en  M.  La  droite  A  n'est 
donc  plus  enveloppe,  à  proprement  parler,  pour  les  coni(jues 
comprises  dans  la  formule  (i43),  l'enveloppe  véritable  se  compose 
de  deux  points  situés  sur  A,  et  effectivement  cette  droite  apparaît 
alors  au  carré  dans  le  second  membre  de  (i4*^)- 

Comme  seconde  application,  soit  demandé  de  former  l'équation 
de  la  conique  qui  passe  par  les  quatre  points  communs  à  s'  et  \\\ 
et  qui  touche  une  tangente  commune  à  t  et  »-i-AV,  k  étant  un 
paramètre. 

Soient  ;i,r, ,,I^,  les  coordonnées  de  la  tangente  commune  :  elles 
annulent   7  cl  donnent  à  -^  la  valeur  —  /•  t'.   Faisant  donc  t  -:=  o. 
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y  =: —  A*t'  dans  les  formules  (i36),  il  vient 

Q  =:a'(—]s-{-Ds'—Aw), 
P  =  D7(s-hAs'), 

et  la  conique  U^pt,  tangente  à  Ja  droite  donnée,  devient. 

Pour  qu'elle  passe  par  les  points  communs  à  s'  et  w^  il  suffit  de 
déterminer  -  par  la  condition 

(146)  DX«— ïXji-h(I'-f-XD'){x«=  o. 

Il  y  a  donc  deux  coniques  qui  répondent  à  la  question,  et, 
puisque  k  subsiste  comme  seul  paramètre,  elles  touchent  Tune  et 
Tautre  non  pas  seulement  une  des  tangentes  communes  à  t  et  à 
y -f- AV,  mais  les  quatre.  Pour  obtenir  Téquation  des  deux  coni- 
ques ensemble,  il  suffit  d'égaler  à  zéro  le  résultant  de  (i4^)  ^^  de 
Uxïji=  o;  ce  qui  donne,  tous  calculs  faits, 

(,47)      (D  -f.  U-  -+-  rX:î4-  D'X-»)[iv«—  lws'-+-  D(V^  AD')s'^]  =  o. 

Si  A*  est  égal  à  Tune  des  trois  racines  de  l'équation 
(148)  D'A^-hVk^-hlk-hD  =  o, 


c'esl-à-dirc,  à  cause  de  k  =  —  -4  et  de  la  syzjgic  (83),  si  t  s'an- 

nule  en  même  temps  que  o-  et  (f -h  Att',  c'est-à-dire  enfin,  si  la 
tangente  choisie  passe  par  l'un  des  sommets  du  triangle  /,  Téqua- 
tion  (146)  a  une  racine  commune  avec  U).{a=  o,  quels  que  soient 
j?,  j',  z;  ce  qui  signifie  que  l'équation  de  Tune  des  coniques  \Ji^ 
s'évanouit  identiquement.  Si  A'  a  une  valeur  quelconque,  les  deux 
coniques  qui  répondent  à  la  question  sont  données  par  la  for- 
mule 

(149)  2tv-(l±v/l*— il'D— 4ADD')5'=o. 

Comme  vérification,  cherchons  quelle  valeur  il  faut  donner  à  k 
pour  que  l'une  de  ces  deux  coniques  dégénère  en  deux  droites. 
D'après  la  formule  (1  i5),  le  discriminant  de  (i49)  a  pour  valeur 

-  4  D D ' «  f  I X  -+-  ?.  D  ip  A V |2~41'l)-  îDI)'/  1  : 
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si  on  l'égale  à  zéro,  on  retrouve  la  condition  (i48)  ;  et,  en  eflet, 
lorsque  la  droite  choisie  passe  par  un  des  sommets  du  triangle  /, 
il  est  clair  qu'elle  coupe  en  deux  points  coïncidents  la  conique 
dégénérée  qui  se  compose  des  deux  cordes  d'intersection  de  (v  et 
s'  passant  par  le  sommet  considéré  :  ce  couple  de  cordes  d'inter- 
section est  donc  une  des  deux  coniques  fournies  par  la  formule 
(149),  quand  on  >  prend  pour  k  une  des  racines  de  (i48). 

19.  A  un  autre  point  de  vue,  la  sjzygie  (iSg)  montre  qu'à  un 
point  M  quelconque^  arbitrairement  choisi  (ou  à  une  droile  A 
quelconque),  sont  associés  trois  autres  points  déterminés  M|,  M2, 
M3  (ou  trois  autres  droites  A,,  A2,  A3),  tels  que  l'ensemble  de  ces 
quatre  points  (ou  de  ces  quatre  droites)  peut  être  représenté  en 
coordonnées  tangentielles  (ou  ponctuelles)  par  une  relation  entre 
les  seuls  invariants  et  contrevariants  (ou  invariants  et  covarianls 
purs),  avec  des  coefficients  numériques  ou  littéraux  dépendant 
des  valeurs  numériques  ou  littérales  assignées  aux  coordonnées 
ponctuelles  de  M  (ou  tangentielles  de  A).  Si  donc  le  point  M  (ou 
la  droite  A)  est  défini  par  une  propriété  projective,  il  y  aura  trois 
autres  points  (ou  droites)  jouissant  de  la  même  propriété;  l'équa- 
tion des  quatre  ensemble  s'obtiendra  en  posant 

(i5o)  Q|_4PP'=o, 

et  particularisant  les  expressions  P,  P',  Q  d'après  la  définition 
donnée.  Si  les  coordonnées  ponctuelles  de  l'un  des  points  sont 
connues,  on  obtiendra  l'équation  tangentielle  des  trois  autres  en 
introduisant  ces  coordonnées  dans  l'équation 

(i5i)  8/x-f-2R7r  -4-  Etu'  =  0, 

dont  le  premier  membre  est  toujours  décomposable  en  trois  fac- 
teurs linéaires  par  rapport  aux  variables  conservées. 

Enfin  la  forme  de  ce  premier  membre,  qui  s'évanouît  si  l'on 
suppose  à  la  fois  -^  =  0,  /  ou  t  =  o,  permet  d'énoncer  ce  théorème: 

Lorsque  quatre  points  [ou  quatre  droites)  répondent  à  une 
même  définition  projective  par  rapport  au  système  des  deux 
coniques,  et  y  répondent  seuls ,  les  six  droites  qui  joignent  ces 
points  passent  deux  par  deux  par  les  sommets  du  triangle  t 
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[ou  les  six  points  d^ intersection  des  quatre  droites  sont  situés 
deux  par  deux  sur  les  côtés  du  même  triangle). 

Ainsi  le  théorème  s'applique  aux  qualrc  points  d'inlerscclîon 
de  deux  quelconques  des  coniques  covariantes  du  système,  à  leurs 
quatre  tangentes  commuues,  aux  points  de  contact  de  ces  tan- 
gentes avec  une  des  coniques,  aux  secondes  tangentes  (non  com- 
munes) que  Ton  peut  mener  de  ces  points  de  contact,  aux  points 
de  contact  de  ces  secondes  tangentes,  et  ainsi  de  suite. 

Comme  application,  soit  demandé  de  former  l'équation  tangen- 
tielle  des  points  d'intersection  de  deux  coniques  covariantes  du 
système 

U  =  X(V  -+-  (15  -h  VS',  U'=  X'iV  -h  |l'5  -f- v'5'. 

Ces  points  satisfont  aux  deux  équations  U  =  o,  U'=o.  On 
peut  donc  en  tirer  ces  valeurs  de  5,  s\ 

X'v  —  Xv'  ,  Xul' —  X'jJL 

5  =  iV  -, •,  S    =   \V  ; ;—  • 

(JIV    |X  V  jXV   JJL  V 

Si  on  les  porte  dans  les  formules  (i3()),  il  vient 

((jiv'— (x'v)P  =  iv[D(X'v  —  Xv')ar'-f-(X{JL'— X>)(I(j  —  Do)  —  (|av' —  jjL'v)<y  ], 
((jiv'— (Ji'v)P'^  iv[D'(Xîx'— X>)(j-H(X'v  — Xv')(l'(j'-D'cp)  -(jxv'-;i'v)(t'], 
(jxv'— jx'v)Q  =  i^'[(X'v  — Xv')(D'ar— Iar')-f-(X;ji'--X'{ji)(Dj'— rj)^-(tjLv'— ;jl'v)o]. 

El  l'équation  (i5o)  donne,  en  supprimant  les  facteurs  communs 

O  =  (  JJLV' \1   V  )*  (  O*  —    \  dj'  ) 

-+-(Xjji'~X'a)«[D2Œ'2-h(I'2—  4ID')œ2  — jirDjj'  :   4DD'ar©   j 
{xrx)  /  -h-  7.(|xv'— |jl'v)(X'v—  Xv')[-ADj2-h9.rjj'—  ïj'o  — D'do] 

-i-'2f(jLv'— ;/v)(X|jl'  — X>)[aD'(T«-f-  7.1  Jj'  —  Vao  — Dj'cpl 
_2(Xv  — Xv'){X;jL'-X'a)[2DD'cp«-^  rD'(jî-h  ÎDj'« 

-h(ir-4-  DIV)cjj  —  7rD(j'o—  AlD'as.]. 

Comme  cas  particulier,  cette  formule  donne  l'équation  bien 
connue  des  quatre  points  d'intersection  de  s  et  s\ 

celle  des  qualrc  points  d'intersection  de  s  et  iT-, 

(ii4)  \)ij'-.^{\'î-  |nr)72_>|' 1)77  -^41)1)' 7i  ^  o: 
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celle  des  quatre  points  d'intersection  de  sv  et  de  s  4-  A'.v', 

/  o^  D»j'«-f-(r*— 4ID')7»— !iï'Darar-h4DD'arcp 
(i55)  I  -f-'iA[aDD'©»-+-  rD'(j24-fD<T'«  +  (n  -+  DD')aT— îl'Dd'cp  — alD  rf] 

f  _Ai[D'«Œ»  :   (P-4rD)Œ'*— JtID'Ta'^4DD'(i>J, 

et  ainsi  de  suite. 

Par  un  calcul  analoj^ue,  ou  en  appliquant  la  loi  dé  réciprocité 
à  la  formula*  (i52),  on  trouve,  pour  Téquation  ponctuelle  des 
quatre   tangentes  communes   à    Xo  -{-  jjlt  -t-  vff',  Vcp  -h  [jl'o"  -f-  v'o*', 

o  -r  (vjx'  -  ;jiv'  )«|  w»—  4  DD'55'] 

-,-(X'|x  — Àu')*[D«^'»-f-(P  —  4  rD)5«- -2  11)55'   -f-4D«'5  J 

^.    ()V  __  vÀ')«[D'»5«^-(r«— 4ID')5'«—  2l'D'55'-r-4D'i^'5'J 
(l56)  {  -^2(v;jt  —  {Jlv')(|JlX'—  XfJL')[aDD'5«   -t-2rD55'—  I«'5    —  Dii'5') 

-,.   2(V|Jl'—  ;jlv')(Xv'   —   vX')[2DD'5''-t-2lD'55'—  l'uV—  D'W5] 
—  2(îxX'-X;jt')(Xv'—  vX')[2H'«-t-l'D5'»-+-lD'5* 

-+-(ir-i-   Dï)')55'-T-    ArtV5  —  2l«'5'J. 

Comme  cas  particulier  de  cette  formule,  on  retrouve,  pour  les 
quatre  tangentes  communes  à  5  et  5',  l'équation  bien  connue 

(157)  IV»— 4DD'55'=0. 

Proposons-nous  une  question  un  peu  plus  compliquée,  telle 
que  celle-ci  : 

•Par  un  des  points  de  contact  M  de  s  ai^ec  les  tangentes 
communes  à  s  et  s\  on  mène  la  seconde  tangente  à  s',  qui 
touche  s'  en  un  point  N.  Former  l'équation  tangentielle  des 
quatre  points  N. 

Les  points  M  étant  à  la  fois  sur  s  et  sur  l(»s  tangentes  com- 
munes à  s  et  s\  dont  Téquation  est  (1 07),  leurs  coordonnées  ponc- 
tuelles annulent  à  la  fois  s  et  iv^ —  ^}dV)' ss\  c'est-à-dire  5  et  (v. 
Faisant  s  =u'  =  o  dans  (  i5o),  on  obtient,  pour  l'équation  tangen- 
tielle des  quatre  points  M,  l'équation  (i54)  déjà  écrite  plus  haut. 
Les  tangentes  MN  menées  de  ces  points  à  s'  ont  des  coordonnées 
qui  satisfont  à  la  fois  à  cette  équation  et  à  t'=  o,  par  conséquent 
à  celle-ci 
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Celle  dernière  équalion  se  décompose  en  deux  :  y  =  o,  qui  cor- 
respond aux  langenles  communes  à  s  el  s\  dont  nous  n'avons  pas 

à  nous  occuper,  et 

,rf_4ID',j~4DD9  =  o, 

qui  convient  bien  aux  secondes  langenles  MN.  Faisant  donc  dans 
(  I  oo  )  T  =  o,  ^  =  —        —  T,  nous  obtenons,  pour  1  équation  ponc- 


4 


tuelle  des  quatre  tangentes  MN, 

Pouri'^:  o,  celle  équalion  se  réduit,  comme  cela  devait  être,  à 
un  carré  parfait,  savoir 

[i  1*  —  4 ID'  )a  —  4  DD'«5]«  =  o, 

ce  qui  montre  que  les  quatre  poinls  X  sont  déterminés  par  Tiu- 
tersection  de  /  avec  la  conique 

i  n—  4»>')«^  -^  4DD  *i  =  o. 

Pour  avoir  leur  équation  tangentielle,  il  suffit  donc  de  faire 

.        /   '    X    '  4lt>  — n  .   , 

dans  (i.xO  5  =  o,  5=  "'Tïn'î — *'*'  ^^  1"'  donne 

{  [4DD*i5-r^<n— 4ID  Klî~D'j.J« 
'  )      -  iD[.r*-4lO  »T^4D*jJ[D(|2-4lD^^-.P— 411  D^4DDJ.t'J=o. 

^/  r- —  4't)  ==  o,  ceiie  éf/uaiion  se  réduit  à  -z- —  43^=  ©  ^ 
donc,  lorsque  cette  condition  im-ariante  est  satisfaite,  ia  tan^ 
S^ente  à  s'  en  chacun  des  points  communs  ci  s  et  s  va  couper  s 
en  l'un  des  points  où  cette  conique  est  touchée  par  les  tan^ 
srentes  communes  à  s  et  s. 

On  en  conclut  que.  lorsque  cette  condition  in\ triante  est  sa- 
tisfaile.  le  nombre  des  tangentes  communes  réelles  esl  égal  au 
nombre  des  ^>oinl5  communs  réels. 

Soit  maintenant  M'  le  poinl  de  conlact  de  s  avec  une  des  lan- 
genles communes  à  5  et  :/.  On  peut  joindre  chacun  des  quatre 
poinls  N  à  chacun  *\e<  qualre  j>oinls  M',  ce  qui  donnera  seize 
droites,  donl  le>  CMi>n.lonnée<  sali>feronl  à  Li  lf«»i^  à  léqualion 
»  I  "VS  ►  ♦>!  à  l'éqiialîttn  lani:»*nliellt*  des  |»<»inl>  M'.  Ia«|iir^||«'  ^o  «h'duil 
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de  (i54)  en  intervertissant  les  accents.  Si  donc  on  résout  ces  deux 
équations  par  rapport  à  a-,  a-',  cp,  et  qu'on  porte  dans  (i5o)  un  des 
seize  systèmes  de  solutions,  on  aura  quatre  des  seize  droites.  Si 
donc  enfin  on  élimine  a-,  a-',  <p  entre  (i5o),  (i58)  et  Téquation 
tangentiellc  des  points  M',  on  obtiendra  évidemment  Téquation 
ponctuelle  des  seize  droites  dont  il  s'agit. 

Bornons-nous  au  cas  particulier  où  l'invariant  I  est  nul.  Les 
trois  équations  à  considérer  sont  alors 

r)'»(4DD'^  — r«7)i-H4D(r2j^-  tD'«7)[i'«D'ç)  — (13-4-4 dd'*)7']  =  0, 

Si  Ton  porte  dans  la  seconde  la  valeur  de  <p  tirée  de  la  première, 
elle  devient 

et  se  décompose  en  deux  équations  distinctes,  dont  Tune  est 
0"  =  o.  Nous  voyons  ainsi  que  sur  les  seize  droites  considérées, 
quatre  sont  tangentes  à  la  conique  a  ou  s,  ce  qui  concorde  avec  le 
résultat  obtenu  au  n"  11  pour  la  signification  géométrique  de  I. 
Nous  pouvons  ainsi  obtenir  isolément  l'équalion  de  ces  quatre 
tangentes  de  5,  qui  sont  les  polaires  par  rapport  à  s'  des  quatre 
points  de  contact  de  s  avec  les  tangentes  communes  à  5  et  s';  il 

suffit  de  faire  a  =  o,  o  =  --7-  dans  la  troisième  des  équations  ci- 
dessus,  ce  qui  donne,  tous  calculs  faits, 

( 1 59 )  ( r M  —  DD'f' )' -4-  4 DD» ws  =  o. 

20.  Dans  Texemple  que  nous  venons  de  traiter,  la  formule 
(i5o)  nous  a  permis  d'obtenir,  par  H  voie  de  l'élimination,  l'équa- 
tion d'un  ensemble  de  douze  ou  de  seize  droites  homologues, 
suivant  que  I  est  nul  ou  Jo.  Lorsque,  parmi  les  données  d'une 
question,  figurent  des  éléments  (points  ou  lignes )  pris  arbitraire- 
ment, il  est  évident  qu'en  suivant  la  marche  que  nous  avons  indi- 
quée on  obtiendra  une  équation  finale  s'appliquant  non  seulement 
au  résultat  des  constructions  faites  en  partant  de  cet  élément  arbi- 
traire, mais  au  ri'sullat  des  mêmes  constructions  supposées  faites 
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à  la  fois  à  parlir  des  (juatre  |)oinls  ou  droites  homologues  compo- 
sant le  système  covariant  complet  dont  fait  partie  le  point  ou  la 
droite  arbitraire. 

Soit  proposée,  par  exemple,  cette  question  :  D'un  point  A  arbi- 
traire, on  mène  les  tangentes  AB,  AC  à  la  conique  5,  AB\  AC  à 
la  conique  5\  On  demande  Téquation  des  quatre  droites  BB',  BC, 
CB',  ce  qui  joignent  un  point  de  contact  de  s  à  un  point  de 
contact  de  s'. 

Soient  X| ,  y^ ,  z^  les  coordonnées  ponctuelles  de  A  ;  5| ,  5J ,  iV| , 
TTi,  ...  ce  que  deviennent  5,  s'y  «',  tc,  ...  quand  on  y  introduit  les 
valeurs  de  ces  coordonnées.  Soit  tc  Tune  des  quatre  droites  dont 
nous  voulons  obtenir  Téquation.  Les  deux  tangentes  aux  points  où 
Tt  coupe  s  ont  pour  équation,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier, 
(TS  —  Dtt^  =  o;  et  de  même  les  deux  tangentes  aux  points  où  elle 
coupe  5',  0^5'  —  D'tt^  =  o.  La  condition  donnée  pour  définir  7:  est 
que  chacune  des  coniques  dégénérées  <ts  —  Dit^,  0^5' — D'ir^, 
doit  passer  par  A  ;  les  coordonnées  Ç,  tj,  s^  de  7:  satisferont  donc 
aux  deux  conditions 


r!  .        ^.TZ\ 


(160)  Œ=D-»-,  a'=:D':il. 

Si  Ton  tire  de  ces  équations  les  valeurs  Ç|,  r,^,  Ç|,  on  aura  quatre 
systèmes  de  valeurs,  et  pour  Fun  de  ces  systèmes  les  fonctions  o-, 
t',  çp,  TT  prendront  des  valeurs  parfaitement  déterminées.  P,  P,  Q 
deviennent  dès  lors 

^         ,rD(D's  — l'i)       D'(Di— Ii)1 

^^"-■"i 7, ^ ï, J-^'"?- 

Et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i5o),  on  aura  une 
équation  de  la  forme 

(161)  AttJ -h  B7:î«»i-+- G^}  =  o, 

où  A,  B,  C  représentent  des  courbes  bien  déterminées  du  qua- 
trième ordre.  Cette  équation  représentera  donc  quatre  droites, 
comprenant  une  de  celles  que  nous  avions  en  vue  ;  et  elle  suppose 
la  résolution  préalable  du  système  de  deux  équations  du  second 


ilegré  (160).  Pour  avoir  une  équation  qui  représenle  les  quatre 

droiles,  il  faut  évidemment  Taire  disparaître  le  rapport  -^dont  la 

valeur  dépend  de  celui  des  quatre  systèmes  de  solutions  des  équa- 
tions (160)  que  Ton  considère  en  particulier.  Pour  arriver  a  cette 
élimination,  il  suffit  de  remarquer  que  la  syzygie  (i4''«)  reste  vraie, 
quelles  que  soient  les  valeurs  assignées  aux  variables  x^  y^  5,  Ç, 
T,,  Ç.  Si  nous  Y  donnons  à  x^y^  z  les  valeurs  x^^y^^  Zi  qui  dé- 
finissent le  point  A,  et  l'un  des  systèmes  de  valeurs  Ç|,  7,,,  ^,  qui 
satisfont  aux  conditions  (160),  celle  syzygie  deviendra 

m 

A|,  B,,  C|,   . .  .  étant  ce  que  deviennent  A,  B,  C,  ...  quand  on  v 

fait  X  =  Xi,  y  =J^i,  z  =^  Zi,  s  =  St, Mais  R|  est  une  fonction 

de  P|,  P'^,  Qi,  définie  par  (i/Jo),  et  par  suite  une  fonction  qua- 
dratique de  TT^  et  de  Çi  ;  on  peut  donc  écrire  celle  relation 

(162)  Siri/iTi  —  AjtJh-  B^irjoi  -h  C|«>J, 

A'^,  B', ,  C|  étant  des  fondions  explicites  des  données.  Si  le  point  A 
est  quelconque,  on  pourra  élever  les  deux  termes  au  carré,  ex- 
primer t^  en  fonction  de  Œi,  o-',.  ^,  au  moyen  de  la  syzygie  (8v3) 
et,  par  suite,  en  tenant  compte  de  (160),  en  fonction  de  ^z'-^  et  (f^. 
On  aura  donc  une  relation  homogène  du  huitième  degré  par  rap- 
port à  Tij*  et  (pi,  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  complè- 
tement connues  des  données  ;  en   éliminant  -^-  entre  celte  rela- 

lion  et  (i<>i),  on  aura  une  équation  où  les  coefficients  de  (161) 
entreront  au  quatrième  degré,  et,  par  suite,  celle  équation  sera 
du  seizième  ordre  par  rapport  aux  variables  ponctuelles  .r,  j-,  z  ; 
ce  sera  l'équation  des  seize  droites  que  donne  la  construction  indi- 
quée, appliquée  tant  au  point  A  qu*aux  trois  points  associés  à  A. 
Si  le  point  A  a  été  pris  sur  l'un  des  côtés  du  triangle  t,  on  a 
/,  =  o  ;  la  relation  (lO'-i)  se  réduit  à 

A',  rj-h  H\TJ^Ol-\-C^o\  -r  o, 

et  réiimination  de  '^  entre  celte  relation  et  (161)  conduit  à  une 

équation  du  huitième  ordre  seulement  :  cette  équation  représen- 
tera les  cjuatre  droites  obtenues  en  parlant  du  point  A,  plus  les 
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quatre  autres  droites  qu^on  obtiendrait  en  partant  du  point  unique 
associé  à  A  dans  ce  cas  spécial. 

Examinons  le  cas  particulier  où  C|  -—  o.  LVquation  (162)  se 
décompose  en  deux,  savoir  T|  =  o,  et 

(i63)  Sti'Zi  =  Ai7t}-+-  B',7r,y|. 

Le  système  des  seize  droites  se  décompose  en  un  système  de 
quatre  droites  qui  s'obtiendra  en  faisant  7:,  =  o  dans  (161),  ce 
qui  donne  C  =  o,  et  en  un  système  de  douze  droiies.  Mais,  si  Ton 
se  reporte  aux  valeurs  de  P,  P',  Q  données  ci-dessus,  on  voit  que 
C  =  s''^s"^{iV' —  ^DD' ss');  par  conséquent,  lorsque  le  point  A  est 
pris  sur  Tune  des  tangentes  communes  à  5  et  s\  on  trouve  comme 
résultat  du  calcul,  d'une  part,  le  groupe  de  ces  quatre  tangentes 
communes,  comme  cela  devait  être,  de  l'autre,  un  groupe  de 
douze  droites  qui  correspondent  trois  par  trois  aux  quatre  points 
associés  dont  A  fait  partie.  Si  A  est  en  même  temps  sur  un  des 
côtés  du  triangle  i,  ces  douze  droites  se  réduisent  à  quatre,  parce 
que  -711=0  est  encore  une  racine  de  (i63),  ce  qui  donne  une 

seconde  fois  les  quatre  tangentes  communes,  et  que  l'autre  racine, 

o  A' 

i-^  = —  ~f  portée  dans  (161),  donne  une  équation  du  quatrième 

ordre  seulement. 

Si  l'on  demandait  quelle  doit  être  la  position  du  point  A  pour 
que  l'une  des  quatre  droites  fournies  par  la  construction  indiquée 
soit  tangente  à  la  conique  cj',  il  suffirait  d'égaler  à  zéro  le  coefficient 
de  Tz]  dans  l'équation  (162)  élevée  au  carré,  c'est-à-dire  de  poser 

ce  qui  donnerait,  pour  le  lieu  du  point  A,  une  courbe  covariante 
du  douzième  ordre.  A  un  point  déterminé  de  cette  courbe  corres- 
pondent évidemment  les  quatre  droites  représentées  par  l'équa- 
tion A=  o.  Mais,  si  l'on  calcule  A,  on  trouve  que  les  coefficients 

n'y  dépendent  que  du  seul  paramètre  —,  lequel  y  figure  au  second 

degré.  On  peut  donc  aisément  former  l'équation  de  l'enveloppe 
des  droites  représentées  par  A  =  o,  lorsque  le  paramètre  prend 
toutes  les  valeurs  possibles,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  directeur 
se  déplace  sur  la  courbe  représentée  par  (16^).  On  irouvc  ainsi 


>)  — 
réquâtion 

Le  premier  facteur  n'est  autre  chose  que  l'équation  ponctuelle 
de  la  conique  c?,  laquelle  constitue  donc  bien  une  partie  de  l'en- 
veloppe, comme  nous  le  savions.  Le  second  facteur  est  le  Heu  des 
points  d'intersection  des  droites  variables,  lieu  qui  doit  être  fourni 
également,  comme  on  sait,  par  l'équation  de  l'enveloppe.  Nous 
avons  vu,  en  effet,  que  les  quatre  droites  comprises  dans  l'équa- 
tion A  =  o,  étant  obtenues  par  une  même  construction  faite  à 
partir  de  quatre  points  associés,  doivent  se  couper  deux  à  deux 
sur  les  côtés  du  triangle  /. 

21.  Examinons  le  cas  particulier,  déjà  touché  dans  l'exemple 
précédent,  où  le  point  (ou  la  droite)  dont  on  demande  l'équation 
est  situé  sur  le  triangle  t  (ou  passe  par  un  de  ses  sommets).  On  a 
alors  /  =  o  (ou  t  =  o),  et  la  syzvgie  (142)  devient 

(i65)  Q»—  îPP'  =  7:MaRH-K7c«). 

Si  donc  on  pose 

cette  équation  représentera  le  point  (ou  la  droite)  compté  deux 
fois,  plus  deux  points  (ou  deux  droites)  associés.  Mais  je  dis  que 
ces  deux  autres  points  (ou  droites)  seront  eux-mêmes  coïnci- 
dents. En  effet,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  cas  général, 
les  quatre  points  associés  représentés  par  le  second  menjbre  de 
la  syzvgie  (14'-*)  sont  disposés  de  telle  sorte  que  les  trois  som- 
mets du  triangle  /  sont  les  faux  sommets  du  quadrilatère  complet 
construit  sur  eux.  D'après  les  propriétés  harmoniques  du  quadri- 
latère complet,  on  obtiendra  donc  les  trois  points  associés  à  un 
point  donné  M  en  joignant  M  aux  trois  sommets,  et  prenant 
sur  chaque  droite  le  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  au 
sommet  (ju'elle  renferme  et  au  point  de  rencontre  avec  le  côté 
opposé  du  triangle  t.  On  voit  immédiatement  que,  si  M  est  sur  un 
des  côtés  de  /,  un  des  trois  points  associés  vient  se  confondre  avec 
M,  et  que  les  deux  autres  vont  se  réunir  en  un  seul,  situé  sur  ce 
même  côté  du  triangle  /. 

D'après  ces  considérations,  il  est  évident  cpie  la  formule  (16G) 

xvui.  J 
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fournira  en  pareil  cas  le  carré  de  réquation  du  point  considéré  et 
de  son  associé,  ou,  s^il  y  a  une  élimination  préalable  à  efTectuer, 
le  carré  de  l'équation  de  tous  les  points  (ou  droites)  qui  répon- 
dent à  la  question. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  former  Téquation  des  six 
tangentes  menées  à  s  des  trois  sommets  du  triangle  t.  Les  coor- 
données de  Tune  quelconque  de  ces  droites  satisfont  à  la  double 
condition  o-rizo,  t  =  o  ;  c'est-à-dire,  à  cause  de  la  syzygie  (83), 
aux  deux  conditions 

Faisant  o- =  o  dans  la  formule  (i66),  on  aura  donc  à  éliminer 
^  entre  la  seconde  des  équations  précédentes  et  celle-ci 

[iv<p-+-(Ds'— rs)<j']»— 4[D'*cp-h(iv  — r5)<j'](D5'çp  — D*ff')  =  o, 

qui  peut  s'écrire 

m  ^* -h  a /i«p  j' -H />  j'*  =  o, 

en  posant,  pour  abréger, 

i  m  =  (v«  — 4DD'55\ 

(167)  I    n  =  2DD's*-^'jL\'Dss'—Dws'—lws, 

f  p  =  (jî—  4rD)5«-f-  D25'*—  alDsj'-h  4D«'5. 

Par  une  formule  connue,  on  obtient  comme  résultat  de  l'élimi- 
nation 

/  8DDViîH-4(rDm-+- ID>)/i* 

(168)  I       -+-2[IDm»-^(ir— 3DD')m/?-f-rD>*]/i 


Si  l'on  se  reporte  à  la  syzjgie  (83),  on  voit  que  les  premiers 
membres  ne  diffèrent  qu'en  ce  que  cp,  o-',  a-  sont  remplacés  respec- 
tivement par  2/2,  — ///,  — p.  Le  premier  membre  de  (168)  est 
donc  décomposable  en  trois  facteurs  linéaires  par  rapport  à  /?i, 
n^p  ;  chacun  de  ces  facteurs  est  du  quatrième  ordre  en  a-,  v,  z 
et  représente  évidemment  le  carré  du  couple  de  tangentes  à  5  issu 
de  l'un  des  sommets  de  L  Pour  5  =  0,  il  se  réduit,  comme  cela 
devait  être,  à  un  carré  parfait,  savoir 
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la  parenthèse  étant  ce  que  devient  l*  [sj^'Jg^^  (ï3)]  quand  on  y 
faît  5  =  o  :  les  points  de  contact  de  s  avec  les  trois  couples  de 
tangentes  sont  en  effet  sur  les  côtés  de  /.  Si  enfin  (A,  A')  est  un 
des  trois  systèmes  de  coefficients  qui  rendent  çp  h- Aa--!- AV  un 
carré  parfait,  l'expression  2/2  —  kp  —  A' m  représentera  le  carré 
du  couple  de  tangentes  à  s  issu  du  sommet  dont  » -f- Ao- -h  A'V 
est  l'équation  tangentielle. 

Si,  en  particulier,  D  =  o,  l'équation  (168)  se  réduit  à 

(1G9)  I*5*(iï'î—  l'wS  -h  ID'5Ï)«  =  O 

et  donne  séparément  les  trois  couples  de  tangentes,  savoir  s  et 

•>. «r  —  5 (  1' ±  /r«— 4ID'). 
D'ailleurs  la  syzygic  (i3)  devient,  dans  la  même  hypothèse, 

(170)  n  =  (w  —  Is')(w«—  l'ws  4-  ID'5«), 

de  telle  sorte  que  les  deux  couples  de  tangentes  à  s  issues  des 
deux  sommets  de  /  autres  que  le  point  double  de  s  se  réduisent, 
comme  cela  devait  être,  aux  deux  côtés  de  /  passant  par  ce  point 
double,  le  carré  du  troisième  côté  étant  w  —  Is'. 

22.  Je  vais  maintenant  examiner  succinctement  ce  qui  arrive 
lorsque  l'invariant  E  s'annule,  c'est-à-dire  lorsque  5  et  5^  se  tou- 
chent ;  en  commençant  par  le  cas  du  contact  simple. 

Posons 

^  M  =  ir-9DD', 

(171)  N  =  P-SI'D, 

'  N'=l'*  -3JD'. 

Nous  pourrons  écrire  les  diverses  relations  suivantes  : 

I]N'_  l'M  _^-  ^D'N  =  o,        IN  —  IM  -i-  3DN'=  o, 

ID'N-f.    l'DN  —  NiN'-3DD'M   =  E  =  o, 
4lD'N-i-4rDN  —  (ir-4-3DD')M  =  K  =  o, 

(172)  \   DMN'-i-D'Nï—  INN' =  JK  =0, 
D'MN  -f-  D^'*  —  rNN'=  l'K  =  o, 
(\\-^  D'N)4—  ÎMN'{  II-    DD)  =  IDE  =  o, 
(rN-t-DN')2—  IM\(ir  -  DD')=  I'DE  =  o, 
2(IN -^  D'N)(I'N -i- ON')— (ir— DD')Mî  =  (ir- 3DD'}E  =  o. 
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Les  seconds  membres  des  syzygîes  (^G),  (i3)  et  (83)  admettent, 
comme  nous  l'avons  vu,  un  facteur  carré.  On  vérifie  en  outre 
sans  peine,'par  les  formules  (i4o))  (ï^^)  et  (76),  que  R  devient 
un  carré  parfait  et  divise  ti  ;  de  sorte  qu'on  a,  dans  ce  cas, 

/     Q^  ,  d/^DD't:        D'à        Da'\ 

avec  la  valeur  suivante  de  K 

(174)  R  =  aMCir'-DD')^^^^^""^  ^^'^'^  -  2(I\'-^  D'N)a  -  i{V^  h-  DN')a'p 

La  sj'zygîe  (i38)  devient,  dès  lors, 

(.75)  j  Q'-^'^P'=(ir-DU')M»tM("'-PD')^-8D'N»-8DNV] 

I  x[M(ir— DD')7:  — 2(IN'-hD'N)a— 2(rN-hDN')a']«. 

Puisque  le  facteur  carré  du  second  membre  divise  ti,  il  repré- 
sente le  côté  double  (ou  le  sommet  double)  du  triangle  /;  et  l'on  a 
ce  théorème  : 

Lorsque  s  et  s'  sont  tangentes,  si  tz  est  V équation  dUtne 
droite  (ou  d'un  point)  quelconque,  Vcquation 

(176)  M(I1  —  DD')7t  — 2(IN'H-D'N)a— M(rN-hDN')a'=o 

représente  le  côté  double  {ou  le  sommet  double)  du  triangle  /, 
c'est-à-dire  la  tangente  commune  double  (ou  son  point  de  con- 
tact);  l'équation 

(177)  MDD'^T  —  D'Na  —  DN'a'=  o 

représente  le  côté  simple  (ou  le  sommet  simple)  du  même 
triangle  ;  enfin  les  trois  droites  (ou  les  trois  points)  associées  à 
la  droite  (ou  au  point)  u  sont  la  tangente  double  (ou  le  point 
de  contact)  comptée  deux  fois  et  une  autre  droite  (ou  point) 
représentée  par  V équation 

(178)  lVI(ir— DD')tt  — 8D'Na-8DN'a'=o. 

Si,  par  exemple,  t:  est  une  des  deux  tangentes  simples  com- 
munes à  s  et  .9',  la  seconde  sera  (178);  de  même  pour  les  deux 
points  d'intersection  simples  de  s  et  de  s\  etc. 
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Pour  décomposer  en  leurs  facteurs  les  seconds  membres  des 
svzygies  (i3)  et  (83),  et  obtenir  l'expression,  en  fonction  de  5, 
s',  w  et  des  invariants,  du  carré  de  la  tangente  double,  ou,  en 
fonction  de  a-,  t',  <p  et  des  invariants,  du  carré  du  point  de  con- 
tact, il  suffit  d'appliquer  les  résultats  obtenus  aux  n***  14  et  16. 
Soit  (t:,,  a^,  a',)  un  des  systèmes  de  valeurs  de  tt,  a,  cl'  qui  annu- 
lent à  la  fois  deux  des  facteurs  linéaires  de  /t  :  nous  avons  vu 
que  l'expression  t:,  çv — a,  5  —  olis'  représente  le  carré  du  côté 
de  t  correspondant,  et  l'expression  DD'iiiçp  —  D'afO-  —  Da^o^  le 
carré  du  sommet  opposé.  Or  nous  avons  les  équations  en  tt,  a,  et! 
de  deux  côtés  distincts  du  triangle  ^,  savoir  (176)  et  (177);  le 
système  de  valeurs  de  tt,  a,  a'  qui  satisfait  à  la  fois  à  ces  deux 
équations  est  tc,  =M,  ai=:2DN',  a',  =  2D'N.  On  en  déduit 
immédiatement,  pour  l'équation  du  carré  de  la  tangente  double, 

(179)  Miv-2D'N5  — 5tDN'/=o, 
et,  pour  l'équation  du  carré  du  point  de  contact, 

(180)  M(p— 2N'<j  — 2N<j'=o. 

• 

Il  suffit  maintenant  de  diviser  respectivement  les  seconds  mem- 
bres des  syzygies  (i3)  et  (83)  par  les  carrés  des  deux  expressions 
(179)  et  (180),  pour  obtenir  l'équation  du  carré  du  côté  simple  du 
triangle  t 

(181)  NN'iv  -  DN'«5  —  D'N»s'=  o, 

et  l'équation  du  carré  du  sommet  simple  du  même  triangle 

(182)  DD'NN>  —  l)'»N»(i  —  D»N'»<j'=  o. 

En  appliquant  encore  les  résultats  des  n***  14  et  15,  nous  pou- 
vons obtenir  les  équations  générales  des  systèmes  de  coniques 
dégénérées  en  deux  droites  ou  en  deux  points  passant  par  Tun  ou 
l'autre  des  deux  sommets  distincts  du  triangle  /,  ou  situés  sur  l'un 
ou  l'autre  des  deux  côtés  distincts  de  ce  triangle.  Ainsi  l'équation 
du  sommet  simple  étant  (177),  il  suffit  de  prendre 

""'-^        mny       ' 

de  porter  cette  valeur  de  7i|  daus  les  expressions 
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et  de  remplacer—  par  une  indclcrniinée  A,  pour  obtenir  l'équa- 
tion générale  des  coniques  covariantos  dégénérées  en  deux  droites 
dont  le  point  de  concours  est  au  sommet  sim|)le 

(i83)  (M(v  — 4DV5')-hX-(Mi4'  — 4D'N5)  =  o, 

et  l'équation  générale  des  coniques  contrevarianles  dégénérées  en 
deux  points  situés  sur  le  côté  simple 

(i84)  (Mo  — 4N'ff)-4-A-ÏMcp  — 4Ny)  =  o. 

D'ailleurs,  l'équation  (i  83)  étant  satisfaite  pour  s  =  s'  =  iv  =  o^ 
toutes  les  coniques  dégénérées  qu'elle  représente  passent  par  le 
point  de  contact  de  s  et  5',  et  comprennent,  par  conséquent,  la 
droite  qui  joint  ce  point  au  sommet  simple,  c'est-à-dire  la  tan- 
gente commune  double.  L'équation  (i83)  représente  donc,  quel 
que  soit  A*,  la  tangente  double  avec  une  autre  droite  passant  par 
le  sommet  simple  de  t.  Si  l'on  veut  que  cette  seconde  droite  soit 
celle  qui  passe  par  les  deux  points  d'intersection  simples  de  s 
et  s'y  il  suffit  évidemment  de  prendre  k=  —  i ,  ce  qui  donne 

(i85)  D'N5  — DN'jf'=o 

pour  l'équation  de  la  tangente  double  et  de  la  corde  d'intersection 
ne  passant  pas  par  le  point  de  contact.  De  même 

(  Mer  — 4n-N'f'=o, 
(186)  , 

^       ^  (  M(v  — 4DN5  =  o 

représentent  évidemment,  avec  la  tangente  double,  les  droites 
joignant  les  deux  points  de  contact  de  s^  (ou  de  s)  avec  les  tan- 
gentes communes  simples.  En  prenant  A*  =  +i,  on  retrouve 
l'équation  (179)  ;  ce  qui  permet  d'énoncer  ce  théorème  : 

Lorsque  deux  coniques  5,  s'  sont  tangentes^  leur  tangente 
commune  au  point  de  contact,  celle  de  leurs  cordes  d'intersec- 
tion qui  ne  passe  pas  par  ce  point,  et  les  deux  cordes  de  con- 
tact de  s  et  de  s'  a\'ec  leurs  tangentes  communes  simples  /ar- 
ment un  faisceau  harmonique. 

On  verrait  de  la  même  manière  (|ue  (i^\)  représente  deux 
points  dont  l'un  est   toujours  le  ])oinl    de   conlaci   de  s  et  a',  et 
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l'autre  varie  avec  la  valeur  de  k'.  Pour  ^'=  i ,  on  relrbuve  (i8o); 
pour  A'=  —  I ,  ce  qui  donne 

(187)  ^'a  — Nff'=o, 

le  second  point  représenté  est  le  point  de  concours  des  deux  tan- 
gentes communes  simples.  Pour  les  équations 

(188)  AIç>  — 4N'îr  =  o,         Mo-    4Nîr'=o, 

le  second  point  est  le  point  de  concours  des  tangentes  à  s  (ou  à  5') 
aux  deux  points  d'intersection  simples  ;  et  ces  deux  points  de 
concours,  réunis  à  celui  de  l'équation  (187)  et  au  point  de  contact 
de  s  et  5',  forment  sur  le  côté  simple  du  triangle  /  une  division 
harmonique  :  c'est  le  théorème  réciproque  de  celui  qui  a  été 
énoncé  plus  haut. 

En  opérant  sur  Téquation  (176)  du  sommet  double  de  t  comme 
nous  venons  de  le  faire  sur  Téquation  (177)  du  sommet  simple, 
on  obtient  les  résultats  suivants  : 

(  2(IN'-f-D'N)H  — M(ir— l)D')5' 

^'  ^^  I     4-x[2irN-i-r)\')«v-M(ir-DD')sj  =  o, 

où  k  est  une  arbitraire,  est  l'équation  des  coniques  covariantes 
dégénérées  en  deux  droites  passant  par  le  point  de  contact  de  s  et 
de  5'.  Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

(190)  (M-f-aAN')«v  — (IN'-f-D'N)(5-i-A-*')  =  o: 

comme  cas  particulier,  elle  donne  :  i"  l'équation  des  deux  cordes 
d'intersection  de  s  et  5'  passant  par  leur  point  de  contact 

(191)  M/— 2N'5  =  o        ou        '?.Ns' — M5  =  o, 

ce  qui  revient  au  même,  à  cause  des  relations  (17a)  î  2"  l'équation 
des  droites  joignant  le  point  de  contact  tle  s  et  s'  aux  deux  points 
de  contact  de  s  avec  les  tangentes  communes  simples 

(192)  Miï'  — (IN'-^D'N)5  =  o, 

ou  aux  deux  points  de  contact  de  s'  avec  ces  mêmes  tangentes 
(HjS»  M«v  — (rN-i-UN')5'=o. 

L'équation   des  coni(|ucs  conlrevariantes  dégénérées  en  deux 
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(194)  DD'(M-H2Â^N)o  — n'N-i-DV)(D'u-r-)tD^')  =  o 
et  donnera,  comme  cas  particuliers,  Téquation 

(195)  2D'\t  — DM7'=0 

des  deux  points  où  la  tangente  commune  double  est  rencontrée 
par  les  deux  tangentes  communes  simples  ;  Trquation 

(lifi)  DMo  —  (r\  -f-  DN')7  =  o 

des  deux  points  où  elle  est  rencontrée  par  les  tangentes  à  s  aux 
points  d^intersection  simples  de  5  et  ^;  et  ainsi  de  suite. 

23.  Je  passe  au  cas  où  les  deux  coniques  s,  s'  sont  bitangenles, 
c^ est-à-dire  se  touchent  en  deux  points  distincts. 

Dans  ce  cas,  les  deux  droites  (192)  du  numéro  précédent  doi- 
vent évidemment  se  confondre,  ainsi  que  les  deux  points  (igS). 
Si  donc  on  calcule,  par  les  formules  (ii3)  et  (i34\  l'équation 
tangenlielle  de  la  conique  (192)  et  Téquation  ponctuelle  de  ia 
conique  (195),  ces  équations  doivent  être  satisfaites  identique- 
ment. On  obtient  ainsi  les  deux  relations  suivantes  entre  les  inva- 
riants, covariants  et  contrevariants, 

(197;  Mo— ïN'j     —  •>.  Nt'     =0. 

(198)  M<p— 9.D  .\.v  — 2DN  .$'=0. 

Mais,  si  Ton  compare  ces  relations  avec  les  équations  (180)  et 
(i-9)  du  numéro  précédent,  on  s'aperçoit  qu'elles  expriment  que 
la  tangente  double  et  son  point  de  contact  cessent  ici  d'exister  : 
ce  qui  devait  être,  puisqu'il  v  a,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  deux 
tangentes  communes  doubles  et  deux  points  de  contact  distincts. 

Les  premiers  membres  de  (19^)  et  de  (198)  étant  respective- 
ment, lorsque  E  =  o,  facteurs  des  expressions  de  t^  et  de  Z*-^,  on 
en  conclut  que  le  covariant  /  et  le  conlrevarianl  t  s'annulent  iden- 
tiquement :  ce  qui  devait  être,  puisqu'il  existe  ici,  non  plus  un 
seul  triangle  autopotaire  commun  à  5  et  s'^  mais  une  infinité,  avant 
tous  un  sommet  commun  et  leurs  deux  autres  sommets  sur  une 
droite  fixe,  savoir  la  corde  de  contact  des  deux  coniques. 

I/équation  du  carré  de  ce  sommet  lixe,  qui  est  ici  le  point  de 
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concours  des  deux  tangentes  communes,  continue  d'ailleurs  à 
être  donnée  par  la  formule  (182)^  en  y  introduisant  la  valeur  de  ç 
fournie  par  (197),  on  trouve  pour  celte  équation 

(199)  D'(rN  -  3DN')(i  -+-  D(IN'-  3D'N)j'=  o. 

De  même  l'équation  (i8i)  donne,  en  tenant  compte  de  (198), 
pour  le  carré  de  la  corde  de  contact  des  deux  coniques, 

(200)  (IV— 3D'N)s-4-(rN  — 3DN')5'  =  o. 

Puisque  ^  et  t  sont  identiquement  nuls,  il  en  est  de  même  de 
t'z  et,  par  suite,  de  Tun  des  facteurs  du  second  membre  de  la  sy- 
zygie  (76);  ce  ne  peut  d'ailleurs  être  que  celui  qui  représentait, 
dans  le  numéro  précédent,  le  côté  double  de  t  ou  le  sommet 
double  opposé.  On  a  donc  encore  cette  relation  entre  covariants 
mixtes 

(201)  M(ir— DD')7t  — 2(IN'-+-D'\)a  — 2(I'N-hDN')a'=o. 

En  l'introduisant  dans  les  formules  (177)  et  (178),  on  obtient, 
pour  l'équation  de  la  corde  de  contact  (ou  de  son  pôle), 

(202)  D'Na-DN'a'=o, 

et  pour  celle  de  la  droite  (ou  du  point) associée  à  une  droite  don- 
née (ou  à  un  point  donné)  r, 

(203)  (IN  —  3D'N)a-4-(rN  — 3DIV')a'=o. 

Les  systèmes  de  coniques  dégénérées  covariantes  (i83)  et  con- 
trevariantes  (184)  se  réduisent  respectivement  à  la  seule  conique 

(204)  D'iN5  — DN'5'=o, 

qui  représente  les  deux,  tangentes  communes,  comme  on  peut  le 
vérifier  en  introduisant  l'expression  (198)  de  iv  dans  l'équation 
iv^  —  4Ï^D'5a',  qui  se  réduit  alors  au  carré  du  premier  membre  de 
(204);  et  à  la  conique 

(20>)  N'(T— N^'  =  o, 

qui  représente  les  deux  points  de  contact  et  se  déduirait  directe- 
ment de  C5- —  4^^'?  en  tenant  compte  de  (197)- 

De  même,  les  systèmes  de  coniques  covariantes  (189)  et  contre- 
variantes  (19I  )  se  réduisent  respectivement  à  la  conique  (i9i)« 
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qui  représenle  le  carré  de  la  corde  de  contact,  et  à  la  conique 
(195),  qui  représente  le  carré  du  point  de  concours  des  deux,  tan- 
gentes communes. 

La  situation  de  deux  coniques  bilangentes  est  ainsi  caractérisée 
par  Tévanouissement  de  Finvariant  E,  du  covariant  (198),  du  con- 
tre variant  (197)  et  du  covariant  mixte  (201). 

2i.  Examinons  le  cas  où  les  deux  coniques  s,  s'  sont  oscula- 
triccs,  c'est-à-dire  ont  trois  de  leurs  points  d'intersection  réunis 
en  un  seul,  le  quatrième  restant  séparé. 

Ce  cas  ne  diffère  de  celui  du  contact  simple,  examiné  ci-dessus 
au  n**  22,  qu'en  ce  que  le  côté  simple  du  triangle  /,  représenté  par 
(177),  vient  se  confondre  avec  le  côté  double  représenté  par  (176). 
Si  Ton  exprime  que  dans  ces  deux  équations  les  coefficients  de  tt, 
a,  a'  sont  proportionnels,  on  obtient  les  deux  relations  inva- 
riantes 

DD'      "■  D'N  ~  DN' 

lesquelles,  en  vertu  de  E  =  o,  se  réduisent  à  une  seule,  savoir 

(206)  IDN'î— I'D'N»=o. 

Mais  il  faut  aussi  que  les  équations  (179)  et  (181)  représentent 
le  carré  de  la  même  droite;  il  doit  donc  en  être  de  même  de  leur 
combinaison 

(Mî— .îNN')w-i-2(2DN'«-D'MN)5  4-2(siD'N2— DMN')5'=o, 

c'est-à-dire,  à  cause  des  relations  (172),  de  l'é(|uation 

(aDN'«—  D'MN)5 -+-  (aD'Nî--  ix\h\')5'=  o. 

Or  cette  équation  représenle  une  conique  passant  par  tous  les 
points  communs  à  s  et  5',  et  ne  peut,  par  suite,  représenter  le 
carré  de  la  tangente  d'osculation,  laquelle  ne  passe  pas  par  le  qua- 
trième point  d'intersection  de  s  et  s\  On  doit  donc  avoir  sépa- 
rément 

(]es  deux  conditions  sont  satisfaites  si  N  =  IN'=:o,  ce  qui  en- 
traine M  =  o.  Je  dis,  de  plus,  qu'elles  ne  peuvent  être  satisfaites 


que  de  celle  manière;  car  Tune  des  relallons  (i7'2)  donne 

D'MN  =  N'(ri\  — DN'). 

On  devrail  donc  avoir,  si  N  et  N'  n^élaienl  pas  nuls, 

I'N  =  3DN',        L\'=3D'N; 
d'où,  mulliplianl  membre  à  membre, 

MNN'=o, 

ce  qui  enlraîne  encore  M  =  o,  d'où  N  =  N'=  o.  La  silualion  spé- 
ciale de  deux  coniques  osculalrices  esl  donc  caraclérisée  par  deu\ 
conditions  invariantes,  que  l'on  peut  écrire  à  volonté 

(ïà07)  E  =  M  =  o;     E  =  N  =  o;     E  =  N'=o;     M  =  N  =  o,     M  =  N'=o, 

et  qui  entraînent  les  quatre  relations  simultanées 

(208)  E  =  o,        M  =  o,        IV  =  o,        N'=o. 

11  convient  de  remarquer  que  le  système  de  conditions 
N  =  N'=o  ne  serait  pas  suffisant;  il  entraînerait  seulement 
irM  =  o,  c'est-à-dire  I  =  r:=o,  et  les  deux  coniques  auraient 
une  situation  relative  spéciale,  mais  tout  autre  que  celle  que  nous 
discutons. 

L'existence  des  relations  (208)  rend  illusoires  toutes  les  for- 
mules du  n"  22;  il  convient  donc  de  se  reporter  aux  sjzygies 
elles-mêmes.  11  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  les  syzygies 
(76),  (i3)  et  (83)  deviennent  respectivement,  en  vertu  des  rela- 
tions (ao8), 

/    27  DD'«T  =  (6DD'iî  — l'a  — la')S 

(209)  )  27<«  =  (3iv  — r*  — 15')', 

(  2:D»D'«T«  =  (BDD'o  —  ID'd—  l'Dd')', 

Par  suilo,  Téquation 

(210)  GDD't:  — l'a— la'=o 

représente  la  tangente  d'osculation  (ou  son  point  de  contact); 
ré([uation 

<un  Uv  —  Ts  — I*'=o 
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représente  le  carré  de  la  tangente  d^osculation,  et  Téquation 

(212)  3DD'«p  — ID'(j-rD(j'  =  o, 

le  carré  du  point  d^osculation. 

La  syzygie  (142)  devient,  puisque  R  et  E  sont  nuls, 

(..3)  Q.-4PP'=8r/.==«"<^PP'"-';"-"'>'. 

27  DD 

On  en  conclut  qu'à  chaque  point  (ou  droite),  arbitrai remenl 
choisi,  est  associé  le  point  d'osculation  (ou  la  tangente  d*oscuIa- 
lion)  compté  trois  fois,  et  remplaçant,  par  conséquent,  les  trois 
points  associés  qui  étaient  distincts  dans  le  cas  général,  se  rédui- 
saient au  point  de  contact  compté  deux  fois  et  à  un  autre  point 
lorsque  les  deux  coniques  étaient  simplement  tangentes,  et  dispa- 
raissaient complètement  quand  elles  devenaient  bitangentes. 

Si  Ton  prend  i^i,  ai,  a,  satisfaisant  à  (210);  on  sait  que 
7î|(v  —  ol\s  —  ai 5'  et  DD'tîiÇ  —  D'aiO-  —  Da', 0^  représenteront 
respectivement  une  conique  dégénérée  en  deux  droites  se  coupanl 
au  point  d*osculation,  et  une  conique  dégénérée  en  deux  points 
situés  en  ligne  droite  avec  ce  point.  Mais,  comme  ces  deux  droites 
(ou  ces  deux  points)  forment  un  ensemble  covariant  (ou  contre- 
variant)et  sont,  par  suite,  associées.  Tune  des  droites  (ou  l'un  des 
points)  devra  toujours  être  la  tangente  d'osculation  (ou  le  point 
d'osculation). 

Les  deux  équations  ainsi  obtenues  sont  d'ailleurs 

('ii\  )  I  w  —GDD's  -h  A(l'w  —  GDD'5')  =  o, 

(2i3)  l'o  — GD'd     -i-A'(ïcp   — 6D(t')     =0, 

où  A*,  /{'  sont  deux  arbitraires. 

Si  l'on  veut  que  la  seconde  des  droites  représentées  par  (214) 
soit  l'unique  corde  d'intersection  de  s  cl  s',  il  suffit  de  prendre 

/»•  =  —  T7>  ce  qui  donne 

(216)  Vs  —  ls'=o. 

Si  l'on  veut  qu'elle  se  confonde  avec  la  première, on  doit  annu- 
ler les  coefficients  de  '^,  t,  7'  dans  Téqualion  langenlielle  corres- 
pondante calculée  ])ar  la  formule  (1  i3).  ce  (jui  conduit  à  prendre 


^ 
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A' =  p>  et  fait  retomber,  comme  cela  devait  être,  sur  Téqualion 
(210).  D'ailleurs, 

(217)  lw  —  6DD's  =  o.         r»'  — 6Db'5'=o 

représentent  évidemment,  jointes  à  la  tangente  d'osculation,  les 
droites  qui  joignent  le  point  d'osculation  aux  points  de  contact 
de  s  et  de  5'  avec  leur  seconde  tangente  commune;  on  en  conclut 
que  ces  deux  droiles  forment,  avec  la  tangenle  d'osculation  et  la 
corde  dMntersection,  un  faisceau  harmonique. 
On  verrait  de  même  que  les  équations. 

(218)  l'ç  — 6D'<T  =  o,         I<p  —  6Dff'=o 

représentent,  joints  au  point  d'osculation,  les  points  où  la  tangente 
d'osculation  est  coupée  par  les  tangentes  à  ^  et  à  ^  en  leur  point 
d'intersection  simple  ;  que 

(219)  ID'd— I'D7'=o 

représente,  joint  au  point  d'osculation,  le  point  d'intersection  des 
deux  tangentes  communes  à  .9  et  ^;  enfin  que  ces  deux  points, 
avec  ceux  des  équations  (218),  forment,  sur  la  tangente  d'oscula- 
tion, une  division  harmonique. 

25.  Nous  arrivons  enfin  au  cas  où  les  deux  coniques  sont  sur- 
osculatrices,  c'est-à-dire  ont  leurs  quatre  points  d'intersection 
réunis  en  un  seul. 

Il  est  évident  que  les  conditions  invariantes  E  =  M  =  N  =  N'=o 
continuent  à  être  satisfaites.  De  plus,  la  conique  (^i^)  du  numéro 
précédent  doit  se  réduire  à  la  tangente  d'osculation  comptée 
double  ;  l'équation  tangentielle  correspondante,  calculée  par  la 
formule  (ii3),  doit  donc  être  satisfaite  identiquement,  ce  qui 
donne  la  relation 

II'O  —  I'«(T—  1«5'=0, 

que  l'on  peut  encore  écrire 

(420)  3  DD'cp  —  ID'<T  —  l'D(j'=  o. 

L'équation  (212),  qui  représentait  le  carré  du  point  d'oscula- 
tion dans  le  cas  des  deux  coniques  osculatrices,  disparait  donc  ici, 
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cl  le  carré  du  point  de  surosculalion  est  représenté  par 

(29.1)  ïD'ff  — rDcr'=o. 

De  même,  TéquaUon  ponctuelle  correspondant  à  (221)  doit 
être  satisfaite  identiquement,  ce  qui  donne  la  relation 

(•222)  3w  —  ïs  —  ls'=o. 

Cette  équation  représentait,  dans  le  cas  du  numéro  précédent, 
le  carré  de  la  tangente  d'osculation  ;  ici  elle  disparaît,  et  le  carré 
de  la  tangente  de  surosculation  a  pour  équation 

(2à3)  l's-'ls'=o. 

Les  relations  (220),  (222)  entraînent  t'=o,  r-=o;  par 
suite,  on  a  aussi  t'z=  o,  et  Ton  peut  écrire  la  relation  identique 
entre  covariants  mixtes, 

(224)  eDD'?:—  l'a— la' =0. 

La  situation  spéciale  de  deux  coniques  surosculatrices  est  donc 
caractérisée  par  Tévanouissement  simultané  des  invariants  M,  N, 
N',  E,  des  covariants  /  et  (222),  des  contrevariants  t  et  (220)  et 
du  covariant  niixle  (224). 

26.  Je  mentionnerai,  pour  terminer,  le  cas  où  les  invariants  I, 
1'  sont  nuls  à  la  fois.  Alors  les  sjzygies  (i3),  (76),  (83)  deviennent 
respectivement 

(i  =(iv  — 5v/l)D'*— 5'v/ïFry) 


t2 


X 


(,-„(/-_,.,-^)(,-..,(/^-..{/|), 


en  désignant  par  0  une  des  racines  cubiques  imaginaires  de 
l'unité.  Les  trois  cotés  elles  trois  sommets  du  triangle  /  sont  ainsi 
séparés  :  deux  des  Irois  éléments  étant  toujours  imaginaires,  et  le 
troisième  réel  (en  supposant,  bien  entendu,  que  s  et  .v'  aient  leurs 
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coefficients  réels).  L'iolervcntion  dans  ces  formules  des  racines 
cubiques  imaginaires  de  l'unité  correspond  à  ce  fait  bien  connu, 
que  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  joignant  les  quatre 
points  d'intersection  de  s  et  s'  à  un  autre  point  quelconque  soit 
de  Sf  soit  de  s',  est  ëquianharmonique,  c'est-à-dire  précisément 
égal  à  l'une  de  ces  racines  imaginaires. 

Par  suite  de  la  décomposition  en  facteurs  des  expressions  de  /^, 
/T,  T^,  il  devient  possible  d'exprimer  séparément,  comme  dans 
les  cas  011  E  =  o,  certains  couples  d'éléments  covariants  ou  con- 
Irevariants.  Ainsi  le  système  des  coniques  dégénérées  en  deux 
droites  qui  se  coupent  au  sommet  réel  de  t  aura  pour  équation 

k  étant  une  indéterminée.  Si  l'on  veut  avoir  les  deux  cordes  d'in- 
tersection réelles,  il  suffit  évidemment  de  prendre  k  =: — i,  ce 
qui  donne 

(227)  5V^D^-5'î/E)  =  o, 

et  ainsi  de  suite. 

27.  Comme  résumé  de  ce  travail,  on  peut  dire  que  le  point 
central,  à  proprement  parler,  de  la  théorie  du  système  de  deux 
coniques  est  la  syzygie  (76),  qui  fournit  à  la  fois  les  côtés  et  les 
sommets  du  triangle  polaire  commun  (n"  H),  et  qui  conduit  di- 
rectement (n^^Ml  et  15)  à  la  connaissance  des  trois  systèmes  sim- 
plement infinis  de  coniques  covariantes  dégénérées  en  couples  de 
droites,  et  des  trois  systèmes  de  coniques  conlrevariantes  dégéné- 
rées en  couples  de  points;  les  couples  communs  à  deux  systèmes 
se  réduisant  à  deux  droites  coïncidentes  ou  à  deux  points  coïnci- 
dents et  étant  fournis  par  les  syzygies  (i3)  et  (83).  Immédiate- 
ment après,  au  point  de  vue  de  l'importance,  il  convient  de  placer 
les  syzygies  qui  permettent  de  représenter  toutes  les  formations, 
à  une  puissance  près  de  t  ou  de  t,  en  fonction  de  trois  covariants 
mixtes  linéaires  par  rapport  aux  deux  séries  de  variables;  de  là, 
notamment  pour  5,  s\  o-,  <t',  des  formes  canoniques  nouvelles 
(n"*  12,  13  et  16),  éminemment  propres  au  calcul  méthodique 
(les  invariants,  covariants  et  contrevarianls  composés  qui  corres- 
pondent à  une  condition  géométrique  donnée.  Enfin  vient  la  syzy- 
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ie  (i  i'>i),  dont  l'élude  fail  Tolyel  des  n"*  17  à  20,  el  qui  fournît 
notamment  un  moyen  régulier  de  former  Téqualion  de  tout  groupe 
de  points  ou  de  droites  définis  par  une  même  condition  projec- 
live,  d'ailleurs  quelconque;  elle  synthétise  ainsi  la  solution  d'un 
très  grand  nombre  de  problèmes  dont  chacun  exigeait  jusqu'ici 
une  méthode  particulière.  Je  laisse  à  des  recherches  ultérieures  la 
réponse  à  une  question  intéressante  que  Ton  peut  se  poser  à  ce 
sujet  :  existe-t-il  des  formules  générales  analogues  pour  les  en- 
sembles covariants  ou  contrevariants  dont  Télément  donné  serait, 
par  exemple^  au  lieu  d'un  point  ou  d'une  droite,  une  conique  ou 
même  une  courbe  de  degré  plus  élevé? 

Le  Mans,  12  décembre  1888. 


Formules  de  quaternions  pour  la  réduction   des  intéf^rales 

multiples  les  unes  dans  les  autres; 

par  M.  E.  Carvallo. 

1.  Les  intégrales  qui  se  présentent  en  Physique  mathématique 
sont  de  trois  sortes  : 

1"  Les  intégrales  simples  le  long  d'une  ligne;  par  exemple,  le 
travail  d'une  force  dans  un  certain  déplacement  de  son  point  d'ap- 
plication ; 

a"  Les  intégrales  doubles  le  long  d'une  surface;  par  exemple, 
les  flux  (flux  de  chaleur,  flux  de  force); 

3**  Les  intégrales  triples  dans  un  volume;  par  exemple,  l'éva- 
luation de  la  masse  contenue  dans  ce  volume. 

Ces  trois  espèces  d'intégrales  rentrent  dans  les  trois  tvpes  gé- 
néraux suivants  : 

Dans  le  troisième,  dv  est  l'élément  de  volume;  l'intégration 
est  étendue  à  une  portion  déterminée  de  l'espace;  enfin  Q  est 


% 
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une  quanlilr  qiielconr|ue  algébrique  (*)  ou  complexe;  délcnninée 
en  chaque  point  de  l'espace,  mais  variable  avec  ce  point;  en 
d'autres  termes,  Q  est  une  fonction  du  vecteur  qui  va  de  l'origine 
à  ce  point. 

Dans  la  première  formule,  t  est  l'unilé  de  tangente  à  la  courbe 
d'intégration,  (fs  l'élément  d'arc;  dans  la  seconde,  v  est  l'unité  de 
normale  à  la  surface  d'intégration,  dv  l'élément  de  cette  surface. 
Enfin,  dans  les  deux,  formules,  ç  est  l'indication  d\ine  fonction 
linéaire  complexe  ou  algébrique,  le  système  linéaire  (-)  qui  dé- 
finit cp  étant  variable  avec  le  point  considéré  de  Tespace;  en 
d'autres  termes,  ce  système  linéaire  ou,  pour  nn'eux  dire,  cet  opé- 
rateur ';»  est  fonction  du  vecteur  qui  va  de  Torigine  au  point  con- 
sidéré. 

Nous  allons  établir  deux  formules  qui  permettent  de  passer  des 
intégrales  simples  aux  intégrales  doubles,  des  intégrales  doubles 
aux  intégrales  triples,  et  inversement.  Ces  formules  très  générales 
renferment,  comme  cas  particuliers,  celles  de  Green  et  (telles 
d'Ampère,  qui  assimilent  l'action  d'un  courant  à  un  feuillet  ma- 
gnétique :  elles  peuvent  être  étendues  à  l'iiypcrespace  et  confon- 
dues en  une  seule  relative  à  un  nombre  quelconque  de  signes    /  • 

2.  Formule  pour  passer  (ru ne  intéf^rale  double  à  une  inté- 
f^rale  triple,  et  im^ersement,  —  Considérons  l'intégrale  double 


/A' 


v)rfff 


étendue  à  la  surface  fermée  (Jig'*  i)  S,  v  étant  l'unité  normale  ex- 
térieure à  la  surface. 

Je  décompose  le  volume  intérieur  en  petits  parallélépipèdes 
rectangles,  et  j'étends  l'intégration  précédente  aux  surfaces  de 
tous  ces  éléments.  Cbafpie  face  commune  à  deux  éléments  entrera 
deux  fois  dans  l'intégrale;  mais  les  normales  extérieures  étant  de 
sens  contraire  pour  les  deux  parallélépipèdes,  les   éléments  cor- 


(')  J'emploie  ici  le  mol  do  quantité  aiffcbrique  par  opposition  à  qiianlité  com- 
plexe pour  désigner  ce.  que.  les.Vnglais  appellent  scalar. 

(')  Pour  la  (léiinilion  des  syslènnvs  linéaires,  voir  le  ^Témoi^e  de  M.  r.aguerre 
{Journal  de  l'Kcnle  Polytechnique,  WAV  Cahier;  i^'î;). 

XVIII.  () 
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r<'S|)f>ii(hiiil*«  (le  rinU*>;nil(*  sonl  r^atix  et  de  ^i^l1e  conlraire.  Donc 
ils  sr  di'IruisiMil,  el  il  i\c  reste,  en  délinilive,  (|ue  l'inlégralc  élen- 
(liie  à  la  siirliiee  S. 

(icla    posé,    je    eonsiilère    le    parallélépipèile    eonstrnil    en    un 

Via-  I. 


poiiil  M  1  //i*.  »^  >ur  les  Irois  i"*lémenls  reelani;tilaiivs  I|</^',. 
I,j'/.'*i«  lj</.r;t.  Les  laoes  A  el  \"  perpendieulaire^  à  I,  onl  pour 
nuvsnre  eoniniune  «/.r^  «/.r^  :  TuniliMle  ni»rmale  oxlérieure  osi  —  |, 
pour  \;  [UMir  V  elle  esl  l|.  Kniin,  >!  '^  esl  la  \.dvnir  île  Topt-ra- 
lenr  *  en   M,  e'esl-à-tlire   pour  rê|i*»menl    \.  la  \aleur  dt-  eet  i>pr- 
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En  ajoulanl  et  rcmplaçanl  dxxclx^dxz  par  r/r,  il  vient,   pour 
I^Misemble  des  faces  A  et  *V, 

On  a  de  •même,  pour  les  couples  de   faces  perpendiculaires  à  I^ 
et  I3,  respectivement, 

On  a  donc,  pour  la  surface  complète  du  parallélépipède  considéré, 
l'élément  d'intégrale 

ou  encore 

o(  ï|— -  H-  I, hl,  — -  )r^r  =  o(X)dv] 

'  \   ^  OXi         '  OXi  OXi/  '  ^  ' 

tes  dérivations  de  V  portant  sur  '^. 

Sî  maintenant  on  se  rappelle  (|ue  la  somme  de  tous  ces  éléments 
donne  l'intégrale  suivant  la  surface  S,  on  a  la  formule  définitive 

(I)  i  jo{^*)di~  il  jr:^(\)(h. 

De  là  cette  règle  d'une  remarquable  simplicité  : 

Une  intégrale  double  le  long  d'une  sur/ace  fermée  égale 
une  intégrale  triple  étendue  au  volume  renfermé  dans  la 
surface  et  qui  s'obtient  en  remplaeant^  par  V  dans  l'expression 
à  intégrer. 

3.  Formule  pour  passer  d\ine  intégrale  simple  à  une  inté- 
grale double,  et  inversement.  —  Considérons  Tintégrale  simple 


ds 


étendue  à  la  courbe  fermée  C  (Jig-  3).  Par  cette  courbe  je  fais 
passer  une  surface,  que  je  décompose  en  petits  rectangles,  par  un 
réseau  de  lignes  orlhogoiiales,  et  j'étends  l'intégration  précédente 
à  tous  ces  éléments.  Pour  dé'finir  le  sens  dans  lequel  on  les  décrit, 
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je  considère  toutes  les  normales  situées  d'un  m^me  côté  de  la  sur- 
face; je  supposerai  que,  sur  le  contour  de  chaque  rectangle  tel 
que  m  y  on  tourne  de  droite  à  gauche  pour  un  observateur  situé 


Fiff.  3. 


suivant  la  normale  m/i,  les  pieds  en  m  et  la  léte  en  /?.  Dos  lors, 
un  côté  commun  à  deux  rectangles  sera  décrit  deux  fois  en  sens 
inverse,  et  il  restera  seulement  Tintégrale  suivant  la  ligne  C. 

Cela  posé,  je  considère  un  rectangle  m  {fig>  4)  •  je  prends  pour 
origine  son  sommet  M;  pour  axes,  les  directions  1|,  I3  des  côtés 
et  la  normale  I3  au  plan  de  ce  rectangle.  Les  côtés  A  et  A'  per- 
pendiculaires à  I2  ont  pour  mesure  dx^  ;  Puni  té  de  tangente  dans 
le  sens  du  mouvement  estli  pour  A;  pour  A' elle  est  —  I,.  Enfin, 


Kig.   ',. 


si  '^  est  la  valeur  de  l'opérateur  en  M,  c'est-à-dire  pour  Télément 

A,  la  valeur  de  cet  opérateur  pour  A'  sera  'i  -f-  — ^  ^/x.».   On  aura 

donc  les  éléments  d'intégrale  : 
Pour  A, 
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Pour  A', 

?-+-^-  djCrU-  li)(ia:i^  —  o(\i)dxx—^^{\x)dTifix2. 

En  ajoutant  el  remplaçant  dx^dx^  par  rfo-,  il  vient,  pour  Ten- 
serable  des  côtrs  A  et  A', 

-g(i.)^.. 

On  a  de  même,  pour  Fensemble  des  côtés  perpendiculaires  à  I«, 
On  a  donc,  pour  le  contour  complet  du  rectangle  m,  Télément 


d'intégrale 


fê<'.>-â<''>]-" 


ou  encore 


Or  on  a 

Jd?!  C/J^j  (>X3 

el,  pour  l'élément  m,  avec  les  axes  choisis. 


d'où  Ton  lire 


L'élément  d'intégrale  correspondant  au  rectangle  m  s'écrit  donc 

On  a  donc,  en  définitive,  la  formule 

(!I)  fo(')flsr~  f  fo{\S^é)d7. 

«-':  *  .  '  .'s  ' 

De  là  cette  règle  : 


(')  Lq  symbole  V  csl  le  sijJtnc  vccloricl  ries  (luulernions, 

V .  W  :-.  (.r,^>-,  -  u\y,)  I,  I   (.r,.K,-  x,.v,  )  I,-i- . . . 
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Une  intégi'ala  simple  suivant  une  courbe  fer  méc  égale  une 
intégrale  double  étendue  à  l'aire  intérieure  d*une  surjace 
quelconque  passant  par  cette  courbe.  Il  suffi t,  pour  former 
cette  intégrale  double ^  de  remplacer  'z par  V.Vv  dans  V expres- 
sion à  intégrer, 

4.  Restriction  aux  deux  théorèmes  précédents.  —  Les  dé- 
monstrations de  ces  deux  théorèmes  supposent  que  l'opérateur  ç 

est  fini,  continu,  et  admet  trois  dérivées  ~-  >  -t-^-  j  —^  déterminées 
'  ôxx     Oxi     Ojc^ 

dans  tout  le  champ  de  Tintégration.  Tout  cela  se  résume  en  di- 
sant que  ^(V)  a  une  valeur  déterminée  et  unique.  Si  celte  condi- 
tion n'est  pas  réalisée,  il  faut  apporter  dans  l'application  des  for- 
mules quelques  précautions  analogues  à  celles  qu'on  rencontre 
dans  la  théorie  des  imaginaires  relativement  aux  points  critiques. 
Sans  entrer  dans  le  détail  de  cette  étude,  dont  les  principes  sonl 
connus  (*)  et  qui  nous  entraînerait  trop  loin,  donnons  seulement 
un  exemple. 

Considérons  Tintégrale  double,  le  long  de  la  surface  S  (^/ig .  5), 


)dn, 
et  supposons  (|uc  les  conditions  précédentes  soienl  réalisées  dans 

Fie.  5. 


toute  lu  région  de  l'espace  intérieure  à  la  surface  S,  sauf  sur  une 
surface  de  discontinuité  ï.  Soienl 

i],  cl  2^2  deux  suri'aces  infiniment  voisines  de  pari  el  daulre  de  2; 


(')   >'(;/■/•  Maxwkll.   Tinitr  d'h'lectricitr  Ht  itc  Mufinvtisnn'.   Paris.  Gaulhier- 
Villars  (*l  (il «4;  iSKO-i«««) 
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a\I|  et  Ma  deux  points   situes  sur  ces  surfaces  el  voisins  l'un  de 

Fautre; 
'f  I  et  tpa  les  valeurs  de  z>  en  ces  points-, 
V4  et  Vj  les  normales  à  ï|  et  ilo  orientéesde  façon  à  s'éloifjncM'de  51. 

On  aura,    /  /  /s(V)r/r  étant  étendue  à  la  région  intérieure  à  S 
et  extérieure  à  SiSj, 

et,  comme  v^^  — v, ,  on  aura  la  formule  définitive 

j  I   o{^)(h-^  /  /  /?<^)<'^'-^  f  lJ.^i—Oi){^i).<h. 

5.  Remarque.  —  L'analogie  des  propriétés  du  symbole  V  avec 
celles  d'un  signe  ordinaire  de  dérivation  n'échappe  à  personne; 
les  deux  théorèmes  précédents   doivent   être  considérés  comme 

analogues  à  la  formule 

/Ou 
- 
0 

où  Ton  ajoute  à  la  fois  dans  le  deuxième  membre  un  signe   /  et  un 

signe  de  dérivation.  Pour  mieux  faire  comprendre  cette  assimila- 
tion, je  considère  Fintégrale  suivant  une  surface  fermée  S 

où  je  suppose  que  9(v)  est  une  quantité  algébrique  (non  com- 
plexe). On  a 

Soient  iM  et  m  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  'f  (^) 
dans  rintérieur  de  S,  on  aura 

OU,  en  désignant  [)iir  \   le  volume  intérieur  à  S, 

m\  <  Il  I  '^iT)flv<\\\. 


f/ur, 
Ox 


Donc  on  o.  ;ji  rianl  une  (iiiunUlù  comprîr^o  c.nlrc  tu  i-t  M, 

iJ'uiiltrur-i,  si  l'on  sii|)|)0sc  31 V)  <:onliini,  i!  nu  pourra  pas  passe] 
iltf  m  ù  M  sans  prcirdie  toutns  les  valeurs  inlermwlijiircs.  Il  esisli 
donc  un  |ioiiit  I  tnli'-rieur  ù  Ih  sutTuce  S  pour  IrqucI  ou  a 

cl  l'on  iilitionl  i-ii  déitnitivc  la  foruiuli; 

analoj^uc  à  la  Tornuil.!  de  M.  O.  Itonuct. 

/,j.+ /,,-/(>)-_:/,/■, .r  +  OAi. 
çiiT)  clanl  l'analogue  de  _/"'(', r  -i-6/n. 

On  ulilicnl  de  infîme  uuc  formule  semblable  pour  l'intégraK 
suivant  un  conlour  fermé. 

(i.  Formiilex  d'intt'-graliun  par  pari ii- s.  —  L'analope  précO- 
diinle  se  poursuit  d'une  façon  frappante  dans  les  deux  scries  d\'fja 
lilés  suivantes  :  dans  la  picinièit!  de  cliatpn'  couple,  les  svntbolp! 
ont  lenr  signification  ordinaire;  dans  la  seconde,  -i  est  l'indicalioti 
d'une  l'onction  linéaire  en  V;  »,  i^i  it..  sont  den\  ipianlités  nl^c- 
britpies   on   complexes,   foncliotis   du   vecteur  \anal)le.  indôpen- 


dar.H -i.  I,es  dérivations  de  V.,  V,,  V  i.orlenl  r 


sp.e 


nr  Ht  et  à  la  fois  sur  /r,   et  tt^.   r.nliu   les  intégrales  ilouldcs   soni 
tendues  à  une  surface  fermée;  les  iiitéf^'rales  triples  à  lespuce  in 

/;/■,,,.  »„.,../,»/;/;/-,.v„,„.„„*-/;/;/v-v,. .,*, 

f,/„j.i,,-  i,,i,,  -  f  ,i,-'"f 
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On  écrirait  de   tuvinc  les  i'orniiiles  ri'Ialivi'S  à  la   comparaison 
(les  intégrales  simples  étendues  à  un  contour  lermé  cl  à  des  inlé- 


grhles  doubles.  Comme  on  a  obtenu 


(III)  Il  I  0{\i.  î/j.  Mj  W/lrrr     I  I  Qi^é,  l^,   Ut  )  dl  -       |   |   |  ©  (  V,,  M,,  M,  )  </l\ 


on  trouve  également 


O^)  /    /  ?<  V.ViV,  W,,  //,)r/j  --      /o(T,  M,,  Ui)(is—  I  I  Ç(V.V,V,  Mj,  W,)rf(J. 

Ces  deux  formules  de  la  plus  haute  importance  sont,  comme  on 
voit,  de  véritables  lormules  d'intégration  par  parties.  Nous  allons 
maintenant  donner  (piebpies  applications  d(»s  formules  précé- 
dentes. 

7.  Formules  de  Gieen,  —  (^es  formules  ne  sont  que  des  cas 
particuliers  des  précédentes;  pour  les  obtenir,  on  donne  à '^(v) 
les  formes  qui  suivent  : 

1"*  Dans  la  formule  (I),  on  fera 

o(v)=v,s.vV,v,-v,s.vT,Vh»;,       =^^''(^i57Î  "-•••) -^'»("»  S '^•••)' 

V|  et  Va  étant  deux  potentiels;  on  déduit  de  là 

r^S.V,V,.V5V,-V,VÏV,-+-V,V|Vî-    S.V,V,.V,\\ 

ou  enfin 

^,V)  =  V,VÎV,-V,VÎV,. 

La  formule  (I)  s'écrit  donc 

|Y(  ViSvVjV,-V;SvV,V,)^T=  /'/Y(V,V|V,-V,TîV,)e/v'  (>). 
(Jette  formule,  due  à  Green,  s*écrit  avec  les  notations  habituelles 


(  ')  Par  S,  je  roprêscnic  li*  signe  scalardcs  (Jualcrnions 

( S  .  \  .  V  ---  ^•, X,  -^  J:,y\  +  Jr,}\ )• 
H)  Maxwkll,  h'icclricite  et  Mainiètisme. 


-  90  - 
-^  rcprésenlanl  la  dériv(5c  de  Vdans  la  direction  normale  à  la  sur- 

n  ty        ,  '  .1  1      1        <^-  0^  ()* 

lace  d  intégration  et  A^  le  symbole  yiî  ~^~  ~i~"2  "^  Ta' 
2^  Dans  la  formule  (IH),  on  fera 

0(v)r:=ViSv.VjV,; 

il  vient 

formule  de  Green  qu'on  écrit  d'ordinaire 

3"  Pour  obtenir  une  généralisation  de  cette  dernière  formule, 
on  fera  dans  la  formule  (HI), 

tp(v)  =ViS.v.;p(  VîV'i); 
on  aura 

jy^y^s.v,v,.ç(v,v,)=yy'v,s.v.'^(v,vo^/cr-yy^ 

Sans  entrer  dans  le  détail,  je  citerai  encore,  comme  applications 
des  formules  précédentes  : 

1"  L'équilibre  des  forces  normales  aux  éléments  d'une  surface 
fermée  et  proportionnelles  à  ces  éléments; 

'A"  Les  équations  d'équilibre  des  pressions  dans  un  milieu 
(  Lamé,  Jilasticilr)  ; 

.'5**  Le  calcul  des  pressions  dans  un  champ  éieclricjue  (Maxwell, 
Eleclricilé  et  AJagnrtismc)  ; 

/("  L'assimilation  d'un  courant  fermé  à  un  feuillet  magnétique 
(Amtèhk); 

5'*  Les  formules  sur  les  (lux  de  chaleur  (  Lamk,  Théorie  de  ta 
chaleur). 


(  '  )  Maxwki.l,  électricité  et  Ma^imtismc 
{■')  Mawvhj  ,  Ibitt. 


\. 


—  91   - 
Sur  le  ds'  des  surfaces  rê^^lêes;  par  M.  Cii.  Biociie. 

(Séance  <hi  17  avril  1889.) 

Je  me  propose  de  montrer  comment  on  peut  déduire  de  l'ex- 
pression de  Tare  d'une  courbe  tracée  sur  une  surface  réglée  des 
formules  générales,  dont  je  montrerai  Futilité  en  indiquant  des 
applications. 

1.  Aotations,  —  On  peut  considérer  une  surface  réglée  comme 
engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  une  courbe  donnée,  les 
cosinus  directeurs  «,  6,  c  de  cette  droite  étant  <les  fonctions  d'un 
paramètre  arbitraire,  par  exemple  de  l'arc  t  de  la  courbe  direc- 
trice. Pour  définir  la  position  de  la  génératrice  par  rapport  à  cette 
courbe,  il  suffit  de  donner  l'angle  es  que  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face réglée,  au  point  situé  sur  la  directrice,  fait  avec  le  plan  oscu- 
lateur  et  l'angle  0  que  la  génératrice  fait  avec  la  directrice.  Si  l'on 
appelle  a^y,  3t'^'v\  a^^^'y"  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente, 
de  la  normale  principale  et  de  la  binormale,  on  a 

cosO  =  as.  -1-^3  -HCY» 
siiiO  cosp  =  aoL  -h  ù^^'  -h  cy', 
sîiiO  siiiç  =  aa'-+-  6  3'-+-  c^. 

Un  point  <Ie  la  surface  peut  être  défini  par  deux  coordonnées,  t 
et  /',  dont  la  première  fixe  la  génératrice  qui  passe  par  le  point, 
en  donnant  son  pied  sur  la  directrice,  et  la  seconde  fixe  le  point 
sur  la  génératrice  on  donnant  sa  dislance  au  pied.  Toute  relation 
enlrr  t  et  /'  définit  une  courbe  tracée  sur  la  surface. 

î2.  Calcul  du  ds'^,  —  Les  coordonnées  cartésiennes  des  points 
d'une  courbe  étant  données  d'après  ce  qui  précède,  en  fonction 
de  0",  par 

X  =  jr  -h  af\         \  =  y  -^  br,  7,  —-  z  -¥-  vr, 

x^y^  z  (lé'sigriant  les  coordonnées  du  pied  de  la  génératrice,  on 
trouve  ([ue  l'arc  de  la  courbe  est  donné  par 

Vi  --.  (  1' 1  -j   rnsO  )   -1    lP/*+  >.L/-HHn*0. 
</7*       \  az  l 


La  coiidilion  niicessairo  et  surfi^anto  pour  que  la  directrice  so 
ligDc  (le  striction  est  que  L^  o.  Dans  cutlc  hvpollièsc,  la  dislanc 
Je  deux  gimùratrices  infiniment  voisines  est  »\a^)uli,  cl,  comni 
l'angle  a  toujours  |iiiuv  (expression  Wi/y,  le  jiaramclre  de  dîsiri 


hulîon  k  • 


exprime  pui 


et  l'expression  iK;  '  -.-  prend  alors  la  forme  n'diiite 

3.  Conséquences.  —  Cette  ri'diictioii  du  terme  incléjiendantd 
la  [)arenllièsc  en  -.-■  à  la  f'ormu  hin^iine.  ne  peut  se  faire  que  si  I 
directrice  c^l  ligne  de  striclinn.  Mais,  ciimme  ou  peut  loiijoiir 
('■crirc 

i/i'      \,h  I  V        11'/  If 

ou  cil  (Ii'diiil  imnii-dialenienl  (jtie  le  r  <lu  point  rentrai  a  pour  va 
leur  la  longueur  o  dotini'c  par 


et  si  loi)  remarque   que,  dans  la  forme  réduite,   te  quolienl  di 
Gnctlicient  de  ;■-  par  le  terme  indépundanl  est  K-,  on  trouve 

Les  formules  (i)  cl  (:*)  soiil  celles  qui  font  Tobjet  df  ecHc  .Xole 

Ce  qui  pivuêdc  s'applique  aux  surfaces  di'rvcloppaldus;    car  ec 

^urlac<■^  peuvent  èlre  .^onsid.  ré.s  comme  des  .as  limiles  .les  >«r 

i;,.-r.  ^. ■I,es.  !..  paramèlre  de  di.lril,uli.,o  .ievenaiil    inlini.     I, 
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ligne  de  slriclîon  esl  alors  Taréte  de   rebroussemenl  de  la  déve- 
loppable. 

La  condition  pour  qu'une  surface  réglée  passant  par  une  courbe 
soit  développable  esl  donc 

JPsinïO  — L«=o, 

et  le  point  où  la  génératrice  touche  Taréte  de  rebroussenient  est  à 
une  distance  du  pied  donnée  par 

sin«0 


^_    __.. 


Si  Ton  calcule  IP  et  L  au  uioven  des  courbures  m  et  tî  de  la  dircc- 
trîcc  et  des  angles  0  et  C5,  on  trouve  facilement  que  ces  dernières 
équations  deviennent 

I            .                    fio\ 
(3)  sin'O  I  cotO  sino -i- i: /~  )  —  ^» 


<^>  ?=r/o 


sinO 


,     ,   «ocoso 


4.  Application  aux  développa b/es  passant  par  une  courbe 
donnée.  ---  Si  Ton  suppose  6  =  90",  ou  retrouve  la  théorie  clas- 
sique des  dévelo|)pées;  si  Ton  suppose  6  constant  ou,  plus  géné- 
ralement, fonction  de  t,   Téquation  (3)  donne  une  équation  de 

Riccati  en  tang  -  (*). 

Si  Ton  suppose  '^  donné,  0  esl  déterminé  immédiatement.  En 
particulier,  si  Ton  suppose  s  constant ,  c'esl-à-dirc  si  Ton  cherche 
les  développables  <pii  coupent  sous  un  angle  constant  la  dévelop- 
pable des  tangentes  (problème  inverse  d'un  problème  Irailé  par 
M.  Molins,  dans  le  Journal  de  Liouville^  '^47)?  6  esl  donné  par 


fO 


rotO  sino  -h  t:  =  o. 


(.^elle  équation  s'interprète  géométriquement  de  la  façon  sui- 
vante. Les  général rices  des  développables  o  ^^  consl.  qui  passent 
par  un  même  poiiil  de  la  direclrice  sont  situées  sur  un  cône,  dont 


(  »)   Voir  lUH"  Noie  «le  .M.  l^.  Ij:vy.  Comptt's  rendus  des  .sc'ft/ircs  c/c  /'Académie 
des  Sciences,  nnvriiihrc  iSH.S. 


I't:<|iiâli-fn  rd[>p->rl'--  4'i  1ri--)re  Ivifruitenldl    -k   ciMl--  c-'iiirhe  e 


Cc' CMD'-  d  |i*.<ur  jjlari  ilir  st  iii>-|riir  i'-  ]  !an  rt-ctiliant:  le$  s^nér 
Irrcrs  îiluéi::  l'ian?  co  jjldii  ^'-nt  1^  tdnL'>-Dlo  rt  L  -Iroite  ri-clilianli 
le*  ^'.'Clionî  i-irculaircT.  junl  |».-ri->nJiciilatro*  j  ce*  dfu\  droite 
'.e  qui  ili-ieriiiiiK-  r.(ni|il«-lcmpnl  \^  cûn**. 

."i.  .t/'/'t/rali-j/i  mij-  n-  riiutli'*.  —  \.a  .lirulrK-e  d'une  no 
iiiiitii.'  .--l  un*.-  Irajcttoirc  ■.rlhM.'-.nal.-  d.s  -<  n.-utiicfs.  Si  IV 
jimid  |iOur  |itan:  d'-  <-o<>rd>tRnf'-i'S  )o  ]>)jii  tanseni  ei  le-  |ilan?  jiri 
(:i[iaiis.  -i  l'un  a|>|f^lie  tt  et  It  l>-ï  r^ion-i  d-.-  c-.'iirLure  [irinciitau: 
■  t  -i  rdii^-t>i  i\iif  la  ■lirei.rrir.'  fnit  a\t-c  U  ?f?i(i<>n  |>rînci|>alc  < 
rav'.ti  K.  .m  » 


(>■-  .|.riii.>i.s  formidcs  [icrmctlinl  ^,•  fjiiv  r.^tii.l.-  ilu  pinoca 
d.'S  ti..nn:.[.ï  voiMii'-s  d<-  OZ.  En  |>iirlic.ii;or.  nn  |.oiil  olitonirl 
h.rsion  L"-o'h-si>fu<-  Ai.-  h  far..ii  siiiMmU-  ;  si  <o  ot  -  sonr  k-?  cou 
l.m-:s  ,\u»,:  ■^,-„<\.:^\,\»,- .  I.i  n..rm.ilir  .■..nv*|„„..h..,l.-.  .,..i  e 
r..n.RM.-.lr-  „..n,i;.l.-  |..i.i.  ipJc-  .!.■  Crlt.-  c l-'.  ,..  .V.yyri-^  h,  \\y 
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mule  (a),  pour  paramètre  de  dislribulion 


K  =  '-î^^' 

•7C 


Or,  si  Ton  remarque  que  Tangle  de  deux  normales  principales  est 
y/co^  -f-  11^  X  dsy  on  voit  que 

et  Ton  a 

ce  qui  est,  aux.  notations  près,  la  formule  donnée  par  M.  Bertrand. 


Remarques  sur  les  lignes  de  courbure  qui  passent 
par  un  ombilic;  par  M.  Ch.  Bioche. 

Voici,  en  résumé,  les  questions  qui  font  l'objet  du  Mémoire 
suivant  : 

Je  discute  les  considérations  théoriques  d'où  l'on  peut  déduire 
l'équation  des  lignes  de  courbure  pour  un  ombilic. 

Après  avoir  établi  des  résultats  connus,  relatifs  à  la  distribution 
des  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un  ombilic,  lorsque  l'é- 
cpiation  qui  détermine  leurs  directions  est  du  troisième  degré,  je 
discute  un  raisonnement  erroné  de  Dupin. 

Je  fais  remar(|uer  que,  contrairement  à  une  assertion  de 
M.  y\miot,'il  passe  toujours  au  moins  deux  lignes  de  courbure 
réelles  par  tout  ombilic  pour  lecpiel  ré(|uation  est  de  degré  pair. 

Je  montre  que,  si,  par  un  point  où  toutes  les  courbures  nor- 
males sont  nulles,  il  passe  trois  lignes  asymptoticpies,  les  direc- 
tions de  ces  lignes  alternent  avec  celles  des  lignes  de  courbure. 

Enfin  je  donne  la  liste  des  travaux  (|ue  j'ai  pu  retrouver,  et 
où  il  est  question  des  lignes  de  courbure  cpii  passent  par  un  om- 
bilic. 

I. 

Équation  des  lignes  de  courbure. 

\,  L'équation  qui  détermine  les  ilirections  des  lignes  <le  cour- 
bure passant  par  un  point  d'une  surface  se  réduit  à  une  identité 
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si  le  point  est  un  ombilic.  Comme  l'a  fait  remarquer  Dupîn.  il  ne 
s'ensuit  pas  nécessairement  que  par  un  ombilic  il  passe  une  infi- 
nité de  Ii;;nes  de  courbure,  mais  seulement  que  leur  nombre  n*est 
plus  2.  Pour  lever  l'indétermination  dans  le  cas  où  elle  n*est 
qu'apparente,  on  difTérentie  l'équation  ordinaire:  de  même  que. 
pour  trouver  les  tangentes  en  un  point  multiple  d'une  courbe 
F(x.  V  !  =  o,  on  difTérentie  l'équation 

//F  _  ^  ^  _ 
<Lr        dv  dx 

m 

qui,  pour  le  point  considéré,  devient  une  identité.  Les  auteurs  qui« 
fK>ur  justifier  cette  règle,  ont  emplové  des  considérations  se  rap- 
portant directement  à  la  question  ont  suivi  deux  voies  difle- 
rentes. 

Poisson  remarquait  que.  la  plus  courte  distance  A  des  normales 
en  deux  points  voisins  M  et  M'  étant,  en  général,  du  premier 
ordre  par  rapport  à  MM\  si  M  est  un  point  ordinaire,  est  d*un 
ordre  supérieur  pour  les  lignes  de  courbure.  Si  le  point  M  est  un 
ombilic,  il  v  a  des  directions  pour  lesquelles  A  est,  par  rapport 
à  MM'y  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  Tordre  obtenu 
pour  les  autres  directions.  Ce  sont  ces  directions  particulières 
que  Poisson  appelle  directions  des  lignes  de  courbure  | tassant 
par  l'ombilic.  Leur  équation  s'obtient  en  formant  l'expression 
générait-  de  A,  et  en  écri\ant  que  le  terme  principal  est  nul. 

Cette  méthode  suppose  une  généralisation,  parfaitement  logique 
d'ailleurs,  mais  qui  comporte,  comme  toutes  les  opérations  de  ce 
;:enre.  un  peu  «l'arbilraire.  Aussi  la  méthode  de  Dupin.  reprise  et 
précisée  par  M.  Amiot.  me  parail-elle  plus  naturelle.  Elle  consiste 
à  exprimer  qu'une  des  lignes  de  courbure  d'un  point  .M'  \oisin 
de  l'ombilic  M  pas-^e  par  M.  Ce  qui  re\ienl  à  former  Tt^quation 
des  lignes  de  courbure  pour  le  point  .M'«  -r  -r-  oj-,  >'  —  or,  z  —  oj  >, 
le  point  M  a\ant  pour  coordonnées  i  .r.  i ,  z\,  et  à  écrire  que  l'une 

des  racines  de  I  eonalion  en  -r-  amsi  obtenue  esl  \*-- 

«  d.r  r..r 

2.  I^s  deux  méthodes  conduisent  à  la  même  équation.  En  eflet, 
supposons,  pour  plus  de  siniplirilt*.  que  l'ombilic  soit  à  Toiigine 
des    ct*oni«»nnée>.    le    plan    r  — o    étant   le    pl.in    langent.     Soii 
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P(dx^dyf  dz)  un  point  voisin  de*  Tonihilic  O.  La  plus  courte  di- 
stance des  normales  en  ()  et  P  est 

L^équation  des  lignes  de  courbure  pour  l'origine  des  coordon- 
nées, lorsque  OZ  est  la  normale,  peut  sV'crire,  en  général, 

(  I  )  fip  (fy  —  fifj  d^  =  o. 

La  méthode  de  Poisson  conduit  à  développer  y?  et  y  en  série,  par 
rapport  à  dx  et  dy^  et  à  égaler  à  zéro  le  premier  terme  du  déve- 
loppement de  A  qui  n'est  pas  identiquement  nul.  Celle  de  Dupin 
conduit  à  différcntier  l'équation  (i).  Or  la  première  différentielle 
de  dpdy — dqdx^  qui  n'est  pas  identiquement  nulle,  est  égale 
(à  un  facteur  numérique  prés)  au  terme  en  question  du  dévelop- 
pement de  À. 

En  particulier,  pour  les  axes  considérés,  on  a,  en  appelant  a,  ^, 
Y,  5  les  dérivées  troisièmes  de  z  par  rapport  à  x  et  r, 

J'appellerai  ombilics  ordinaires  ceux  pour  lesquels,  les  dérivées 
troisièmes  n'étant  pas  toutes  nulles,  Téquation  des  lignes  de  cour- 
bure est  du  troisième  degré;  ombilics  d'ordre  supérieur  ceux 
pour  lesquels  l'équation  précédente  se  réduit  à  une  identité;  dans 
ce  cas  on  différentie  de  nouveau,  ce  qui  donne  une  équation  de 
degré  plus  élevé. 

3.  Tout  ce  qui  précède  s'applique  toutes  les  fois  que  les  déri- 
vées de  z  ont  des  valeurs  bien  déterminées  à  l'ombilic.  Ce  qui  ar- 
rive pour  les  surfaces  algébriques  ou,  plus  généralement,  pour  les 
surfaces  F(^,  x,  z)  =  o,  telles  que  : 

i"  Au  point  considéré  les  trois  dérivées  -r->  -r-»  ~t-  ne   soient 
'  dx     dy     dz 

pas  toutes  nulles,  ce  qui  exprime  que  le  point  est  simple; 

2"  Les  dérivées  d'ordre  supérieur  de  F  aient  des  valeurs  bien 
déterminées. 

Il  est  facile  de  s'en  assurer  en  différentiant  F(j:,^%5)  =  o  par 

XVMI.  T 
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rapport  à  j:  et  >'  (5  clanl  fonclion  iUt  x  el  j^),  ce  qui   donne  les 
équations  permettant  de  calculer  les  dérivées  de  z, 

II. 

Ombilics  ordinaires. 

4.  Supposons  d'abord  qu'un  ombilic  ordinaire  appartienne  a 
une  ligne  ombilicale;  féquation  des  lignes  de  courbure  est,  dans 
tous  les  cas. 

S'il  j  a  une  ligne  ombilicale,  il  y  a  un  point  P  voisin  de  O  pour 
lequel  les  trois  équations 

(!-+-/>«)*—      pqr      =0, 

{\^q^)s—       pqt       =0, 

obtenues  en  écrivant  que  la  courbure  d'une  section  normale  ne 
dépend  pas  de  sa  direction,  sont  vérifiées.  Si  l'on  développe  les 
premiers  membres  de  ces  équations  en  série,  comme  ils  sont  nuls 
pour  le  point  O,  on  a,  comme  premiers  termes,  des  infiniment 
petits  qui  sont 

( a  --  y) ^/.r  -^  (  3  —  0 ) dy 

pour  la  première  expression,  et 

a  ^o-  -r-  •'  dv 

pour  les  deux  autres.  D'après  l'hypothèse,  ces  deux  termes 
doivent  être  nuls  si  Ton  se  déplace  sur  la  direction  OP.  Cette  di- 

dr 
rcction  est  donnée  par  la  valeur  de  -^  qui  vérifie  simultanément 

les  équations 

dv 

D'autre  part,  cette  valeur  de  -^  vérifie  l'équation  (i^),  puisque 
tout  le  long  de  la  ligne  ombilicale  l'équation 

{dx  -^ pdz)dii       {dy  -    qdz)dp-  n 
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esl  iilenliquejnent  vérifiée.  Si  l'on  supprime  le  fadeur  correspon- 
dant à  la  ligne  ombilicale,  l'équation  (?.)  devient 

-:i—    —  M  _i_    —1  =  0 

dx^       '   dx 

}x  étant  une  combinaison  des  dérivées  a,  ^,  y,  0;  on  voit  alors  que, 
si  un  ombilic  ordinaire  appartient  à  une  ligne  ombilicale,  il 
passe  par  ce  point  deux  lignes  de  courbure  proprement  dites, 
de  directions  rectangulaires.  La  ligne  ombilicale  a  une  direc- 
tion quelconque  par  rapport  aux  lignes  de  courbure.  On  peut  le 
vérifier  sur  l'équation  donnée  par  M.  de  Saint-Germain,  à  la  fin 
de  sa  Note  sur  les  surfaces  du  troisième  ordre  qui  ont  une  ligne 
d*  ombilics, 

5.  Dans  le  cas  d'un  ombilic  ordinaire  isolé,  les  directions  des 
lignes  de  courbure  peuvent  affecter  toutes  sortes  de  dispositions. 

Sur  les  surfaces  du  second  degré,  qui  ne  sont  pas  de  révolution, 
il  ne  passe  par  chaque  ombilic  qu'une  ligne  de  courbure  réelle  : 
c'est  la  section  principale  passant  par  l'ombilic;  les  racines  ima- 
ginaires correspondent  aux  deux  génératrices  de  la  surface,  qui 
sont  des  droites  isotropes.  En  effet,  une  surface  du  second  degré, 
rapportée  à  un  ombilic,  a  une  équation  de  la  forme 

'xz  =  a(j"*-i- v')  -h  6-3'-+-  1CXZ, 

si  l'on  prend  pour  plan  Ac^xz  le  plan  principal  qui  contient  l'om- 
bilic. L'équation  des  lignes  de  courbure  est  alors 


dv  /  dy^ 


(£+')="• 


aCy^o  si  la  surface  n'est  ni  un  système  de  deux  plans,  ni  une  sur- 
face de  révolution.  I^es  planches  de  V Application  de  l' Analyse 
à  la  Géométrie,  par  Monge,  permettent  de  constater  sur  l'ellip- 
soïde ce  fait  général  :  une  ligne  de  courbure  passant  par  un  om- 
bilic ordinaire  y  est  divisée  en  deux  parties,  dont  l'une  corres- 
pond aux  courbures  minima,  l'autre  aux  courbures  maxima. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  cas  réalisé  pour  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  n'est  pas  le  seul;  car,  pour  la  surface 

xyz  —  1, 
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les  plans 


qui  sont  évidemment  des  plans  de  symétrie,  coupent  la  surface 

suivant  des  lignes  de  courbure  réelles;  ces  lignes  se  croisent  à 

Tombilic 

x=y  =  5  =  1, 

en  faisant  deux  à  deux  des  angles  égaux. 

6.  D'ailleurs  l'équation  des  lignes  de  courbure,  pour  un  om- 
bilic» peut  s'écrire,  en  général, 

et  l'on  peut  disposer  des  valeurs  des  dérivées  a,  p,  y,  S,  de  façon 
que  les  racines  de  l'équation  aient  les  valeurs  qu'on  voudra;  il 
est  facile  de  s'en  assurer  et  de  former  des  exemples.  On  peut 
en  former  à  volonté  au  moyen  des  surfaces  représentées  par  l'é- 
quation 


z  —  — 


OÙ  a,  p,  y,  8  sont  des  constantes.  Pour  toutes  ces  surfaces,  l'om- 
bilic x^=y  =  z  =  o  est  isolé,  car  M.  de  Saint-Germain  a  déter- 
miné toutes  les  surfaces  du  troisième  degré  qui  ont  une  infinité 
d'ombilics,  et  les  surfaces  précédentes  ne  rentrent  pas  dans  cette 
catégorie. 

Je  citerai,  comme  exemple,  la  surface 

2  I.9..3  *-  *^     ^' 

pour  laquelle  l'équation  des  lignes  de  courbure  est-^^  ==  o,   et  la 

surface 

z  =  î^±^  -f-  -^  r:r3-h  Sr^îJ, 
1  I  .2.3  *■  *^    ^ 

étudiée  par  M.  Frost,  surface  pour  laquelle  l'équation  des  lignes 
de  courbure  est 


>'■ 
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7.  Dupin  avait  cru  pouvoir  affirmer  que,  sur  toute  surface, 
pour  un  ombilic  ordinaire  isolé,  il  n'j  avait  qu'une  ligne  de  cour- 
bure réelle.  Cette  affirmation  est  détruite  par  ce  qui  précède; 
mais  le  raisonnement  de  Dupin  étant  assez  spécieux,  je  crois  qu'il 
est  bon  de  le  discuter  pour  en  montrer  le  défaut.  Dupin  considé- 
rait les  ombilics  isolés  comme  des  points  doubles  d'une  ligne  om- 
bilicale imaginaire;  les  directions  des  tangentes  à  cette  ligne 
devaient  vérifier  Téquation  des  lignes  de  courbure,  qui,  par  suite, 
n'avait  plus  qu'une  racine  réelle  correspondant  à  une  ligne  de 
courbure  proprement  dite. 

Reprenons  les  équations  de  condition  qui  expriment  qu'un 
point  est  un  ombilic.  Si  l'on  écrit  que  l'équation  aux  courbures 
principales  a  ses  racines  égales,  on  a 

L'expression  R  se  trouve  aussi  sous  le  radical  correspondant  à 
l'équation  des  lignes  de  courbure;  elle  peut  se  mettre  sous  forme 
d'une  somme  de  quantités  positives;  pour  arriver  à  ce  résultat, 
en  conservant  la  symétrie  des  formules  par  rapport  aux  variables 
indépendantes  x  et^'  (*),  il  suffit  de  considérer  R  comme  un  tri- 
nôme en  5;  on  a  alors 


R 


-^\c'--P^(ji:j.^Tir7f^ 


(H-/>«)(l-+-9ri) 

Je  poserai,  pour  abréger, 

M  =%s  -  pg  I -H ),      N  =  (  — ^^ )/i-H/>*-+-ûr«. 

Les  ombilics  d'une  surface  F(jryr^z)  =  o  sont  donnés  par  les 
équations 

F  —  o^         M  —  o,         N  —  o  ; 

les  deux  dernières  expriment  que  la  courbure  normale  est  la  même 
pour  toutes  1rs  directions,  et  que  l'équation  ordinaire  des  lignes 
de  courbure  est  vérifiée  pour   toutes  les  directions    partant  de 


(•)  M.  Soiiillarta  fait  remarquer  {Journal  de  Crelle,  05,  i8f>6)  qu'on  pouvait 
<léduire  d'un  hessien  bordé  des  expressions  symétriques  par  rapport  aux  trois 
coordonnées. 


I^ombilic.  Si  les  ombilics  sont  isolés,  c'est-à-dire  si  les  trois  équa- 
tions sont  indépendantes,  il  y  aura  bien  sur  la  surface  une  ligne 
imaginaire  L,  intersection  de 

F  =  o        et         M«-+-N«=o; 

le  long  de  cette  ligne,  Téquation  aux  courbures  principales  et 
Téquation  des  lignes  de  courbure  ont  leurs  racines  doubles,  tan- 
dis que,  aux  ombilics,  les  trois  coefficients  de  cbacune  des  équa- 
tions sont  tous  nuls;  ce  qui  est  une  condition  plus  restrictive; 
de  sorte  que,  en  tous  les  points  de  la  ligne  L,  Téquation  aux  lignes 
de  courbure  n'est  pas  identiquement  vérifiée;  donc  la  ligne  L  n'est 
pas  une  ligne  d'ombilics,  et,  de  plus,  elle  n'est  pas,  en  général, 
ligne  de  courbure. 

Autrement,  l'équation  M=*-f- N-=  o  n'est  équivalente  au  sys- 
tème M  =  o,  N  =  o  que  si  l'on  se  borne  aux  solutions  réelles; 
les  solutions  imaginaires  de  la  première  ne  conviennent  pas  aux 
deux  autres;  et,  précisément  dans  le  raisonnement  de  Dupin,  il 
s'agissait  de  solutions  imaginaires. 

111. 

Ombilics  d'ordre  supérieur. 

8.  La  discussion  complète  des  ombilics  d'ordre  supérieur  a  un 
intérêt  très  limité,  car  ces  points  sont  très  exceptionnels.  Je  veux 
seulement  relever  à  leur  égard  une  assertion  erronée  de  M.  Amiol. 
M.  Amiot  dit  :  «  Il  faut  remarquer  que,  si  l'équation  des  lignes  de 
courbure  est  du  quatrième  degré,  il  peut  n'y  avoir  pas  de  lignes 
de  courbure  passant  par  l'ombilic  »,  et  ceci  n'est  accompagné 
d'aucune  démonstration.  Le  cas  énoncé  serait  remarquable,  s'il 
était  réalisable;  aussi  je  crois  qu'il  peut  être  intéressant  de  faire 
voir  que,  pour  un  ombilic,  l'équation  aux  lignes  de  courbure  n'a 
jamais  toutes  ses  racines  imaginaires  :  ce  qui  revient  à  dire  qu'il 
n'v  a  pas  d'ombilic  où  il  ne  passe  pas  de  ligne  de  courbure  réelle. 
Le  seul  cas  à  discuter  est  celui  pour  lequel  le  degré  de  l'équation 
est  pair;  je  raisonnerai  dans  l'Iiypollièse  où  ce  degi-é  serait  4  *  la 
métbode  est  générale. 

9.  J'appelle  A,  B,  C,  D,  E  les  dérivées  quatrièmes  de  z;  lorsque 


\ 
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l'équation  du  troisième  degrc  se  réduit  à  une  identité,  la  diiFéren- 
tiation  conduit  à 

0g+(3C-E)g+3(B-D)g^(A-3C)g-B  =  „, 

équation  qui  ne  se  réduit  à  une  identité  que  si,  dans  le  dévelop- 
pement de  z,  Tensemble  des  termes  du  quatrième  degré  est,  à  un 
facteur  près,  (x'-\-y'^Y,  Je  supposerai  ce  cas  écarté,  de  façon 
que  Téquation  des  lignes  de  courbure  soit  bien  du  quatrième 
degré. 

On  peut  faire  en  sorte  que  A,  B,  C,  D,  E  aient  des  valeurs 
données;  mais  on  ne  dispose  pas  entièrement  des  coefficients  de 
Téqualion,  car  trois  d'entre  eux  ne  contiennent  que  B  et  D.  On 
ne  peut  donc  plus,  comme  dans  le  cas  du  troisième  degré,  donner 

à  l'équation  en  -~  des  racines  prises  arbitrairement. 

Pour  un  ombilic  de  la  nature  de  ceux  que  je  considère,  le  dé- 
veloppement de  z  en  série  donne 

z  =  ^(;r«-i-j'«)-ho(i-,^)-+-  R, 

o(x,^)  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré,  homogène,  el  R 
l'ensemble  de  termes  de  degré  plus  élevé.  Pour  toutes  les  surfaces 
qui  ne  diffèrent  que  par  R,  les  dérivées  quatrièmes  et  par  suile 
Téquation  des  lignes  de  courbure  à  l'ombilic  sont  les  mêmes;  de 
sorte  qu'il  suffit  de  montrer  que,  pour  la  surface 

Téquation  des  lignes  de  courbure  ne  peut  pas  avoir  toutes  ses  ra- 


cines imaginaires. 


10.  Coupons  celte  surface  par  un  plan  z  =  A,  parallèle  au  plan 
tangent  et  situé  du  côté  de  ce  plan  où  se  trouvent  les  points  de  la 
surface  voisins  de  l'ombilic;  la  projection  de  la  section  sur  le 
plan  langent  a  pour  équation  eu  coordonnées  polaires 


95   '  '       '    ^ 
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L'équation  en  p  a  deux  racines  réelles  voisines  de  O,  autrement 
dit,  la  section  présente  dans  le  voisinage  de  Torigine  une  boucle 
fermée  réelle  qui  diffère  très  peu  du  cercle 

?  = 

Le  rayon  vecteur  d*un  point  de  celle  boucle  est  variable,  si  Ton 
suppose  que  cp  satisfasse  à  la  restriction  énoncée  plus  haut,  el  d*oii 
résulte  que  Téquation  des  lignes  de  courbure  est  du  quatrième 
degré.  Le  rayon  vecteur  a  donc  au  moins  un  maximum  et  un  mi- 
nimum réels.  Soit  M  un  point  pour  lequel  il  y  a  un  maximum;  la 
normale  en  ce  point  rencontre  OZ,  car  elle  se  projette  sur  le  rayon 
vecteur:  donc  OM  est  la  direction  d'une  ligne  de  courbure  réelle. 
Pour  la  surface  du  quatrième  degré  considérée,  la  normale  en  M 
rencontre  effectivement  OZ;  autrement  dit,  les  lignes  de  courbure 
sont  planes.  11  est  d'ailleurs  facile  de  s'en  assurer  en  prenant  pour 
l'un  des  axes  de  coordonnées  la  tangenle  à  l'une  de  ces  lignes. 
Cela  n'.aurail  pas  lieu  pour  une  surface  quelconque.  La  courbe 
des  centres  de  courbure  correspondant  à  la  ligne  de  courbure  con- 
sidérée aurait  simplement  un  plan  osculalcur  slationnaire  au 
point  silué  sur  la  normale  à  l'ombilic. 

Je  remarquerai,  en  terminant,  que  de  ce  qui  précède  résulte  le 
théorème  d'Algèbre  suivant  : 

Si'^(xyy)  est  un  polynôme  liomof^ènede  degré  'in^y^'j. —  ^^y 
admet  toujours  au  moins  deux  facteurs  réels  du  premier  degré, 

IV. 

Points  d'inflexion  totale. 

11.  Il  peul  arriver  que  sur  une  surface  à  courbures  opposées 
on  ait  ù  la  fois  en  un  point 

/•  —  o,        s  —  o,        ^  —  o. 

En  ce  poinl  loutes  les  sections  normales  ont  une  courbure  nulle; 
il  peut  donc  être  assimilé  à  un  ombilic.  M.  Amiol  a  étudié  ces 
points  dans  un  Mémoire  couronné  par  l'Académie  de  Belgique, 
en  1846,  et  les  a  appelés  points  d^ inflexion  totale,  parce  qu'en 
ces  points  toutes  les  courbures  changent  de   sens.  M.  de  Saint- 


Germain  a  nionlré  [Comptes  rendus,  i885)  qu'il  y  avait  des  sur- 
faces du  troisième  degré  ayant  une  infinité  de  points  de  cette 
nature. 

L^équation  des  lignes  de  courbure  et  celle  des  lignes  asympto- 
tiques  se  réduisent  à  des  identités;  on  a,  comme  dans  le  cas  des 
ombilics  ordinaires,  pour  équation  des  lignes  de  courbure, 

'^dy^'^{i^  —  Z)  dx  dy^ -\- {%  —  'x^)dx^dy —  ^dx^  =  o. 

Pour  trouver  les  lignes  asymptotiques  passant  par  Tombilic,  on 
peut  écrire  que  Tune  des  lignes  asymptotiques  d'un  point  voisin 
passe  par  le  point  O  considéré,  ce  qui  donne 

«t/x'-h  Z^dxdy^-\-  ^ydx^dy-+'  ^dy^=  o, 

équation  que  Ton  obtiendrait  d'ailleurs  en  déterminant  les  direc- 
tions des  lignes  qui  ont  non  plus  trois,  mais  quatre  points  com- 
muns a\^c  le  plan  tangent.  Ce  plan  est  alors  stationnaire  pour  les 
asymptotiques.  Celles-ci  peuvent  être  toutes  trois  réelles;  il  peut 
y  en  avoir  d'imaginaires  ou  de  confondues,  on  le  voit,  comme  pour 
les  lignes  de  courbure. 

Je  ferai  simplement  remarquer  que,  comme  dans  le  cas  des 
points  ordinaires,  les  directions  des  asymptotiques  sont  sépa- 
rées par  celles  des  lignes  de  courbure.  En  effet,  posons 

-~  =  -r~     et     ©(6)  =  acos»6-+-33cos*0sin6-+-3Ycos6sin»6  4-8sin»0, 

on  voit  que  'f  (6)  =  o  est  l'équation  qui  donne  les  directions  des 
asymptotiques;  or  on  peut  remarquer  que 

—  i  o'(0  )  =  7  sin»Ô  H-  (si  3  —  o)  sin«e  cosO  -h  (a  —  ay)  s»"^  cos*6  —  p  cos»B. 

de  sorte  que  'f'(9)  =  o  donne  des  lignes  de  courbure.  L'applica- 
tion du  théorème  de  Rolle  aux  équations  o{H)  =  o,  o'{H)  =  o  jus- 
tifie la  proposition  énoncée. 
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llemarqites  sur  les  transformations  isogonales ; 

par  M.  M.  d'Ocagne. 

(Séance   du  17  juillet  1889.) 

M.  Laisant,  généralisant  un  théorème  deTranson,  a  fait  voir(*) 
que  si,  dans  une  transformation  isogonale  (c'est-à-dire  qui  con- 
serve les  angles),  les  centres  de  courbure  de  diverses  courbes, 
relatifs  à  un  point  où  elles  se  croisent  toutes,  sont  situés  sur  une 
conique,  les  centres  de  courbure  des  courbes  transformées,  ré- 
pondant à  leur  point  de  croisement,  sont  également  situés  sur  une 
conique. 

Cette  proposition  est  susceptible  elle-même  d'une  importante 
généralisation.  On  a,  en  effet,  ce  théorème  qui  se  démontre 
d'ailleurs  très  aisément  en  partant  de  la  remarquable  formule  (7) 
de  la  Note  citée  de  M.  Laisant  : 

Dans  toute  transformation  isogonale,  la  figure  formée  par 

m 

les  centres  de  courbure  de  diverses  courbes  se  croisant  en  un 
point,  autour  de  ce  point,  et  la  figure  formée  par  les  centres  de 
courbure  des  courbes  transformées,  autour  du  point  corres- 
pondant, sont  HOMOGRAPHIQUES. 

Profitant  de  ce  que  nous  sommes  sur  ce  sujet,  nous  présente- 
rons encore  une  remarque  sur  une  transformation  isogonale  parti- 
culière d'une  grande  importance,  celle  de  Chasles  et  de  W. 
Koberts. 

On  sait  que,  dans  cette  transformation,  on  fait  correspondre  au 
point  A|,  dont  les  coordonnées  polaires  sont  pi  et(0|,  le  point  A„, 
dont  les  coordonnées  polaires  p,,  et  to„  sont  données  par 

Voici  sous  quelle  forme,  excessivement  simple,  on  peut  mettre, 
pour  cette  transformation,  la  relation  entre  les  rajons  de  cour- 


(')  Buiietin  de  la  Société  ma  thématique,  t.  W,  p.  ^()i  1887. 
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bure  en  deux  points  correspondants,  relation  que  nous  avons  éta- 
blie ailleurs  (*). 

Soient  C|  et  C/i  les  centres  de  courbure  répondant  respective- 
ment aux  points  A|  et  A»  pour  une  courbe  donnée  et  sa  transfor- 
mée, O  étant  le  pôle  de  la  transformation.  D|  et  D^,  étant  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  de  C|  sur  OAi  et  de  C»  sur  OAjc, 
appelons  H  le  point  où  la  droite  D|  D;,  coupe  la  droite  A|  A|,.  Dès 
lors,  le  théorème  que  nous  avons  obtenu  consiste  en  ce  qu'on  a 

HA«  ~  n' 


Sur  l'application  des  coordonnées  parallèles  à  la  démonstra- 
tion d'un  théorème  de  Chasles  relatif  aux  surfaces  algé- 
briques ;  par  M.  M.  d'Ocagne. 

(Séance  du  19  février  1890.) 

1.  Le  théorème  que  nous  avons  en  vue  est  le  suivant  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact  d'aune 
surface  algébrique  ai^ec  ses  plans  tangents  parallèles  à  un  plan 
donné  est  fixe  quel  que  soit  ce  plan, 

La  démonstration  analeptique  de  ce  théorème  par  les  coordon- 
nées cartésiennes  est  difficile  et  compliquée.  Elle  a  été  donnée 
par  Liouville  dans  un  Mémoire  (^)  qui  présente  un  très  grand 
intérêt  au  point  de  vue  de  la  théorie  de  l'élimination  dans  les 
équations  algébriques,  mais  qui  fait  ressortir  que  le  système  car- 
tésien ne  constitue  assurément  pas  la  voie  la  plus  naturelle  pour 
atteindre  analytiquement  au  théorème  de  Chasles. 


(•)  Jornal  de  Sciencias  matematicas  e  astrononiicas,  t.  VI,  p.  5;  i885. 

(')  Journal  de  Mathématiques  de  Liouville^  t.  VI,  p.  345.  iM.  Fouret  a  fait 
voir,  dans  une  Communication  verbale  à  la  Société,  que  la  démonstration  de 
Liouville  pouvait  être  grandement  simplifiée  dans  le  cas  du  plan.  Mais  cette  sim- 
plification qui  consiste  à  montrer  qu'on  peut  substituer  à  la  courbe  le  système 
de  ses  asymptotes,  et,  par  suite,  aux  points  de  contact  des  tangentes  les  points 
de  rencontre  mutuelle  des  asymptotes,  ne  subsiste  pa**  pour  le  cas  de  l'espace. 
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Le  système  qui  se  présente  alors  à  Tesprit  est  celui  des  coor- 
données parallèles  où  un  plan  quelconque  est  déterminé  par  les 
segments  ii^  v^,  w  qu'il  détermine  sur  trois  axes  parallèles,  donnés, 
à  partir  d'origines  données  A,  B,  C.  Et  il  est  très  remarquable  que 
c'est  à  ce  système  que,  dès  1829,  Chasles  lui-même  a  recouru 
pour  établir  analytiquement  son  théorème  (*). 

2.  La  démonstration  de  Chasles  (un  peu  alourdie  dans  le  texte 
original  par  l'emploi  inutile  de  la  formule  de  Taylor  généralisée) 
peut  être  réduite  à  ce  qui  suit  : 

L'équation  en  coordonnées  parallèles  d'une  surface  algébrique 
quelconque  peut  être  écrite  sous  la  forme 


w 


«-+-  {au  -\-  bv  -^  c)iv'*-^-ir  R/«-i  =  o. 


R/i-2  étant  un  polynôme  du  degré  n  —  2  en  w.  Dès  lors,  si  nous 
donnons  à  zz  et  r  des  valeurs  déterminées  quelconques  et  que  fV|, 
(P21  •••»  ^"^n  soient  les  valeurs  correspondantes  de  w  données  par 
l'équation  précédente,  nous  avons 

\  iv/  =  —  {au  -h  bv  -T-  c). 

Cette  équation  exprime  que,  si  d'une  droite  prise  dans  te  plan 
des  uv  on  mène  les  n  plans  tangents  à  la  surface,  le  plan  P 
déterminé  par  cette  droite  et  le  centre  des  moyennes  distances 
des  points  oii  ces  n  plans  tangents  coupent  Vaxe  des  Wy  passe 
par  un  point  fixe. 

Si  le  plan  des  uv  est  rejeté  à  l'infini,  le  plan  P  passe  évidem- 
ment par  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact 
des  n  plans  tangents,  lesquels  sont  devenus  parallèles.  Appelons 
G  ce  centre  des  moyennes  distances,  H  le  point  fixe  par  lequel, 
en  vertu  du  théorème  précédent,  passe  constamment  le  plan  P.  Si 
nous  considérons  les  plans  tangents  dans  une  position  infiniment 
voisine,  pour  laquelle  G  viendrait  en  G',  nous  voyons  que  le  mou- 


(*)  Correspondance  mathématique  et  physique  de  Quetelet,  t.  VI,  p.  81. 
C'est  là  que  se  trouve  émise  pour  la  première  fois  l'idée  des  coordonnées  paral- 
lèles, sur  laquelle  Chasles  revient  dans  son  grand  Mémoire  sur  le  principe  de 
dualité  (p.  635)  et  qui  a  été  approfondie  depuis,  principalement  par  M.  Scliwc- 
ringf  par  M.  Franklin  et  par  nous-mènie. 
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vement  infiniment  pelit  du  plan  P  revient  à  une  rotation  instan- 
tanée autour  de  Taxe  mené  dans  ce  plan  perpendiculairement  à 
l'élément  GG'.  Le  point  H  doit  donc  nécessairement  se  trouver 
sur  cet  axe,  et,  comme  la  direction  de  cet  axe  peut  être  prise 
d'une  manière  quelconque  autour  de  G,  il  faut  que  H  coïncide  avec 
G.  Ainsi  donc,  le  point  G  est  fixe,  et  le  théorème  est  démontré. 

3.  Cette  démonstration,  que  nous  avions  trouvée  avant  d'avoir 
connaissance  de  la  Note  de  Chasles  et  qui  est  d'une  forme  un  peu 
plus  simple  que  celle  de  l'illustre  géomètre,  ne  constitue  point, 
quoi  qu'en  dise  celui-ci ,  une  démonstration  directe  de  son 
théorème.  En  eflel,  l'éloignement  à  l'infini  du  plan  des  uv  enlève 
toute  signification  à  l'équation  sur  laquelle  repose  le  théorème 
préliminaire  et  fait  qu'on  ne  peut  en  déduire  la  détermination 
analytique  du  point  de  Chasles,  de  sorte  qu'en  réalité,  on  établit 
par  la  marche  précédente,  au  moyen  des  coordonnées  parallèles, 
un  théorème  différent  de  celui  de  Chasles,  pour  en  déduire 
ensuite  celui-ci  à  l'aide  de  considérations  géométriques  d'ailleurs 
très  faciles. 

C'est  la  démonstration  directe  du  théorème  de  Chasles  par  les 
coordonnées  parallèles,  avec  la  détermination  analytique  complète 
du  point  de  Chasles  au  moyen  de  ces  coordonnées,  qui  fait  Tobjet 
de  la  présente  Note.  On  verra  que,  bien  qu'exigeant  plus  de 
calcul  que  la  précédente,  cette  démonstration  est,  en  somme, 
très  simple  aussi  ;  elle  fixe,  en  outre,  d'une  façon  remarquable, 
la  position  du  point  de  Chasles  dans  Tespace,  au  moven  des  coef- 
ficients de  l'équation  de  la  surface  donnée. 

-4.   Donnons-nous    donc,    dans   Tespact»,    trois   axes    parallèles 
quelconques  A//,  Bi',  Cii*. 
Soit,  par  rapport  à  ces  axes, 

(  I)  F(ii,i'.  iv  )  --  (» 

Téquation,  supposée  de  degré  /?,  d'une  surface  algébricjue  quel- 
conque. Pour  mener  à  cette  surface  des  plans  tangents  parailoles 
entre  eux,  nous  adjoindrons,  à  l'équation  (i)  les  suivantes, 
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Soient,  pour  des  valeurs  déterminées  de  s  vl  t,  (w,,  r,,  «>,  j, 
(Uiy  Ta,  (V'a),  . . .,  (if;i,  v„,  iv„)  les  systèmes  de  solutions  des  équa- 
tions (i)  et  (2).  Le  point  de  contact  du  plan  tangent  (w/,  v'/,  iv/)  a 
pour  équation 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  n  points  de  contact  a 
donc  pour  équation 

(3)  La-f-Mp-hNi^H-  P  =  0, 

avec 

Owi  Owi 

Aêà  Owi        Owi  jià  Owi        dws 


N  =  — 


dui 

Owi 
Oui 

Owi 
Ovi 

1 

—  1 

Owt  Owi 

2  1 ^  p  ^        y         *^^i  ^^i 

Owi         Ow{  jid        Owi         dwi 

oUi         Ovi  Oui         àvi 

La  question  d^Algèbre  qu^il  s^agit  de  résoudre  consiste  à  faire 
voir  que  ces  coefficients  sont  constants.  Pour  cela,  substituons 
aux  variables  indépendantes  u  et  v  les  variables  s  et  t.  Nous 
avons 


ou,  d'après  (2), 


d'où 


(5) 


De  même 


((>) 


Ow 
Os 

Ow 
Ou 

Ou 
Os 

-f- 

Ow  Ow 
Ov    Os 

Ow 
Os 

Oiv 
~  Ou 

/Ow 
\0s 

Ow 
Ou 

— 

\ 

1 
/ 

.        Ow 

Ow 
~  Os' 

Ow 
Os' 

Ow        Ow 
Ou         Oç 

— 

I 

Ow 

Ov 
Ow        Ow 
Ou         Ov 

-  - 

1 

Ow 

""  ~o7' 

(7^ 


—  IH  - 

13e  (5)  et  (6),  on  déduit  que 

î  Oiv        Oii' 


f)iv        (iw  Os         Ot 

du         àv 


et,  en  tenant  compte  de  (2),  que 

u  —  -f-  V  —  —  w 
du  ôv  àw         âiv 

^  dw        d»'  ds  dt 

du         ds^ 

Transformant  les  formules  (4)  au  moyen  de  (5),  (()),  (7)  et  (8), 
en  remarquant  que  s  et  ^  ont  les  mêmes  valeurs  pour  les  n  plans 
tangents,  on  a 

^    ds  ^    Ot 

,  /=!  1=1 

(9) 


f=:n  t  ■-■- n 


_.       V^  /         dwi        dwA  _       V  /    dwf  divi  \ 


i^l  i:=l 


Or,  si  Ton  remplace,  dans  (1),  u  et  r  par  leurs  valeurs  tirées  de 
(2),  on  peut  mettre  le  résultat  obtenu  sous  la  forme 

(10)  AnW  -+■  iX„-lS-h  B;,_i  /  -r-  C„-i)W"-^  -f-  Rrt_;  =  o, 

R„_2  étant  seulement  du  degré  n  —  2  en  w.  Des  lors 


d'où 


/  --  n  i  =  n 


Jkd     ds     "  \„     '  ^     dt     "  \„ 

/=!  1=1 


t=.n 


^  /         dwi       dtvf\        A«-i        Brt_, 


i  —  n 


JU  \     ds  dt  7         A„ 

Transformant  au  moyen  de  ces  formules  les  valeurs  (9)  de  L, 
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AJ,  N,  P,  et  portant  ces  valeurs  dans  (.'^),  on  a,  pour  é(piution  du 
point  de  Chasles, 

(il)        —  A„_it4  —  Bn-iv  -+-  (A„_|H-  B«_i+  /iA„)ii^-i-  C„_i  =  o, 

et,  comme  les  coefficients  de  cette  équation  sont  constants,  ce  point 
est  fixe. 

La  démonstration  directe  du  théorème  de  Chasles  est  ainsi 
faite.  Mais  il  est  intéressant  de  la  compléter  en  chercliant  à  ex- 
primer les  coefficients  de  Téquation  (lo)  au  moyen  de  ceux  de 
l'équalion  (i)  donnée.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  maintenant, 
d'abord  par  un  calcul  direct,  puis  par  une  marche  moins  élé- 
mentaire, mais  plus  élégante. 

5.   L'équation  (i)  peut  s'écrire 


la  première  ligne  contenant  l'ensemble  homogène  des  termes 
de  degré  n  que  nous  représenterons  par  F„(e/,  r,  w),  la  se- 
conde,  l'ensemble   homogène    des   termes   de   degré    n  —  i,    ou 

F„_i(w,  V,  iv), 

Si  maintenant  nous  remplaçons  dans  cette  équation  u  et  v  par 
(V  —  s  et  iv  —  t  et  que  nous  développions  par  la  formule  du 
binôme,  nous  trouvons  que 

Art     =  ao-+-(ai-f-^i)-l-(ai-^-6jH-C|) -h. . . 
Art-i  =— [ai-i-(2rtt-4-    6i) -+-(3aj-t- 263-f-    Cj)-+-...], 
Bn-i  =  —  [bi-h{    bf-h:iCi)  -^i    63-+-ac3H-3rf3)-i-. ..], 
Crt_i  =  «'0 -h  (a'i -h  6',)  H- (a,  H- 6^-1- ci)  H-..., 

et  nous  en  déduisons  que 

Nous  pouvons  remarquer  que  les  quatre  dernières  formules 
peuvent  s'écrire 


An-1  =—  J7^^'"(''  *»0»       ^n-i  =  —  —  Frt(i,i.i),       G,,_i  =  Frt_i(i,i,i), 

A„_,-f- B„- ,-f- /iA„  =  — Frt<i,i,i). 
xvui.  8 
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Dès  lors  Téquatiou  (i  i)  du  point  de  Chasles  devient 

A  éi  éi 

('^^  M^F„(I,I,l)-hl'^F«(l,I,l)H-«'— F«(l,M)-hFn-,(l,l,l)=0. 

Le  point  G  représenté  par  cette  équation  se  définit  géométri- 
quement comme  suit  :  Menons  par  le  point  Gy  à  la  direction 
des  axes  Au,  Bi^,  Cw,  une  parallèle  qui  coupe  le  plan  ABC 
des  origines  en  g  : 

i^  Le  point  g  est  le  barycentre  des  points  A,  B,  C,  res/yecti- 
vement  affectés  des  coefficients 

0  d  d 

—  F„(  1,1,1),     —  F«(i,i,i),     _F«(i,i,i). 

a®  On  a 

—  F«_,(  1,1,1) 


^0  = 


ou,  d'après  te  théorème  d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes 

F„_, (1,1,0 


gO=- 


/iFrt(i,i,  I) 


G.  Voici  maintenant  Tautre  méthode  destinée  à  faire  connaître 
les  coefficients  de  Féquation  (i  i). 

Etablissons  d'abord  un  Icmme. 

Si  F(j:,j',  ...)  est  un  polynôme  de  degré  n  en  x^  y^  ...,  la 
formule  de  Taylor  généralisée  donne 

pzr.n 
(l3)  F(^  -4-  XqW.Y  -4-^o»»'î  ••  •)  =  \]  Kp«'/% 

où,  SOUS  forme  symbolique, 

Cette  valeur  de  K^  est  développée  suivant  les  puissances  de  x^^ 

}*o Cherchons  à  la  développer  suivant  les  puissances  de  jr, 

y  y  ...:  pour  cela,  remarquons  que  le  symbole 


( 


^»5ï+->'«j;;+-- 


étant  additif,  on  a,  en  appelant  Fy(j",  k,  z)  Tensemble  homogène 


-   115  - 


(les  termes  de  degré  y  de  V^x^y^  z),  et  observant  que  pour  j<^p, 
le  résultat  de  Topération  d'indice />  est  nul, 

2\   '/       â  d  \P 


/-/ 


- /> 


Mais,  d'après  une  propriété  connue  des  fonctions  homogènes 
(propriété  des  émanants)^ 

i/o  à  \>-'V 

=  — r  {-r h  y h . . .  Vj {x^,  l'o,  Zo )  : 

ij  —p)\  \     Oto        ^0^0  I  -^        '^     '      ^ 

donc,  en  remplaçant  /  —  p  |)ar  /, 

i  =  n  —  p 


1  =  0 


Notre  Icmme  est  établi.  Appliquons-le  au  développement  de 
F((v  —  s,  (V  —  /,  iv)  suivant  les  puissances  de  tr,  les  coefficients 
étant  mis  sous  forme  de  polynômes  en  s  et  /.  Ce  développement 
sera  donné  par  les  formules  (i3)  et  (i5),  en  y  faisant 

X  =■ — s,       y  =-^t,        5  =  o, 

On  a  ainsi 

K«      —  F,,(i,  1,1), 

Kn-x  ^  —  ^-J^^^niUl,  0—  /— K,/(l,I,l)-f-Frt-l(l,l,l); 

donc,  en  se  référant  aux  notations  de  Téquation  (lo), 

0  à 

A/,     =     F;,(|,    I.I),  A„-l     =     -     —F;,(  1,1,1),  B„.l     =—    ^^,    F,,(    1,1,1), 

et,  par  suite, 

A,i-i-h  h„-i-h  /iA„  =  /<F„(i,i,  i)—  —  F,,(i,:,i)—  ^,^fi(i^  ï,  I) 

Oiv 


-  ihi  - 

en  vertu  du  théorème  d'Euler  sur  les  fonctions  liomogènes.  Por- 
tant ces  diverses  valeurs  dans  (ii),  on  retrouve  IVquation  (la)- 

7.  Si 

/M\,(|.|,I)= u  _  -f-  __     F„(l,  1,1)  —  o. 

\0u        Oi'        On-  ' 

on  voit,  d'après  l'énoncé  qui  termine  le  n°  o,  que  le  poînl  ff  est  à 
rinfini  du  plan  ABC  et  que  la  distance  G^''  est  infiniment  grande, 
c'est-à-dire  que  la  surface  représentée  par  Téquation  (i)  est  tan- 
gente au  plan  de  l'infini. 

Ainsi,  lorsque  la  somme  des  coefficients  des  termes  du  degré  le 
plus  élevé  est  nulle,  la  surface  est  tangenle  au  plan  de  l'infinî.  On 
peut,  sans  difficulté,  le  voir  directement.  En  particulier,  si  l'équa- 
tion est  du  second  degré,  la  quadricpie  qu'elle  représente  est  un 
paraboloïde. 

8.  L'équation  (12)  du  point  de  Chasies  va  nous  pentiettre  de 
démontrer  le  théorème  suivant  : 

Le  point  de  Chasies  d'une  surface  algébrique  est  le  pôle  re- 
ladi'ement  à  celte  surface  du  plan  de  rinfini. 

Rappelons  d'abord  (jue  le  plan  polaire  V  d'un  point  H  par  rap- 
port à  une  surface  algébrique  est  le  lieu  des  centres  harmoniques 
relativement  à  II  des  points  011  une  droite  menée  par  H  rencontre 
la  surface  algébrique.  Le  point  H  est  dit  \c  pôle  du  plan  P  relati- 
vement à  la  surface. 

Supposons  ([ue  cette  surface  soit  celle  que  représente  Toqua- 
tion  (i).  Si  l'on  rend  cette  équation  homogène  par  rintroduction 
d'une  variable  z^  en  sorte  que 

V(u,  i\  il-,  z )  —  Ff, (  //,  r.  il' )  -T-  ;; F^-i (  m,  r,  w )  -?  .  .  .-h  z"  Fo(  w.  v,  ti- ). 

ou  a,  pour  Téquation  du  pôle  du  plan  (//(,,  i'o«  <'"o«  *o)< 

OV  OV  OV  OV 

N      -     -  1'  -        -^  n- -:     Z —  C). 

OHn  'M*o  '^l'j)  f/j,, 

Or  nous  avons,  en  posant  -  -'  r=  a,  -^  ==  a,  ri  remarquant  que 
les  dérivées  partielles  deF/(//,  i\  (v)  sont  des  fonctions  homogènes 
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de  degré  /  —  i , 


dV 


ou,  =  <"  ^i  ''"^'•'  •"'  '^^-"i!  "  i  ^'«-»^'''  '"'  '^ 


Ue  même  pour  —  et  -: Uuaiit  a  t—  >  on  a 


1  ) 


ÔVq  Jiï'o 


OZii 


—   =  «•  J-  »  Vn-  I  (  ^M  ;i,   I  )  -1-  2  ^0  "o  "*  F,«    s  (  À,  |JL,  I  )  --  .  .  . 

L'équation  du  pôle  du  plan  (uq,  To,  iv,,)  peut  donc  s'écrire  en 
remettant  Tunité  à  la  place  de  3, 


L  u  -f-  M 1'  -i-  N  il'  -h  I*  =  o, 


avec 


(^i» 


«0   c>f 


«vj    C^ll^ 


>■  ^  T— F„(X,  fx,  i)h —  F,,_,(X,  tJi,  i)H r--ï-ï^«-s(^*»  H^»  On- 
t/Il*                                    tl'n    f>il'                      '                  il'*     W(r 


0 
'X 


'\ 


r=       F«_i(À,  jjt,  i)-+-    -^        F«_î(X,  ;a,  i)-h  —  j  F«-3(X,;ji,  i)-h..,. 

l\)ur  le  plan  de  Tinfini,  on  a 


ii'i 


=::<),  X   —   I  ,  tJl  —   I . 


Les  coclïicients  dont  les  valeurs  viennent,  d'être  écrites  devien- 
nent alors 

L=  --F,,(i,i,  i),        M  =  -—F,, (1,1,1),         X  =  —-F«(  1,1,1), 
Ou  Ov  Ow 

I*  :=^  F„_i(l,I,  I). 

On  retrouve  donc  la  même  équation  que  celle  (12)  du  point  de 
Chasies,  et  le  ihéorème  sus-énoncé  est  démontré. 

Au  mo\en  d'une  transformation  liomographique,  on  amène  ce 
lln'orème  à  la  l'orme  suivante  : 

Si  jKtr   tfnr  droitr  fiurlcon(/iu\   prise  dans  un  plan  t:,   on 
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inriic  tes  n  plans  lan*,^€nts  à  une  sur/ace  algébrique  de  la 
fiième  classc,  le  pôle  du  plan  iz  par  rapport  au  système  des 
points  de  contact  de  ces  n  plans  tangents  se  confond  avec  le 
pôle  du  même  plan  par  rapport  à  la  surface. 

En  particulier  :  Le  pôle  d'un  plan  par  rapport  à  une  surfiice 
algébrique  se  confond  aK^ec  le  pôle  du  même  plan  par  rapport 
au  système  des  points  de  contact  des  plans  tangents  à  la  sur- 
face parallèles  à  ce  plan. 


Sur  le  problème  du  mom^emcnt  d'un  corps  solide  autour 
d' un  point  fixe  ;  |)ar  M"'*  Na>-\y  Lagerboiig. 

Dans  le  prol)lème  du  niouvenient  d\in  corps  solide  de  révolu- 
lion  fixé  par  un  point  d(^  son  axe,  on  est  ramené  à  exprimer  le 
lemps  à  Taide  d^une  quadrature  elliptique.  On  sait  que,  dans  le 
cas  plus  étendu  où  il  existe  une  fonction  de  force  dépendant 
uniquement  de  Tangle  0  que  fait  Taxe  du  corps  avec  une  droite 
fixe,  on  est  encore  ramené  à  une  quadrature.  Dans  ce  cas,  les  sur- 
faces de  niveau  sont  des  surfaces  de  révolution  autour  de  la  droite 
fixe.  Je  me  suis  proposé  de  trouver  une  fonction  de  force  con- 
duisant dans  le  cas  général  à  des  intégrales  elliptiques. 

L'expression  de  la  force  vive  est,  après  un  choix  convenable 
des  axes  de  coordonnées, 

ou,  en  introduisant  les  angles  d'Euler, 

P-^  siii'iSiiiO-^^  -4-  oos^~, 

7  —  ros'v  siri  0  ~  —  mu  2.  -p  , 
'  '  (ff  •  ftf 

r  —:  — ~  -\-  rosO  —  » 


■j 


W//  /  tft     ftt  '   fft    I     J 
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Comme  la  fonction  de  force  esl  indépendante  de  '^  et  de  o,  je 
peux  appliquer  la  remarque  faite  par  Jacobi,  el  j'obtiens  alors  les 
deux  intégrales  suivantes 

(I)  Asin«0-^  -+-Gcos«8^  -4-  CcosO-tS  =  A, 

'  dt  dt  dt 

(•2)  <:$  -hCcosO^  =  gx-, 

^  dt  dt 

où  h  el  k  désignent  deux  constantes. 

On  a  encore,  en  désignant  par  U  la  fonction  de  force, 

(3;  2T  =  9.(11 -+- II),         H  =  une  const. 

Par  conséquent, 

Asin«e^  =  /j-CAcose, 
dt 

il^  _  A  — CAcosO 
dt   ""        Asin«0       ' 

Aïsin«o/^^^y=  7.A(U-h  H)  sin^Ô  —  ACA»  siii'O  —  (A  —  CAcosO)», 

/«^ AsinQ(/0 

■  ^  ^      ^  ^Jq^    /-rAcU  ^-  il)  sin*0  — TCX*  sin*e  —  (A  —  CA-côsÔT* 

Soit 

la  fonction  de  force.  Les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellipsoïdes  de 
révolution  autour  de  Taxe  des  z. 

Chaque  point  du  corps  est  donc  soumis  à  une  force  constante  et 
à  une  force  qui  est  proportionnelle  à  la  distance  du  point  à  un  plan 
fixe.  Les  composantes  de  la  force  sont,  en  eflct, 

la  force  est  donc  la  somme  de  deux  autres,  ayant  pour  compo- 
santes 

o,         o,        7.(  M  —  L)5 

La  seconde  passe  par  un  point  fixe  de  l'espace,  et  peut  se  dé- 


composer  en  une  force  passant  par  le  point  fixe  du  corps  et  en 
une  force  constante. 

En  observant  que  le  corps  est  de  révolution  et  que  les  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  $  et  r,  sont  nulles,  j'obtiens  pour  U 

U  =  L[(i  — Y*)25«m-f-(i  — Y'»)Sr,«/n-h(i  — Y'*)-îi*'^] 
-h  M(  Y«2?«m  -H  Y'*2T,«m  -\-  Y'*s;*m)  -+-  aNY'"? 

-4-(M  — L)Y'*î;*-^îfcî^Y'; 

=  L2:('2j«-f-î;«)m-f-(lVI  — L)y'*S(!;« -$«)/«-+-(  M  — L)2:5« m -+-Î N'y'; 

=:AL-t-(M-L)(.\-C)y'»-+-  ^^-t-aNY";. 

Or  on  a 

V  =  sino  sinO, 

Y'  =  cos©  sinÔ, 

Y'  =  cosO, 

U  =  (L  -  M)( C  -  A  )  cos^O  -+-  '2N  ;  cosO  -h  -f-  +  AL. 

A 

Désignons  par  R  le  pol^'nôme  sous  le  radical  dans  l'expression 
(/^).  L'équation  R=o  admet  toujours  deux  racines  réelles.  En 
fflet, 

e  =o,        R  =_(A-.CA)«<o 
|)Our 

e  =  iT,        R  =  _  (  /,  H-  c  A  )*  <  o. 

Pour  la  valeur  initiale  Ôq,  Il  doit  toujours  être  positif.  Nous 
pouvons  supposer  que  0  soit  compris  entre  o  et  t:, 

0  =  Oo,         R  >  o. 

On  voit,  par  conséquent,  qu'il  existe  deux  racines  réelles  com- 
prises entre  —  i  et  -h  i . 
Posons  cosO  =  j",  j'obtiens 

,        r^  -djr 

./,.   /A  .r^-i-  \Vj'^-^  Cx  -h  I) 

Désignons  par  a,  [5,  y,  o  les  racines  du  polynôme  sous  le  radical 
daus  (.5).  Pour  ramener  le  polynôme  à  la  forme  normale  de 
M.  WiMcrsIrass,  j(»  jiosc 

./•  -i-  (i 
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où  h  et  d  sont  constantes.  J*obtiens  alors 

dx' 


Les  constantes  b  ci  d  sont  déterminées  par 

b  —  arf  =  4, 

d^-b       d^-b       dy  -  b 

5-  -+-  -*- — 5-  -T î =  e,  -h  e,  -4-  ej  =  o, 

a  —  0  a  —  p  a  —  y 

où  ^1,  ^2?  ^3  sont  les  trois  racines  du  polynôme  4^'^  —  ©a*^'  —  o^- 
J'ai  encore  posé 

!^ =  At 

En  faisant  l'inversion  de  Tintégrale,  on  obtient 

piv  —  yj  \  =  x\         p  =  une  const . , 
ou 

t  dt  , 

en  posant 

p{u)  =  x\ 

Je  veux  maintenant  exprimer  '^  et  cp  en  fonction  de  /, 

d^  __  h  —  Ckcos^  _  A  — CXrcosO  _   h  —  Ck.r 
dt  ""       Asin*0       ""  A(i—  cos»6)  ~~  A(i  — a:»/ 

Les  infinis  de  -r^  sont  simples  et  donnés  par 

0  =  0,        0  =  z. 
Kn  vertu  de  la  relation 

ax'-hb       cLp(u)-hb 
x'-\-d         p{u)-\-d 

on  obtient  les  valeurs  correspondantes  de  p(u)^ 

'  ^  I  —  a  #-^    »/  i-h  a 

Or  j)(^//)   ^'sl    une  fonction   de  degré  pair;   il  existe  donc  les 
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qtialre  iiifiiiis  simples  //|,  —  //,,  i/,,  —  u.^. 

\k  1  /'[p^'O  -»-<']  —  CA[apr II  )  — 6 Jj[/)«  M  >  —  £/]  c/m 

(fi)   ;  [V'        r    ^'(i^  —  "\^        ,.    3''(i/--i/j) 

=    I  «>o  ~î~  '-«1   ~77 :~  *  'î  

L  ^(  U—  tli)  ^iU —  Ui) 

-7'(n  —  ii,)       _- 3'7m -^.  1/,  )l 
Cl  37 C,  ^ rf/i. 

En  prcrianl  les  résidus,  je  vois  immédiatement  que 

Cl  =  —  C|,        Cj  =  —  <>.i. 

Pour  déterminer  Co,  je  pose  ^/  =  o  dans  (6). 
En  intégrant,  on  trouve 

A  t  r/  ^         n    \        G'(  a  — Mi)3'(l/o-r-  II,) 

V  —  ?o  =  CoO/  —  iia)  -+-  Cl  lo" — 

,,     ,         C^W  —  llj  )  3'(Mo-+- Wl) 

-T-  Cj  l0*î • 

°  3'(llo—  Mî)3'(ll  -h  llî) 

On  lire  de  {y.) 

f/cp  _  X  A  sin'O  —  (A  —  CX-  cosO  )  rosQ  _  —  (  Ck  -\-Xk)  cos^O  —  h  cosO  -h  A  ^ 
dt  ÂTsm^ë  ~  A(i--cos»e) 

_    —  (CA-f-  AX)[aj)(ii)H-/;|»-~/i[gp(ii)-4-^l[j)(iO-hrf]H- AX[j>(iO-^</]« 

A|[j>(M)4-€/p-[aj)(ii)-h^]*{ 

O  —  On  r:    C-(/l  —  llo)  -H  C,  lo" -^—- ~ 

S'en  —  II,)  3'(llo-H  Mj) 
*       '^  3'(llo— ■/li)3'(ll-+-  II,) 

Kulin,  en  réunissant  mes  résultats  trouvés,  j'obtieiis 

j)(  11)4-1/  iX- 

aj>(iio)-H^ 

j>(llo)-T-^/ 
,  ,  ,.     .  ,,      ,  3'(l/        -    II,  )  3'(llo-T-   It^  ) 

j(iio — II,)  s'en -h  II,  ) 

^(11  —  II,)  3'(llo-t-  II,) 

-f-  (*,  loj: * 

^  3'(  lift—  II,  )  '^{U  -h  II,) 

,w^  ,         ,,.   ,         ^Kff  —  l/,)3'(llrt--lli) 

•  "  *       "^  5'(llo     -  Ui  )  3'UI  -r  II,  ) 

.,  ,       ^{  u     -  Ni)  :^^  tt^^--  ti*) 
-^  C-  H»;:  —  -    — 

s*!    1/,, tt,  \    ^{    If //*  I 
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Sur  la  représentation  analytique  des  Jigures  planes,  et  leur 

segmentation  ;  par  M.  C.-A.  Laisamt. 

1.  Lorsqu'on  représente,  en  coordonnées  cartésiennes,  une 
courbe  plane  par  une  équation  j' =y(^)  ou  cp(j:,  j>^)  =  o,  il  y  a 
lieu,  pour  obtenir  tous  les  points  de  la  courbe,  de  faire  variera: 
de  — 00  à  -j-oo,  et  de  construire  les  valeurs  correspondantes  de 
l'ordonnée  j'. 

Si,  pour  certaines  valeurs  de  Xj  comprises  par  exemple  entre 
deux  limites  a  et  p,  les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  imagi- 
naires, on  est  dans  l'usage  de  dire  qu'il  n'y  a  aucun  point  de  la 
courbe  correspondant  à  ces  valeurs  de  x.  Mais,  ^u  point  de  vue 
analytique  et  si  Ton  veut  généraliser  entièrement  les  résultats  que 
fournit  l'Algèbre,  il  est  certain  que  cette  interprétation  n'est  pas 
complète  et  ne  saurait  satisfaire  entièrement  l'esprit. 

J'ai  eu  occasion  de  montrer  ailleurs  {Théorie  et  applications 
des  équipollences,  Chap.  Vlll)que  cette  apparente  discontinuité 
peut  disparaître,  et  qu'à  toute  valeur  réelle  de  Xy  on  peut  faire 
correspondre  un  point  de  la  courbe,  qui  se  complète  ainsi  par 
l'adjonction  de  branches  adjointes. 

Si  en  effet  nous  appelons  0  l'angle  des  axes  coordonnés,  toute 
position  d'un  point  M  de  la  courbe,  ayant  pour  coordonnées 
réelles  x  et  j%  est  déterminée  par  l'équipollence 

(i)  OM=x-\-yê, 

Il  suffit  de  construire  cette  valeur  pour  toutes  les  valeurs  de  Xy 
même  lorsque  y  devient  imaginaire,  pour  compléter  la  courbe 
comme  nous  venons  de  le  dire. 

Pour  abréger,  nous  n'en  développerons  ici  aucun  exemple, 
tout  en  recommandant  au  lecteur  de  faire  lui-même  cette  véri- 
fication sur  quelques  cas  simples  :  ellipse  ^  —  -f-  ^  =  i  j  pour  les 
valeurs  de  x  supérieures  à  4-  rt  ou  inférieures  à  —  a]  hyperbole 
("1  —  /T  ^^  0  V^^^  ^^^  valeurs  de  x  comprises   entre   —  a  et 

-h  a  ;  parabole  {y^  =  ipx)  pour  les  valeurs  négatives  de  x.  Ces 
exercices,  [)Our  donner  des  i^ésiiltats  intéressants,  doivent  être 
^généralement  traités  en  coordonnées  obliques. 
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2.  Lorsque  ré<|ualion  de  la  courbe  esl  duiinée  sous  la  forme 
y  z=zf(^x)j  cette  valeur  de  y  peut  être  uniforme  ou  multiforme, 
c'est-à-dire  comporter  une  ou  plusieurs  déterminations.  Dans  ce 
dernier  cas,  rien  n'empêche  de  particulariser,  et  de  représenter 
seulement  une  partie  de  la  courbe,  en  ne  choisissant  qu'une  ou 
plusieurs  des   déterminations,    et  non    toutes.   Par  exemple,   en 

coordonnées  rectangulaires,  ^' =  y/«^ —  x-  représente  une  circon- 
férence, ely  =  -{-^a^ — x'^  ne  représenterait  qu'une  demi-circon- 
férence seulement  (et  de  même  pour  )'  =  —  y/a-  —  xy.  Mais  de 
telles  restrictions  sont  contraires  ù  Tesprit  de  généralisation  que 
comporte  l'Algèbre,  et  par  conséquent  ne  semblent  guère  reconi- 
mandables. 

3.  Si  Ton  prend  la  représentation  d'une  courbe  en  coordon- 
nées polaires  p  =y(ci)),  il  y  a  lieu,  pour  obtenir  tous  les  points 
réels,  et  nous  ne  nous  occupons  pour  l'instant  que  de  ceux-là,  de 
faire  varier  l'angle  polaire  co,  variable  indépendante,  tantôt  depuis 
—  00  jusqu'à  -j-  00,  tantôt  d'une  circonférence  ou  d'une  fraction 
de  circonférence,  tantôt  d'un  nombre  entier,  plus  ou  moins  grand, 
de  circonférencçs. 

Il  est  à  remarquer  aussi  qu'un  point  quelconque  a  une  infinité 
d'angles  polaires  to  zt  'lAiz^  et  non  pas  un  seul.  De  là  cette  consé- 
quence connue,  qu'une  même  courbe  peut  être  représentée  par 
diverses  équations,  et  aussi  qu'une  équation  donnée  peut  repré- 
senter non  pas  seulement  une  courbe,  mais  une  iniînité  de  fois  la 
courbe,  quand  on  la  prend  dans  toute  sa  généralité.  Par  exemple, 

0  = — pour  e  <  1  représente  une  infinité  d'ellipses  super- 


e  costo 


posées  les  unes  aux  autres,  et  non  j)as  une  ellipse  seulement. 

i.  Une  remarque  pareille  s'ap|)lique  à  la  représentation  des 
courbes,  soit  sous  forme  de  deux  équations  fournissant  les  valeurs 
des  coordonnées  en  fonction  d'un  paramètre  arbitraire,  soit,  plus 
généralement,  sous  forme  d'équipollenees. 

Ici,  la  variable  est  précisément  ce  paramètre  arbitraire:  c'est 
elle  qu'il  faut  faire  |)asser  par  toutes  les  valeurs  réelles  de  —  oo  à 
-4- oc  si  l'on  veut  conservera  l'Algèbre  la  généralité  qu'elle  doit 
avoir  ;  et  dès  lors  le  résultat  géométrique  peut  être»  très  dilTérent, 


-  l±) 


suivaiil  Ut  choix  qui  aura  l'té  fait  de  cv.  paramrlrc,  bien  que  le  ré- 
sultat de  réliniinalion  paraisse  le  nièine. 

Ainsi,  en  coordonnées  reclan<»:ulaires,  le  système 


ou  réqui|)ollenc<î 


représente  la  circonférence  de  centre  O  et  de  rayon  un,  plus  l'axe 
des  j?  (branche  adjointe).  La  Ibnclion  j',  ou  la  fonction  géomé- 
trique OM,  est  multiforme. 
Au  contraire,  le  système 

i    T  =  COS/, 

(  3  )  ?  ' 

(   Y  =  si  II/, 

ou  Téquipollence 

OM  —  COS/  -4-  isint 

représente  une  infinité  de  circonférences  superposées  les  unes  sur 
les  autres  et  pareilles  à  celle  indiquée  ci-dessus,  sans  aucune 
branche  adjointe  ;  et  la  valeur  OM  est  uniforme. 

Cependant,  le  résultat  de  Télimination  de  /  est  toujours,  aussi 
bien  dans  le  système  (2)  que  dans  le  système  (3), 

^'  -+-  ^*  =  I  • 

Le  changement  de  variable  qu'on  peut  opérer  sur  le  paramètre 
arbitraire  a  donc  une  extrême  importance. 

Ces  conséquences  pourraient  paraître  un  peu  paradoxales  si 
Ton  ne  se  rappelait  qu'en  définitive  une  équipollence  0M  =  o(^) 
ne  représente  pas  autre  chose  qu'une  transformation  de  figure, 
dont  l'une,  celle  parcourue  par  /,  est  précisément  l'origine  des  in- 
inclinaisons (ou  Taxe  des  a:).  Quand  on  remplacera  t  par  une 
autre  variable  /,,  telle  que  ^='!;(^|),  l'équipollence  nouvelle 
OM=  (p['|(/,)]  =  cpi(/|)  pourra  donc  fort  bien  ne  pas  représenter 
exactement,  dans  toutes  ses  parties,  la  même  figure  que  pré- 
cédemment, puisque  c'est  /|  maintenant,  et  non  plus  /,  dont 
l'extrémité  doit  parcourir  l'axe  des  t,  c'est-à-dire  le  champ  des 
quantités  réelles,  et  que  la  fonction  cpi  n'est  plus  la  même  que  o. 

o-   Ces  remarques,  d'une  importance  extrême  pour  arriver  au 
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but  essentiel  que  nous  poursuivons  dans  celte  Note,  mérilenl 
d'être  appuyées,  pour  plus  de  clarté,  d'un  nouvel  exemple.  Soil 
une  hyperbole  ayant  pour  centre  Torigine,  et  pour  axes,  respec- 
tivement réel  et  imaginaire,  '^a  et  26. 

Elle  a  pour  équation,  en  coordonnées  rectangulaires, 

Ij'équipoUence  de  la  courbe  peut  s'écrire 


(-3)  O.M  =r.atztib)/r'      i. 

Ici,  la  valeur  de  OM  est  double  pour  chaque  valeur  de  t  ;  et,  sî 
nous  faisons  varier  /de  —  oc  à  —  1 ,  et  de  -h  1  à  -f-  00,  nous  obte- 
nons tous  les  points  de  la  courbe.  Entre  /=  —  i  et  f=-4-i, 
Téquipollence  donne  des  points  sur  Taxe  des  x. 

Il  semble  qu'on  peut  satisfaire  aussi  à  Téquation  de  la  courbe 

en  posant  /  =  Chw,  d'où  y/fc*-*  —  1  =  Shii,  ce  qui  donne  Féquipol- 
lence 

(6)  OM ---aGlw/-+-àShw. 

Or,  si  nous  prenons  cette  nouvelle  équipollcnce  et  si  nous  y 
faisons  varier  u  de  —  oc  à  -h  x,  nous  n'aurons  jamais  que  des  va- 
leurs positives  pour  Chw,  et,  par  conséquent,  nous  n'obtiendrons 
plus  que  la  moitié  de  la  courbe.  Toute  la  branche  répondant  aux 
X  négatifs  sera  laissée  de  côté. 

On  voit,  par  ce  seul  exemple,  combien  il  est  indispensable, 
quand  on  écrit  l'équipollencc  d'une  ligne,  de  bien  se  rendre 
compte  de  ce  que  cette  équipollcnce  représente.  Ce  peut  être  la 
ligne  en  question,  dépourvue  ou  munie  de  branches  adjointes;  ou 
bien  cette  ligne  superposée  plusieurs  fois  ou  une  infinité  de  fois 
à  elle-même  ;  ou  enfin,  comme  on  vient  de  le  voir,  une  partie 
seulement  de  la  ligne. 

().  Les  observations  précédentes  nous  permettent  d'obtenir  très 
aisément  un  résultat  qui  semble  avoir  un  réel  intérêt  au  point  de 
vue  philosophique  :  c'est  la  possession  d'une  représentation  ana- 
1\ tique  d'un  arc,  limité  à  volonté,  d'une  courbe  donni»e  ou,  si 
Ton  \cul.  d'un  seantrnt  de  cette  courbe. 
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Kd  eflel,  l'équipollencc»  de  la  courbe  étant  écrite  sous  la  forme 

(7)  01VI=/(0, 

considérons  un  arc  ou  segment  curviligne  MqMi,  compris  dans  la 
représentation  analytique  fournie  par  Téquipollence,  et  tel  que 
OjMo  réponde  à  la  valeur  Iq  et  0M|  à  /|. 

Si  nous  changeons  de  variable,  en>remplaçant  /  par  t,  de  telle 
sorte  que,  lorsque  /  varie  de  Iq  à  i^,  'z  varie  de  — oo  à  -|-  oc,  et,  ré- 
ciproquement, les  conditions  requises  seront  satisfaites. 

On  V  arrive,  par  exemple,  en  écrivant 

(8)  ,  =  iî±li^irzJ!^TU^, 

2  2 

puisque  THt  varie  de  —  i  à  -H  i  quand  t  varie  de  —  x  à  -h  oo;  ou, 
plus  simplement  peut-être,  par  la  formule 

(q)  /  = — . 

L'équipollencc  obtenue  par  la  substitution  de  cette  valeur  de  t 
dans  la  relation  (-j),  c'est-à-dire 

(lo)  OM  =  ©(t), 

représentera  donc  l'arc  limité  MoM|  lorsque  t  variera  de  — xà 
-\-  X. 

C'est  à  ce  problème,  de  la  représentation  analytique  d'une 
partie  d'une  courbe,  que  nous  proposons  d'appliquer  le  mot  de 
segmentation, 

7.  Si  l'on  veut  représenter  toute  la  partie  d'une  courbe,  à  partir 
d'un  point  donné  Mq  jusqu'au  delà  de  toute  limite,  ce  qui  don- 
nera, suivant  les  cas,  des  semi-branches  infinies,  il  faudra  que 


ou  bi 


en  que 


pour  /  variant  de     /©     à  -t-  «, 
T  varii;      <lo  — oc  à  -4- x, 

pour  t  variant  de  — m  à  /o« 

T   vario       cir  —  oo  à  -j-  x. 


On  obtiendra  ces  deux  résultats,  respectivement,  par  les  rela- 


—  lis  — 
lions 

(II)  /  =  /o-h^^ 

(i-x)  t  =  to—  e', 

8.  Équipoltence  d' un  segment  de  droite.  —  Soit  AB  un 
segment  rectiligne  donné.  L'équJpoUencc  de  la  droite  indéfînie 
peut  être  supposée  écrite     • 

si  bien  que  A  correspond  à/  =  o,  etBà/  =  i. 

La  formule  (9)  nous  donnera  donc  /=  _^  ^>  et  réquipollence 
du  segment  AB  sera 

^i3^  OM  = 

I  -h  e^ 

9.  Equipollence  d'une  semi-droite.  —  La  semi-droîte  AX, 
partant  de  A  dans  la  direction  AB,  a  pour  équîpollence 

(i4)  0M  =  OAh-ct.ab. 

La  semi -droite  AX',  de  sens  contraire,  est  représentée  par 

(i5)  OM  =  0A~  e-TAB. 

C'est  ce  que  les  formules  (11)  et  (12)  font  ressortir  immédia- 
tement. 

10.  Equipollence  d'une  figure  polygonale.  —  Connaissant 
I(îs  équipollcnces  de  plusieurs  segments  de  droites,  on  obtiendra 
réquipollence  du  système  en  les  multipliant  les  unes  par  les 
autres,  après  avoir  rendu  le  second  membre  nul.  La  fonction 
OM  qui  détermine  un  point  de  la  figure  devient  alors  multi- 
forme. 

Ainsi,  réquipollence  d'un  angle  ABC  dont  les  colés  BA,  BC 
sont  limités  sera 

//^x.       OA-f-^^OB\/_^^       0C-4-«î7.0B\ 
(iG)  (  OM If  OM =0; 

on  peut  récrire  aussi,  en  prenant  le  sommet  B  pour  origine, 

,>M._»-^-»'-,nt-.-  »^»^-  -... 


V 
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On  formerait  de  même  réquipoUence  d'un  triangle,  d'un  poly- 
gone, avec  ou  sans  ses  diagonales,  enfin  d'une  figure  quelconque 
comprenant  des  segments  de  droites. 

H.  É quipolle nce  dhin  quadrant.  —  Nous  aurons  Téquipol- 
lence  du  premier  quadrant,  par  exemple,  de  la  circonférence  de 
centre  O  et  de  rayon  a,  en  écrivant 

et  en  faisant  dans  la  formule  (9)  ^0=  o,  /,  =  -,  ce  qui  donne,  par 
substitution  dans  TéquipoUence  ci-dessus. 


it     f^ 


(17)  OM  =  «ô*  *-^*'\ 

Les  deuxième,  troisième  et  quatrième  quadrants  auraient  res- 
pectivement pour  équipollences 


«     -t 


0M=      /ae'  '-^*\ 


ir      e^ 


OM  =-  as*  *^*\ 


«     *•' 


12.  Equipollence  d' une  rosace.  —  Nous  appelons  ici  rosace, 
en  général,  la  figure  obtenue  en  faisant  tourner  une  figure  F| 

autour  d'un  centre  O,  d'un  angle  — '->  puis  encore  d'un  angle  égal, 

et  ainsi  de  suite,  et  en  considérant  l'ensemble  des  n  figures  F|, 
F2,  . . .,  F„  ainsi  obtenues. 

Si 

OM=/(x)  =  T 

est  Téquipollence  de  la  figure  F|,  celles  des  figures  F^,  F3, ...,  F„ 
seront 

OM  =  Te", 


a  (  «  -  1 1  11 


OM  =  Tt      " 
xvni. 
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Or,  les  coefiicieDts  (Je  T  étant  justement  les  racines  /î»*""'*  de 
riinilé,  il  s'ensuit  que  nous  aurons,  en  faisant  le  produit  de  toutes 
ces  équipollences, 

(i8)  (CM)'»— T'»=  o. 

13-  Ces  exemples  nous  paraissent  suffisants  pour  bien  faire 
comprendre  Tesprit  de  la  méthode  représentative  que  nous  pro- 
posons. Cette  méthode  permet,  étant  donnée  une  figure  plane, 
aussi  compliquée  que  Ton  voudra  et  composée  de  lignes,  d'ima- 
giner et  de  construire  une  équipollcnce  qui  représentera  exacte- 
ment toutes  les  parties  de  ce  dessin,  à  Texclusion  de  toute 
autre. 

Il  y  a  plus  ;  si  dans  un  dessin  il  se  trouve  des  lignes  de  forces 
différentes,  notre  notation  permet  encore  de  faire  ressortir  cette 
circonstance,  avec  toutes  les  nuances  qu'on  désirera.  II  suffît  de 
considérer  comme  traits  du  premier  ordre  (ou  les  plus  fins)  ceux 
qui  sont  parcourus  une  seule  fois;  du  second  ordre,  ceux  qui  sont 
parcourus  deux  fois;  et  ainsi  de  suite.  Alors  toute  équipollence 
OM  —  T  =  o  d'une  figure  tracée  avec  un  trait  d'ordre  p  donnera 
lieu,  dans  Téquipollence  finale,  au  facteur  (OM  —  T)/*. 

Comme  exemple  d'une  extrême  simplicité,  nous  représenterons 
la  figure  rectangulaire  ci-contre,  figurant  une  planchette  éclairée 


par  un  rayon  oblique!  venant  d'en  haut  et  à  i;auche. 

Si  (1  est  la  base  cl  A  la  hauteur  du  rcc^tangle,  nous  pourrons 
écrire  (<S) 

(o».  ^  ^S-;/('»'  -  -  -  -,S)"(""  -  ■"  -  7:^)(»>'  -  r^^,)  =  »• 

11  serait  également  possible,  et  c'est  par  cette  remarque  que 
nous  terminerons,  d'élendre  sans  plus  de  difficullé  ces  résultats  à 
Tespace,  en  prenant  Téquipollence  d'une  ligne  sous  la  forme 
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OM  représentant  ici  un  vecteur,  et  en  suivant  une  marche  exacte- 
ment pareille  à  celle  que  nous  avons  indiquée. 

Par  exemple,  les  coordonnées  de  A  et  de  B  étant  x^^  X21  x^  et 
yiîJK2i^3  TéquipoUence  du  segment  AB  pourra  s'écrire 

0D|,  OD2,  OD3  étant  trois  lignes  de  longueur  égale  à  l'unité  diri- 
gées respectivement  suivant  les  axes  coordonnés. 


Sur  r oscillation  de  la  vitesse  angulaire  dans  le  mouvement 
dUin  corps  solide  libre  ;  par  M.  G.  Koenigs. 

•  Soit  un  ellipsoïde  d'axes  2rt;>  2^>  2  c,  que  nous  faisons  rouler 
sur  un  plan  P  situé  à  la  distance  h  de  son  centre,  tandis  que  ce 
centre  lui-même  reste  fixe  ;  supposons,  de  plus,  qu'à  chaque  in- 
stant la  vitesse  angulaire  soit  proportionnelle  au  diamètre  2R  de 
l'ellipsoïde  qui  passe  par  le  point  M  où  il  est  actuellement  tangent 
au  plan.  C'est  la  loi  de  Poinsot. 

Pour  que  le  mouvement  que  nous  considérons  soit  effective- 
ment celui  d'un  corps  solide,  il  faut  et  il  suffit  que  l'ellipsoïde 
puisse  être  un  ellipsoïde  d'inertie,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(I)  \<^,-  ' 


c*        a- 


b* 


On  sait  qu'une  des  conséquences  de  cette  inégalité,'c'est  la  non- 
existence  des  points  d'inflexion  dans  l'herpolhodie. 

On  peut  faire  rouler  des  ellipsoïdes,  de  sorte  que  l'herpolhodie 
présente  des  points  d'inflexion  ;  mais  ces  ellipsoïdes  ne  sauraient, 
dans  ce  cas,  vérifier  Tinégalité  I,  ils  ne  sauraient  être  des  ellip- 
soïdes d'inertie. 

Une  autre  conséquence  de  l'inégalité  l  a  trait  à  la  varia- 
tion de  la  rotation  instantanée  autour  du  diamètre  du  point  de 
contact. 
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Soient 

^ "^  z;*"'^ ^  "" ^ 

les  équations  de  la  polhodie,  2R  le  diamètre  du  point  de  conlacl, 

On  tire  de  ces  équations 

a*  h* 

d'où,  eu  égard  à  ce  que  ^/  >•  />  >•  c, 


A* 


—  (6«-hcî)-f-R«>o. 


_ (aî-+-c«)-i-R«<o. 

Q  ^  ^ 

Il  est  clair  que  /i-  est  compris  enlre  a-  et  c-. 
Distinguons  deux  cas, 

/r-  >  ^>*        et         /i2  <  ^>*. 

/<-  >>  />-.  —  Les  trois  inégalités  ci-dessus  se  réduisent   à    ces 
deux,  qui  entraînent  la  troisième, 

où 

R  5  =  ^2  -^  />2 __  , 

R''f=,,i_ufî_!l_L. 

Si   au   contraire    h'^<ih^^  les    trois   inégalités   se   réduisent    à 
celles-ci 

S*<Rî<  R'i. 


\ 
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où 

On  voit  que  (R',  R'')  dans  le  premier  cas,  et  (S',  R'')  dans  le 
second  sont  les  limites  de  R.  Le  rapport  p  de  la  plus  petite  valeur 
de  la  vitesse  angulaire  à  la  plus  grande  sera  donc,  diaprés  la  loi 
du  mouvement, 

R'  S' 

p  =  ir      °"       P  =  r 

suivant  le  cas. 

Discutons  ces  deux  formules. 
On  a 


On  observe  que  h^  est,  dans  le  premier  cas,  compris  entre  a 
et  b^  ;  donc  t^  —  i  est  compris  entre  o  et  — r^ —  »  —^ c^  es 


compris  entre  -|- oo  et     ^_  ,^  — c-^,  et,  hnalement,  -^  est  com- 

b^ 
pris  entre  i  et  -r-ri ir— s — rr;' 

Donc,  on  a,  dans  le  premier  cas, 

j b^ 

Dans  le  second  cas,  A^<  6^,  A'-*  est  compris  entre  fe*  et  c^ 


R'*  .        ,      a«c«' 


|j,,  est  compris  entre  les  valeurs  limites  que  Ton  obtient  en  fai- 

sant  h^  =  b^  et  h^  =  c^,  c'est-à-dire  entre  i  et  -rj-z ^-—i — rr- • 

Ainsi  l'on  a,  dans  tous  les  cas, 

b^ 


^   r   -' 


a«62— cî(«*— ^*) 
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Dans  lous  les  cas,  la  limite      -r- —-- — >—  peut  être  atteinte, 

ou  plutôt   approchée  d'aussi  près  qu'on  le  voudra;   il  suffira  de 
choisir  h^  très  voisin  de  b^. 

Maintenant,  cette  limite  peut  être  généralement  rendue  aussi 
petite  qu'on  le  voudra  ;  il  suffira,  a  étant  fixé,  par  exemple,  de 
prendre  b  et  c  suffisamment  petits.  Voilà  ce  qui  se  passera  si  l'on 
(ait  rouler  un  ellipsoïde  qu'on  pourra  choisir  arbitrairement. 

Dans  ce  cas,  le  rapport  de  la  plus  petite  rotation  à  la  plus 
grande  pourra  être  aussi  petit  qtt^on  le  von  cira  ;  et,  par  suite, 
dans  le  cours  d'une  révolution  de  rellipsoïde,  la  variation  de  la 
vitesse  angulaire  pourra  être  très  considérable. 

Mais,  si  l'on  se  borne  à  faire  rouler  des  ellipsoïdes  d'inertie,  it 
n'en  est  plus  de  même.  Il  \  a  lieu  de  tenir  compte  de  l'inégalité 

'  r*        b*       a* 

et  la  limite 

b^ 

ne  peut  plus  être  aussi  petite  (|ue  Ton  veut. 
On  a,  en  effet,  en  vertu  de  I, 


r«  - 

.1 

OU 

a 

ti,i_. 

r2(a« 

* 

<  a^b^ 

<r 

i     % 

ou 
On 

a 

donc 

n 

2  62- 

b* 

i> 

^2 

.*  A-» 

a^b^ 

a^  H-  />s  ' 

a^b*' 

a''-\-b^ 


h^ _  ^    r/2-f-  ^5 

cl  cette  liniiti*  (îUr-mêmo  peut  êln?  obtenue  si  l'on  prend  juste- 
ment 


r'-^       '' 


2/,2 


i^'-r    b- 


(auquel  cas  li*  corps  se  n'(hnt  à  une  phicjuc  plane  située  dans   le 
plan  :?  :=^  o). 
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Mais  on  a  aussi  ^ 

là  a*  -x        'À.  rt*        '2 

On  a  ainsi  toujours 

ce  qui  prouve  que  o  est  compris  entre  i  et  -r=  ou,  approxîmative- 

/•2 

ment,  ^. 

On  voit  donc  que  la  vitesse  angulaire  varie  entre  des  limites 
très  étroites,  et  que  sa  variation  maximum  n^atteint  pas  les  ■—  ou 
le  tiers  de  sa  valeur  maximum. 

On  observera  même  que  la  limite  --  ne  peut  être  atteinte  que 

/a 

si  6,  et  par  suite  c,  sont  nuls.  Mais  on  peut  approcher  de  cette 
limite  aussi  près  qu'on  le  veut,  en  prenant  des  corps  dont  Tellip- 
soïde  d'inertie  ait  un  grand  axe  extrêmement  allongé,  et  en  impri- 
mant un  mouvement  initial,  tel  que  le  plan  sur  lequel  roule  l'el- 
lipsoïde soit  à  une  distance  de  son  centre  très  voisine  de  sou 
demi-axe  moyen. 

Ces  considérations  ont  trouvé  une  application  dans  un  appareil 
que  nous  avons  fait  construire  et  qui  a  pour  objet  la  représenta- 
lion  du  mouvement  d'un  corps  solide. 

Note.  —  J'ai  publié  en  i888,  dans  le  liuUetin,  un  théorème  concernant  la  sur- 
face de  Steiner.  J'ai  appris  depuis  que  M.  Lie  avait  déjà  démontré  ce  théorème 
dans  un  Recueil  norvégien,  trop  peu  connu  chez  nous,  Archiv  for  Mathematik 
og  Naturvidenskab,  publié  à  Christiana  depuis  1876,  Hecueil  qui  contient  de 
nombreux  écrits  de  l'illustre  géomètre  norvégien,  consacrés  soit  à  des  portions 
variées  de  Géométrie,  soit  surtout  à  la  théorie  des  équations  différentielles  et  de 
leurs  transformations.  G.  K. 


Remarques  sur  la  méthode  des  périmètres  pour  calculer 
le  nombre  7z\  \)div  M.   Maurice   Fouché. 

La  méthode  dos  périmètres  repose,  comme  on  sait,  sur  la  for- 
mule qui  fait  connaître  le  périmètre  d'un  polygone  régulier  inscrit 
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de  2/1  côtés  quand  on  connaît  celui  du  polygone  régulier  de/?  côtés 
inscrit  dans  la  même  circonférence.  Dans  la  plupart  des  Ouvrages 
de  Géométrie,  on  ne  fait  pas  observer  que  les  radicaux  superposés 
qui  figurent  dans  cette  formule  peuvent  être  séparés.  Cependant 
cette  circonstance  conduit  à  des  formules  plus  simples  et  plus 
symétriques  que  celles  qui  sont  communément  enseignées.  Du 
reste,  au  lieu  de  séparer  les  radicaux  de  la  formule  classique,  il  est 
préférable  d'obtenir  directement  la  formule  définitive  par  la  mé- 
thode suivante. 

Je  désignerai  en  général  par  c*  le  côté  du  polygone  régulier  de 
n  côtés  et  d'espèce  k  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  r.  A  Taide 
du  triangle  rectangle  qui  a  pour  hypoténuse  le  diamètre  et  pour 
hauteur  7  c*,  on  obtient  immédiatement 


d'où 


et 


/»  ^         /»  /I  "~  A'   _—    ■>*/«  A* 


c?«*"=  ]-  (v^ 4 r» -h  2 /cjï  -t-  v^4 r«  —  a rc^n)y 


Pour  passer  au  périmètre  /?,  il  suffira  de  multiplier  les  deux 
membres  par  in.  Nous  nous  bornerons  aux  polygones  de  première 
espèce,  et  nous  trouverons,  en  supprimant  l'indice  A", 

Ptn  =  ^2 nr  (v/'ji nr  -\- pn  —  ^inr  —  pn). 

Pour  le  périmètre  du  polygone  circonscrit,  on  aura,  a  désignant 
l'apothème, 

P/i  _   f   _         2/'         _  xnr 

Pn        f'n        74'-*   -O,        \/Tn^  /'*  —  p7, 

Le   radical   qui    figure  dans  celte  formule  est  le  produit  des 
deux  précédents. 
.  Si  Ton  suppose  r  =  i ,  les  formules  deviennent 

'  •  '  ï  /»  -^  Pn  -7 


(  >  I  pi„  --:  /a//  W'>.n  -.   p„  -    )J'in       Pn)- 
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Ces  formules  peuvent  encore  être  notablement  simplifiées  ;  lu 
relation  (2)  peut  s'écrire 

PlH    — 


\  À/i       y  m 

Si  alors  on  pose 


V  in  ^         \  7,n 


on  aura 


(3)  P"  =  7r*«P"» 

«  n         Pn 

(  4  )  = * 

Pin         Pn.  >' 

d'où  résulte  la  suite  des  calculs. 

On  peut  aussi  se  proposer  de  calculer  aaw  et  p2«  en  fonction  de 
a„  et  fi„.  On  aura 


P'in 

4/ï 


ou,  d'après  (4), 

Mais,  d'après  les  valeurs  de  a  et  ^, 

Pn  ^  ?izLËA. 
'2/1  ?. 

Donc 

Il  résulte  de  la  formule  (4),  où  le  premier  membre  tend  vers 

I 
—  >  que 

I                  I     ««-4- Pn  aji,-t-Pt«  a4„H- p4„ 
—  =  lini  —  = —  • —  • —  •  •  •  > 

%T.  pa  '1  U  2 

ce  qui  permet  de  trouver  une  infinité  de  développements  de  t:  en 
produits  infinis.  Si,  par  exemple,  on  part  du  diamètre 

n  =  2,        />î  =  4,        «1  =  /î,        h  =  o, 
on  arrivera  au  théorème  suivant  : 

Considérons  une  suite  de  nombres  commençant  par  o  et  y/2, 
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cfl  lels  que  chaque  groupe  de  deux  se  calcule  au  mo^en  du  groupe 
précédent  par  les  formules 


-v/--7^-     ^■'\/- 


a  —  'i 

r  . 

9 


2 

le  produit  des  inverses  des  moyennes  arithmétiques  des  nombres 

de  chaque  groupe  tendra  vers  y  •  Si  Ton  fait  le  calcul,  on  retrouve, 

après  quelques  transformations  faciles,  la  formule  connue 

i:         •>.  'À  2 


2 


>/i  xZ-I-V^  v/^  +  v/^-^/â 


Sur  la  sur/ace  d' un  polygone  régulier. 

A  propos  des  polygones  réguliers,  je  ferai  observer  la  formule 
suivante,  qui  parait  peu  connue  et  qui  donne  la  surface  d'un  po- 
lygone régulier  de  n  côtés  en  fonction  du  côté  du  polygone  régu- 
lier de  n  côtés  d'espèce  double.  Il  suflit,  pour  l'obtenir,  de 
prendre  pour  hauteur  du  triangle  élémentaire  celle  qui  tombe  sur 
Tun  des  rayons  et  qui  est  égale  à  ^  cf/^^  si  k  est  Tespèce  du  polygone 
considéré.  On  trouve  ainsi  immédiatement 


\otr  sur  le  cercle  de  Jitaclnmstahl :  |)ïir  M.  Bk(;iii.\. 

Si  (Tun  point  P  l'on  nirnc  Ifs  qualn*  normales  il  une  ellipse  et 
que  1  on  considrrr  rinterseclion  dos  quatre  cercles  dt»  Joacliini- 
stahl  avec  rhvpcrbolc  r*<|uilalèro  qui  passe  par  les  pieds  de  ces 
normales,  on  obtient,  on  tloliors  dos  pieds  de  oos  quatre  nor- 
males, quatre  autres  points,  situés  sur  une  ellipse  de  forme  in- 
variable, a\anl  son  contre  au  point  l*,  et  ses  axes  |)arallèles  à  ceux 
de  Tellipse  donm-e. 

Soient  a,  ,3  les  coordonnées  du  point  P,  ot 


./•i         y- 


l'équation  do  rdlipso. 
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Un  point  quelconque  de  l'hyperbole  équilatère  peut  éti'e  repré- 
senté par  les  équations 


a*  a 
X  = 


a> 


Les  pieds  des  normales  sont  déterminés  par 

Désignons  par  ^,,  ^2»  ^s?  ^4  les  quatre  racines  de  cette  équation, 
par  Al,  A2,  Aa,  A,  les  points  correspondants,  et  par  0<  la  valeur 
de  t  relative  au  quatrième  point  d'intersection  B|  du  cercle  pas- 
sant par  A2,  A3,  A,.  Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  A|B| 
doit  être  Tinverse  de  celui  de  AsA»  ;  en  elFet,  ces  deux  droites 
sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  Thyperbole,  puisqu'elles 
joignent  quatre  points  situés  sur  une  circonférence.  Nous  avons 
donc  la  condition 


ou 

a*a«  f{—b^)  (âM^^t)(6«-he7)  ~  *' 

en  tenant  compte  de  Téq nation  (i). 
Or 

/(  —  «*)=  —  a*a*c'*, 

f{-b^)  =-b^^^c^\ 
H  est  donc  donné  en  fonction  de  t  par 


a'-\-t  b^-r-t 


—  0, 


d^où 


1       ^  ±_  I    a^  \ 

a-^-h  t        b^'  \a*-r-0       7' 

\ J    /  _^ 


y,   -II, 
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el,  en  transporlant  ces  valeurs  dans  (i)?  on  obtient 

Cette  équation  donne  les  quatre  valeurs  de  8  relatives  aux  points 
B,,  Ba,  B3,  B4.  On  voit  qu'ils  sont  situés  sur  l'ellipse 


o. 


,        .  6» 

ayant  son  centre  au  point  P(a,  p)  et  ayant  pour  demi-axes  -j 


Expression  du  produit  des  coefficients  du  binôme  ; 

par  M.  C.-A.  L.visant. 

Les  coefficients  du  développement  (i  -f- x)"  sont,  à  rexceptîon 
des  deux  extrêmes,  Co  =  i,  C/,  =  i,  représentés  par  les  expres- 
sions 


I  ! ( n  —  I) !  2 ! ( /i  —  a ) !  ( /i  —  i ) î  1  ! 

Le  produit  de  tous  les  coefficients  de  ce  développement  est 
donc 

"""  [iÎ2!...(n-i):]*' 
Le  numérateur  peut  s'écrire 

^n_t  3„_i    /„_,      j^n  —  I  )'»-».«'»-», 

et  le  dénorainalcur 

.j,S«-V.3t«-6. 41/1-8.  _(  „  _  ,^î. 

Par  conséquent, 

ou,  en  groupant  les  termes  qui  ont  des  exposants    égaux   el  de 
signes  contraires, 

'•.=(")• '(■■^l'-i;-^)"  ■'•••■ 


—  m  — 

Si  n  est  pair,  le  dernier  fadeur  a  pour  exposant  l'unité  et  est  égal  à 


n 

hi 

o. 


;  si  //  est  impair,  ce  dernier  facteur,  égal  à  l'unité,  a  pour 

•2 

exposant  zéro. 

Dans  ce  dernier  cas,  il  est  évident  que  P„  est  un  carré. 

Par  exemple,   le  produit  des  coefficients  de  (i  -hn)*,  ou  i,   6, 

i5,  20,  i5,  6,  I  est  égal  à  (^-j    (^^^  (^^^ 

Le  produit  des  coefficients  i,  7,  21,  35,  35,  21,  7,  1  de(i  -f-zi)^ 
est 


(O'(^)'(O' 


Il  résulte  de  l'expression  même  de  P«  que  Ton  a,  pour  le  rap- 
port des  deux  produits  se  rapportant  à  des  puissances  consécu- 
tives, 

Pn  n\ 


Propriété  des  surfaces  algébriques;  par  M.  C.-A.  Laisamt. 

(Séance  du  4  décembre  1889.) 

Dans  Tune  des  dernières  séances  de  la  Société  mathématique, 
M.  Fouret,  après  avoir  donné  une  démonstration  fort  simple 
d'un  beau  théorème  sur  l'élimination  dû  à  Liouville,  en  a  déduit, 
à  l'aide  de  considérations  empruntées  à  la  Mécanique,  une  pro- 
priété générale  de  toutes  les  courbes  algébriques,  dont  M.  Humbert 
avait  fait  antérieurement  l'objet  d'une  Communication,  et  que  l'on 
peut  énoncer  ainsi  : 

Le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  des  normales 
menées  de  chacun,  de  ces  points  à  une  courbe  algébrique  soit 
constante  est  une  conique. 

Lorsqu'on  fait  varier  la  somme  donnée,  les  coniques  obtenues 
restent  concentriques  et  homothé tiques. 
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Le  centre  commun  de  toutes  ces  coniques  est  un  point  remar- 
quable du  plan  de  la  courbe;  il  jouit  de  cette  propriété,  que  la 
somme  des  carrés  des  normales  quon  peut  mener  de  ce  point 
à  la  courbe  est  minimum. 

Une  propriété  tout  à  fait  semblable  a,  paraît-îl,  été  établie  par 
M.  Humberl  pour  les  surfaces  algébriques,  au  moyen  d'artifices 
ingénieux  qui  évitent  les  calculs  très  compliqués  auxquels  la 
question  semble  au  premier  abord  devoir  conduire. 

Le  but  de  la  présente  Note  est  de  démontrer  cette  remarquable 
propriété  des  surfaces  algébriques  par  un  procédé  purement  ana- 
lytique, sans  recourir  à  aucune  considération  étrangère  à  la  ques- 
tion elle-même. 

Pour  y  parvenir,  je  rappellerai  tout  d'abord  la  proposition  sui- 
vante, relative  à  la  théorie  de  l'élimination  : 

Si  l'on  a,  outre  plusieurs  inconnues,  en  nombre  quelconque 
x^y^  z^  ty  w, . . .,  plusieurs  équations,  en  nombi^e  inférieur  à 
celui  des  inconnues, 


//»(^,J^-»^'^•••)  =  o, 


et  si  l'on  suppose  que  les  degrés  de  ces  équations,  par  rapport 
à  l'eksemble  des  inconnues  {et  non  pas  seulement  à  telles  ou 
telles  d'entre  ces  inconnues)  soient  respectivement  /?,,  n^j  ..., 
//y,,  le  degré  de  V équation  finale,  par  rapport  à  Vcnsemble 
des  inconnues  restantes,  lorsqu''on  éliminera  p  —  i  des  incon- 
nues,  sera  au  plus  égal  à  n^  n^.  » .  np  [^), 

Cette  propriété  admise,  arrivons  à  la  question  géométrique  que 
nous  avons  en  vue.  Soit 

l'équation  d'une  surface  algébrique. 

(Considérons  un  point  M,  dont  les  coordonnées  soient  a,  p,  y, 


(')  M.  Foiiret  a  donnr,  il  y  a  quelques  années,  dans  le  BuUetWy  une  démon- 
slration  de  «e  thrnrèine  basée  sur  le  piineipe  de  correspundanre  (t.  Il,  p.  la-). 
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cl  menons  par  ce  point  les  normales  à  la  surface.  On  volt  que  les 
points  d'incidence  de  ces  normales  seront  donnés  par  les  inter- 
sections communes  de  la  surface  (i)  et  des  surfaces  représentées 
par  les  équations 

(  2  ) Q  >         —  • 

X  —  a       jr — p  X  —  a        z — y 

Si  Ton  met  ces  équalions  (2)  sous  forme  entière,  il  est  visible 
qu'elles  sont  du  même  degré  n  que  la  surface  (1),  soit,  en  général, 
par  rapport  à  chacune  des  lettres  x^  y^  ^,  soit  par  rapport  à  Vert- 
semble  des  lettres  x^y^  3,  a,  j3,  y. 

Si  donc,  entre  ces  trois  équations  (i),  (2),  nous  éliminons j/'  et  5, 
par  exemple,  Téquation  résultante,  de  degré  n^  en  x^  sera  également 
de  degré  n^  par  rapport  à  l'ensemble  des  lettres  x^  a,  p,  y,  d'après 
la  propriété  énoncée  ci-dessus.  Nous  pouvons,  en  conséquence, 
récrire 

(3)  x"'-^  F,(a,  ?,  Y)-r'"-«-h  F,(a,  p,  Y)x«'-«-f- . . .  =  o, 

F,,  F2, . . .  représentant  des  fonctions  de  a,  ^,  y  dont  le  degré  est 
égal  à  l'indice. 

De  même,  l'élimination  de  z,  Xy  puis  de  x^  y^  nous  donnerait 

(4)  J'''-^  G,(a,  p,  Y)y«'-'-+-  G,(a,  %  ^)y^'-^-\- . . .  =  o, 

(5)  z^'^  ni(a,  p,  Y)5"'-i  -h  H,(a,  p,  7)5'"-»  -t-  . . .  =  o. 

Ces  trois  équations  résolues  donneraient  les  coordonnées  des 
points  d'incidence  des  /i'  normales  issues  du  point  M. 

La  somme  A^  des  carrés  des  distances  de  M  à  ces  n'  points 
d'incidence  est 

ou 

,i3(a2H-  ps-+-Y«)  — 222^  — apS^— 2Y2^-hSar«-+-S7«-l-2^«. 

Or  les  équations  (3),  (4),  (5)  nous  montrent  qu'on  a 

v^  =.  _  F,(a,  p,  Y  ),         2:7  =  -  G,(a,  p,  y),         S^  =-  Hi(a,  p,  y), 

v^2=F?_.^Fj  =  J,(a,p,Y), 

v;î2^Pi(a,p,Y). 
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L'équation  du  lieu  du  point  M  est  donc 


Le  lieu  cherche  est  donc  une  surface  du  second  ordre.  Lorsqu'on 
fait  varier  A-,  le  centre  reste  invariable,  de  même  que  les  direc- 
tions et  les  rapports  mutuels  des  axes. 

Si  nous  écrivons  Téquation  de  cette  surface  sous  la  forme 

(7)  S,(a,?,Y)  =  ^'> 

et  si  ao,  Po^  Y«  ''cprésentent  les  coordonnées  du  centre,  il  est  clair 
que  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  des  normales,  qui  corres- 
pond précisément  à  ce  centre,  est 

Si(ao,  ?o,  To). 

Ainsi  se  trouve  établie,  par  une  analyse  bien  simple,  la  propo- 
sition suivante,  relative  aux  surfaces  algébriques  : 

Le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  des  normales 
menées  de  chacun  de  ces  points  à  une  surface  algébrique  soit 
constante  est  une  surface  du  second  ordre, 

Lorsqu^on  fait  varier  la  somme  donnée,  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  obtenues  restent  concentriques  et  homo  thé  tiques. 

Le  centre  commun  de  toutes  ces  surfaces  jouit  de  cette  pro- 
priété, que  la  somme  des  carrés  des  normales  qu^ on  peut  mener 
de  ce  point  à  la  surface  algébrique  est  minimum. 

Il  serait  intéressant  d'étudier  les  particularités  diminuant  le 
nombre  n^  des  normales  qu'on  peut  mener  à  la  surface  d*un  point 
quelconque.  J'ai  voulu  me  borner,  dans  celte  Note,  à  rexamen  de 
la  propriété  générale. 
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Nature  des  racines  de  C équation  du  quatrième  degré; 

par  M.  Félix  Lucas. 

Prenons  l'équation  du  quatrième  degré  sous  la  forme 
(i)  az^-\-  ^bz^-h^cz^-h  Zdz-^  e  —o. 

En  identifiant  son  premier  membre  avec  celui  de  Téquation 


Ci) 

et  posant 

(3) 


rt(  s' -H  '2 /M -3  -h  /l  )(  5* -h  2/?  Z  -h  ^  )  =  O 


n  -\-  q  —  2  mp  =  6  X , 


on  obtient  les  cinq  équations 


(4) 


ni  -h 

P 

i= 

—  » 
a 

mp 



c 
a 

n  -h 

9 

= 

A- 

^  a 
mq 

-4- 
-1- 

np  = 

id 

j 
a 

nq 

,    , 

c 

—  ï 
a 

A, 


entre  lesquelles  on  peut  éliminer  facilement  les  auxiliaires  m,  /i, 
/?,  q.  On  trouve  ainsi  la  résolvante  du  troisième  degré  en  X,  à  la- 
quelle on  peut  donner  l'une  ou  Tautre  des  formes  suivantes 


(5) 


(5') 


a  h  r  -H  2  ^  X 

6  c  —  ^X  d  =  o, 

r  -f-  2  a  A  d  r 

abc 
Iflr'Xs— rt(ae  —  4Aé/-H  3c*)X -f-|   6     c     d 

c     d    e 


—  o. 


Posons,  pour  simplifier  les  écritures  qui  vont  suivre, 


((i) 


4a*P  =  —{ae-^  \bd-h  3c*), 

<t     b     c 
4a3Q^_      b     c     d 

r      r     f 


—  ace  -f-  ibcd—  ad^^  eb^  —  c'. 


L'équation  résolvante  deviendra 

(7)  X^-t-  pX-4-Q  =  o. 


XVIII. 


lO 


(8)  .^,,     ^,  ,     .^.,      j^,  ,      ^,,     ^^, 
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Elle  admel  irois  racines  >/,  a",  a'",  au  moyen  desquelles  on  peut 
former  les  six  rapports 

V     ).'     A'     X"     i'^     r 

A 

et  qui  satisfont  à  la  relation  . 

(9)  X  H- À' -+- À*"  =  o. 

Si  l'on  désigne  un  quelconque  des  six  rapports  (le  premier,  par 
exemple)  par  /*,  le  système  de  ces  rapports  peut  s'écrire 

I  ï  ^  I  -f-  r  r 

(10)  r,     -, y     — (i-hr), » 

/•  I  H-  r 


Leur  produit  est  égal  à  i ,  et  leur  somme  est  égale  à  —  3.  Ce  sys- 
tème de  rapports  n'est  pas  modifié  si  l'on  change  r  soit  en  ->  soit 

en  — (i-f-r);  il  en   résulte  que  les  six  rapports  sont  les  racines 
de  l'équation 

(II)      r«-+-3r»H-(H-h3)r*-+-(aH-Hi)r»-h(H-+-3)rîH-3r-+-i  =  o, 
qui  peut  ainsi  s'écrire  sous  les  deux  formes  suivantes  : 

(I  f  bis)        [  r(i  -h  r)P-h  H [r(i  -h  r)p-+-  3[r(i  -f-  r)]  -f- 1  =  o, 
(il  ter)  (r«-+-  r-h  i)5-t-(H  —  3)r*(n- r)*=  o, 

et  dans  laquelle  entre  un   paramètre  H  à  déterminer.  Or  l'équa- 
tion (f  I  bis)  donne 

On  a,  d'autre  part,  par  l'équation  (^),  en  tenant  compte  de  (9), 

<  13)  -^,  -  '"'"''^r  -^  r  ^  p)'"  "  ~  ^• 

Cela  posé,  désignons  par  ^,,  z^t  ^3,  z^  les  racines  de  Téqua- 
tion  (i);  nous  aurons,  d'après  les  formules  (2)  et  (3),  pour  valeurs 
des  trois  racines  de  la  résolvante, 

4  A     =  Zi  53  — f-  ^2  Z^  —   O    --  1 

a 

c 

i\\)  ^  4À'' =  C|w4-f- ;;j-33— f)  -  , 

a 

c 

•4  A      —   **!  *»!  ~T-  -^3  ■•i  —  O   —  • 

a 


V 
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Les  six  rapports  anharmoniques  des  racines  de  l'équation  (i) 
peuvent  s'exprimer  très  simplement  au  moyen  de  ces  trois  racines. 
Il  est,  de  plus,  à  remarquer  que  ces  six  valeurs  correspondent  une 
à  une  avec  celles  des  six  rapports  (8);  on  a,  par  exemple,  en  re- 
crard  de 

le  rapport  anharmonique 

_  r—V  _  2r-hi 

P~  X*-X"'  ~    r-^'i' 

La  corrélation  des  r  et  des  p  s'exprime  par  Téquation  homogra- 
phique 

(î5)  pr  -{-  2p  —  2r  —  i  =  o. 

La  formule  (i3)  et  Téquation  (i  i  ter)  donnent 

ri6^  P»  _       (r«^-r4-i)\ 

^  ^  Qj  -         r*(i-Hr)«    ' 

en  remplaçant  r  par  -^ >  on  trouve 

^''^  Q«       ^^rpH-i)»(p  — •2)»(2p-i)î' 

On  sait  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  quantités  z  ne 
change  pas  si  Ton  remplace  ces  quantités  par  d'autres  ayant  avec 
elles  la  relation  homographique 

(i8)  azz'-h^z-hyz' -^0  =0; 

s'il  s'agit  des  quatre  racines  de  l'équation  (i),  leur  transformation 
peut  s'obtenir  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  en  5'  dans  le  premier 
membre  de  l'équation,  et  multipliant  ensuite  par  (a^'H-  P)*  pour 
ramener  à  la  forme  entière.  Le  résultat  serait  le  même  si,  dans  la 
forme 

(19)  a5*-t-46-'Ç-+-6c^«Ç«-h4rf-3Ç»-f-<?î:S 

on  remplaçait  z  par  — (ys -h  0)  et  Ç  par  a^H-  p,  en  faisant  en- 
suite ^=  i;  il  en  résulte  que  les  rapports  anharmoniques  p  sont 
des  invariants  absolus  de  la  forme  (19);  il  en  est  de  même,  par 

conséquent,  de  l'expression  ^  et  des  rapports  r  des  racines  de 
l'équation  résolvante. 
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Les  six  valeurs  d\in  rapport  anharmonique 


I  _p__       £-2 


(ao)  p,     -, -,      I  — p 

p       I  —  p  (^  —  1  j> 

sont  toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires  :  la  condition  de  leur 
réalité  est  la  même  que  celle  de  la  réalité  des  r  et,  par  conséquent, 
que  celle  de  la  réalité  des  X  (si  Q  n^est  pas  nul).  Lorsque  Féqua- 
tion  donnée  (i)  du  quatrième  degré  a  ses  coefficients  réels,  la  con- 
dition de  réalité  des  rapports  anharmoniques  de  ses  quatre  ra- 
cines est 

Or,  pour  que  les  rapports  anharmoniques  des  quatre  affîxes  3|, 
^2,  -33,  ^4  soient  réels,  il  faut  et  il  suffit  que  les  points  racines  cor- 
respondants soient  en  ligne  droite  ou  soient  les  sommets  d^un 
quadrilatère  inscriptible  dans  une  circonférence. 

Cela  posé,  admettons  que  les  quatre  racines  de  Féquation  (i) 
soient  inégales.  Si  elles  sont  toutes  réelles,  elles  déterminent 
quatre  points  en  ligne  droite  sur  Taxe  des  x\  si  elles  sont  toutes 
imaginaires  (conjuguées  deux  à  deux),  elles  forment  un  trapèze 
isoscèlc  inscriptible  dans  une  circonférence;  dans  les  deux  cas 
leurs  rapports  anharmoniques  sont  réels;  par  conséquent  l'iné- 
galité 

(21)  4P^H-'27Q«<0 

indique  que  les  racines  de  Téqualion  (i)  sont  toutes  réelles  ou 
toutes  imaginaires. 

Inversement,  Tinégalitc 

(29.)  4P'-+-27Q2>0 

doit  indiquer  que  Téqualion  a  deux  racines  réelles  et  deux  imagi- 
naires; dans  ce  cas,  en  effet,  les  quatre  racines  déterminent  les 
sommets  d'un  quadrilatère  qui  n'est  pas,  en  général,  inscriptible 
dans  une  circonférence.  Ce  quadrilatère  devient  inscriptible  s'il 
est  bircctangle;  les  rapports  anharmoniques  p  ainsi  que  les  rap- 
ports r  deviennent  alors  réels,  bien  que  deux  racines  de  l'é- 
quation A  restent  imaginaires  en  vertu  de  l'inégalité  (22).  Pour 
qu'il  en  soil  ainsi,   il  est   ne'cessairc  que  Féquation   en  A  ait   une 
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racine  nulles  on  a  donc  Q  =  o  et  P  >>  o  :  les  quatre  racines  3i,  52, 
^3,  z^  forment  alors  deux  couples  harmoniques. 
L'égalité 

(23)  41''-^--^7Q-  =  o 

représente  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Téqualion 
en  X  ait  deux  racines  égales;  les  formules  (i4)  indiquent  que  c'est 
également  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation 
donnée  (1)  ait  deux  racines  égales. 


Sur   une  simplification  à   un   calcul  de  Lamé  relatif  à  un 
changement  de  variable;  par  M.  Maurice  Fouché. 

Dans  son  travail  sur  les  coordonnées  elliptiques,  Lamé  s'est 
trouvé  conduit  à  traiter  le  problème  général  suivant  : 

Si  l'on  remplace  les  coordonnées  rectangulaires  Jr,y,  z  d\in 
point  de  r espace  par  les  coordonnées  curvilignes  p,  p,,  p^  défi- 
nies au  moyen  des  trois  équations 

if  (^,r^-)  =  ?i 

qui  représentent  trois  surfaces  orthogonales,  et  si  V  est  une 

fonction  quelconque    de  x,  y^  z,    on  propose  d'exprimer  la 

quantité 

rf*V       d^\       d^\ 

""  dx^        dy^        dz^  ' 

au  moyen  des  dérivées  par  rapport  à  p,  pi,  p^  des  trois  quan- 
fi  tés  h  y  /i|,  /i-2  définies  par  les  équations 

!*î=(Èy-(i)'-(iï)'' 
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La  solution  qu^il  en  donne,  et  qui  se  trouve  reproduite  daos  le 
Traité  de  Calcul  différentiel  de  M.  Bertrand,  exige  une  série  de 
calculs  un  peu  longs.  Je  suis  parvenu  au  même  résultat  d'une  ma- 
nière beaucoup  plus  rapide,  qu'il  m'a  paru  intéressant  de  faire 
connaître,  d'autant  plus  que  cette  question,  dans  le  cas  particu- 
lier 011  les  trois  surfaces  p,  pi,  p^  sont  des  quadriques  horoofo- 
cales,  a  fait  partie  du  concours  d'agrégation  il  y  a  quelques  an- 
nées (i  883). 

Je  rappellerai  d'abord  les  principaux  points  de  la  méthode  de 
Lamé. 

i"  Si  l'on  dilTércntie  Téquation 

dS  ^d\  d^       d\  dpi        dV  dpt 
dx        é/p   dx       dpi   dx        dpi  dx  ' 

et  les  équations  analogues  relatives  k  -r-  et  -j;  9  on  voit  facilement 
que  AV  se  met  sous  la  forme 

.yr        I.,  ^V         ,,  d^y  ,,  rf«V         d\  ^  d\  ^  dV  ^ 

de  sorte  qu'il  suffit  de  calculer  les  expressions  Ap,  Api,  Ap2. 

2°  Pour  y  arriver,  on  commence  par  chercher  entre  -r-  ^  ;y    '  '  *  * 

et  -7- >  -^,...  des  relations  qu'on  obtient  en  diflerentiant  totale- 
dp     dp  * 

ment  les  équalions  (i)  et  en  tenant  compte  de  ce  que  les  surfaces 
sont  orthogonales.  On  arrive  ainsi  aux  oqualions 

dp        dx  dp         dy  dp        dz 

et  deux  autres  analogues. 

3"  Si  maintenant  on  diDTércntie  successivement  les  équations 
qui  expriment  que  les  surfaces  sont  orthogonales,  savoir 

dx  dx        dy   dy        dz   dz 


et  deux  autres  analogues,  par  rapport  à.r,j)',  z,  et  si  Ton  remplace 

dp 

dx 


do 
dans  les  équations  résultantes  les  dérivées  -t"  »  •  •  •  par  leurs  valeurs 


—  iSl  — 

tirées  de  (3),  on  obtienl  le  résultat  remarquable 

dp       d^ 

avec  huit  autres  équations  qui  procèdent  de  celles-ci  par  les  per- 
mutations des  indices  ou  des  lettres  j?,  y^  z, 

4**  C'est  à  partir  de  ce  point  que  la  méthode  que  je  propose 
commence  à  difl'érer  de  celle  de  Lamé.  Lamé  formait  des  équa- 
tions linéaires  contenant  les  trois  inconnues  Ap,  Ap,,  Ap^  :  je  vais 

calculer  directement  chacune  d'elles.  Si  Ton  considère  -^  comme 

cix 

une  fonction  de  p,  p,,  p^,  on  aura 

d^  d^  d^ 

d^  p  _       dx  dp  dx  dpi  dx  dp% 

dx*  ~     dp     dx         dpi     dx         dpt     dx 
ou,  d'après  (4), 

d"^  d^  d^ 

d^p  _  dp       dx       h*  dpx       dx        h*   dpt       dx 

dx*       dx     dp         h}   dx      dp  h\   dx      dp 

On  aura  deux  équations  analogues  donnant  ^-^  et  -^;  en  ajoutant 
ces  trois  équations,  on  a  immédiatement 

^  ~  'À    dp         2  hl    dp         2  hl    dp 

ce  qui  est  le  résultat  cherché.  On  le  met  facilement  sous  la  forme 
habituelle.  On  a  successivement 

__  ,  j  /  I  rfA        I    dhi 1^  dhf\ 

^  ~"       \h  dp        h\    dp         h%    dp  1^ 


et  enfin 


Ap  =  A"^(logA  — logA,  — logA,) 


rflog 


Ap  =  h- ^ 

^  dçt 


On  aurait  de  même 


^?i 
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Ap,  =  A| 


qui  sont  bien  les  formules  de  Lamé. 


Méthode  d' approximation  pour  calculer  le  moment  df" inertie 
et  la  position  du  centre  de  gravité  d'une  aire  plane  ;  par 
M.  Béghim. 

On  emploie  généralemenl,  pour  faire  ces  calculs,  les  formules  de 
Thomas  Simpson,  dont  Tapplicatioii  est  assez  pénible,  à  cause 
des  nombreuses  multiplications  qu'elles  nécessitent  ;  néanmoins, 
comme  elles  supposent  le  même  mode  de  division,  elles  peuvent 
présenter  des  avantages,  lorsque  la  courbe  proposée  n'est  pas 
tracée. 

Mais,  lorsque  la  courbe  est  tracée,  ce  qui  est  le  cas  général,  et 
que  par  conséquent  la  mesure  des  segments  déterminés  par  des 


parallèles  à  l'axe  des  moments  ne  présente  aucune  difficulté,  on 
[)cut  opérer  beaucoup  plus  simplement. 

L'aire    proposée    étant    supposée    partagée  par  des    parallèles 
à   Taxe    XY,    considérons   deux   parallèles    consécutives    r//i/  et 


^'/.f  I  hi^\ . 
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Posons 

aibi  =  Xi, 

et  désignons  par  y,-  et  J7^.|  leurs  dislanccs  à  XY. 

Si  nous  assimilons  la  bande  rt/fe/rti+ifez+i  à  un  trapèze,  son 
moment  d'inertie  sera  compris  entre  ceux  des  deux  rectangles  qui 
ont  pour  bases,  l'un  Xi  et  l'autre  jt/^i  et  pour  hauteur  (j^,^.i  —  yf). 
Étendons  à  chacun  d^eux  l'intégrale  double 

ffy^dxdy, 
nous  trouvons 

et 

Le  moment  d'inertie  du  trapèze  ctibiai^^bi^i,  qui  est  compris 
entre  ces  deux  valeurs,  est  sensiblement  égal  à 


-^{yU-y}) — i — 

et  nous  aurons,  pour  le  moment  cherché. 


» 


n 


0 

Assujettissons  maintenant  le  mode  de  division'  à  être  tel  que 
les  ordonnées  successives  soient  les  racines  cubiques  de  nombres 
en  progression  arithmétique  de  raison  A;  nous  aurons 


-t 


Une  méthode  analogue  peut  évidemment  s'appliquer  aux  cen- 
tres de  gravité  ;  U  désignant  l'aire  de  la  courbe  proposée,  H  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  à  l'axe  des  moments,  nous 
avons 

\}\\^ffydxdy, 

et,  pour  lo  trapèze  nibiai^ibi^^. 

_  /  y  î        y%\   _î iH  . 
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On   prendra   pour  ordonnées  successives  les  racines  carrées 
nombres  en  progression  arilhmëlique,  el  l'on  aura 


LU 


Il  est  essentiel  de  remarquer  que  chacune  de  ces  deux  éche 
peut  être  faite  une  fois  pour  toutes  sur  du  papier  à  calquer  < 
Ton  applique  sur  le  dessin.  Dès  lors  ce  calcul  ne  présente 
plus  de  difficultés  que  celui  d'une  aire  plane. 


Sur  une  propriété  d'une  chisse  de  courbes  algébriques  ^ 

par  M.  Weill. 

Etant  données  trois  courbes  cui,  (u^,  cuj  avant  pour  équations 

y^  =  Bx/*, 

y  m  =  Q,xl\ 

un  triangle  ABC  se  déplace  de  manière  que  ses  sommets  soi 
situés  sur  la  première,  les  cotés  AI3  et  BC  étant  respeclivem 
tangents  aux  deux  autres,  Tenveloppc  du  coté  AC  est  une  q 
trième  courbe  ojt  faisant  partie  du  même  système  ;  de  plus 
d'un  point  A'  de  co|  on  mène  une  tangente  A'C  à  ci>|,  puis 
point  C  une  tangente  C'B'  à  C03,  la  droite  A'B'  sera  tangente  à 
en  d'autres  termes,  on  peut  intervertir  les  sommets. 

Ce  lh/*orème,  d'une  démonstration  facile,  se  généralise  iini 
diatement  pour  une  ligne  polygonale  d'un  nombre  quelconque 
sommets,  et  il  présente  une  analogie  complète  avec  le  thron 
de  Poncelet  relatif  à  une  ligne  polygonale  inscrite  dans  une 
nique  et  dont  les  cotés  sont  tangents  à  d'autres  coniques  faîî 
partie,  avec  la  première,  d'un  même  faisceau  linéaire. 
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« 

Rayon  de  courbure  d^une  conique  ;  par  M.  A.  Mannheim. 

(Séance   du    7   mai  1890.) 

Daus  une  intéressante  Communication,  qu'il  a  faite  à  l'Aca- 
démie des  Sciences  dans  la  séance  du  i4  avril  1890,  M.  Fouret 
est  revenu  sur  ce  problème  : 

Déterminer  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique 
dont  on  connaît  la  tangente  en  ce  point  et  trois  autres  points. 

Les  curieuses  applications  qu'il  a  faites  de  la  solution  de  cette 
question  en  montrent  l'intérêt.  Ce  n'est  qu'incidemment,  et  à 
propos  d'une  de  ses  applications,  que  j'ai  donné  jadis  une  for- 
mule (*)  résolvant  le  même  problème.  Je  vais  faire  connaître 
aujourd'hui  la  marche  que  j'avais  suivie  pour  y  arriver.  Je  déduirai 
de  ma  formule  celle  de  M.  Fouret  et  une  construction  extrême- 
ment simple. 

Soient  {fig»  i)  ni,  a,  6,  c  les  points  donnés  de  la  conique  C  et 
mt  la  tangente  en  m  à  cette  conique.  Désignons  par  ^  et  /  les 
points  de  rencontre  de  cette  tangente  avec  ba  et  bc.  Appelons  u 
le  point  de  rencontre  de  ab  et  de  nie. 

Menons  sf t'  parallèlement  à  5^  et  à  une  distance  infiniment 
petite  de  cette  droite. 

En  vertu  du  théorème  de  Carnot  appliqué  à  là  conique  C  coupée 
par  les  côtés  du  triangle  s' hu^  on  a 

s' e  ,s'  l ,  hm ,  hc .  ub .  ua  =  s'a.s'b,uc,um,hl,he. 

Par  les  points  infiniment  voisins  6>,  m,  l  faisons  passer  une 
circonférence  de  cercle  qui  est  alors  le  cercle  osculateur  de  C 
pour  le  point  m. 

Désignons  par  i  le  point  où  cette  circonférence  rencontre  mc^ 
on  a 

he.hl  =  hm.hi. 


'  *f 


Tenant  compte  de  cette  égalité  et  supposant  que  la  droite  s't 


(')  Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences.   Séance  du  i5  mars  1875. 
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soil  confondue  avec  st^  la  relation  précédenlc  devient 


(I) 


sni  ,mc,ub.ua  =  sa.sb.uc.um.mi. 


Le  même  triangle  s' liu  rencontre  Tensemble  des  droites  a/w,  bc 


Fig.  I. 


et  donne,  en  verlu  du  théorème  de  Carnot, 

s' ff.s' t'  .hm.hciib.tta  r=  s' a  .s  b.ucum  .hfi^  .ht'. 


hm 


sm  sma 


Ueinplaçant  -.—  par ^  cl  supposant  que  la  droile  s  t  soit 

^     ^  /ijir  ^        sm  a/nc  ^'  ' 

confondue  avpc  sf,  celle  dernière  relation  devient 


(^) 


sm  .st  <\nsma . mcitb.  tia  r^  sa .sb.uc.um  sin  finic.mf. 
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Divisant  terme  à  ternie  Ja  relation  (i)  par  la  relation  (q),  il 

vient 

I  st       ^\x\amt 

mi       sni,nit  siiiamc 
Appelons  p  le  rayon  de  courbure  de  C  en  m,  on  a 

mi  =  ip  s'in cmtj 
portant  cette  valeur  dans  la  relation  précédente^  on  obtient 


(3) 

que  Ton  peut  écrire 


st       fiin  amt  sin  cmt 


'À  0       s  m .  m  t 


sinamc 


(4) 


2p  = 


_    tanp:cm/  tau^am/ 


1  I 

sm    .    mt 


C'est  la  relation  que  j'ai  donnée  en  iSyS. 

Il  est  facile  de  transformer  cette  expression  de  2p  en  faisant 
usage  du  théorème  suivant,  que  j'ai  souvent  appliqué  et  que  je 
considère  comme  primordial. 

On  donne  {fi g-  a)  un  angle  de  sommet  s  et  un  point  o  ;  on 


mène  de  ce  point  une  transversale  quelconque  qui  rencontre 
les  côtés  de  V angle  aux  points  a  et  6,  quelle  que  soit  cette 
transversale,  on  a 


( 1 7  )  -. — i —  =  const.  (»). 

\ao        ob I  sin.6o5 


(  '  )   Voir  mon  Cours  de  Géométrie  descriptive,  a'  édition,  p.   177. 
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Prenons  {fig-  i)  Tangle  abc  coupé  par  les  deux  transversales  st 
cl  muj  on  a 

/j_  ^  _i_\        1        ^  /J i_\         1 

\sm       mt)   siii 0/nt        \  me       mu)   smbmc  ' 


ou 

5/11        m/        \  me        mu)   smbmc 


Portons   cette  valeur  dans  la  relation  (4)   et  rétablissons  les 
sinus  au  lieu  des  tangentes,  on  a 


sinrt/wc  s'xnbmc 


s'inamt  9>\nbmt  s\ncmt 


\mc        mu  I 


qui  n'est  autre  que  la  relation  de  M.  Fouret  et  d'où  il  a  déduit 
pour  p  différentes  expressions  remarquables  par  leur  symétrie. 

Construisons  a  p.  Pour  cela  reprenons  la  relation  (3),  que  l'on 
peut  écrire 


sm.  mt 

9.û.st  =  — X  -: <iin amc. 

^  f>incmt        sm  amt 


Élevons  au  point  m  la  perpendiculaire  m/  à  me.  Cette  droite 
coupe  au  point/ la  perpendiculaire  s/ k  st.  On  a 


^  sm  sm 

mf  = 


fiin  mfs        *r<\ncml 

De  même,  en  élevant  respectivement  à  ma  et  ml  les  perpen- 
diculaires mk  et  tk,  on  a 

,  mt 

mk  = ; . 

sin  amt 

La  relation  précédente  peut  alors  s'écrire 

5ip.5/  =  mf,mks\namc  =  mf.mks'xnfmk, 

puisque  les  angles  amCy  ftnk  sont  supplémentaires. 

Le  deuxième  membre  de  cette  égalité  donne  le  double  de  l'aire 
du  triangle  y>;/A'.  Comme  ce  triangle  est  équivalent  à  sjt  dont  le 
double  de  l'aire  est  égal  kst  x  /?}/\  on  a  alors 

'Àp.st  =  st.mj\ 
ainsi 

7p  =  mj. 
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Il  suffit  donc  de  mener  la  droite  fk  pour  avoir  à  sa  rencontre 
avec  la  normale  en  m  à  C  le  point  j  qui  est  V extrémité  du 
segment  mj\  dont  la  longueur  est  double  de  celle  du  rayon  de 
courbure  de  d  en  m. 

De  là  résulte  celte  propriété  :  quelle  que  soit  la  position  des 
points  a,  6,  c  sur  C,  les  droites  telles  que  fk  passent  par  le 
même  point  y. 

Voici  comment  on  peut  arriver  à  une  autre  construction  de  2p  : 
Par  les  points  s  Qi  t  menons  respectivement  des  parallèles  à  am 
et  cm  ;  soit  o  le  point  de  rencontre  de  ces  droites  ;  on  a 

?>\nsot.ot        sina/nc.o/ 

st  —  — ^— =  — ; —  . 

sin/5(7  sinam/ 

Mais,  en  abaissant  du  point  o  la  perpendiculaire  or  sur  mj^ 

on  a 

mr  =  ot  sin  nito  =  ot  sin  cmty 

donc 

sina/wc./wr 

st  —  -. -—. -. 

sinamt.sincmt 

Portant  celte  valeur  de  st  dans  la  relation  (3),  on  obtient 

sm,mt  =  i^.mr. 

Ainsi  les  points  j\  ^,  r,  t  appartiennent  à  une  même  circon- 
férence de  cercle. 

D'après  cela,  le  point  j  est  sur  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  s  sur  la  droite  qui  Joint  le  point  m  au  milieu  du  seg- 
ment  rt. 

Celte  construction,  appliquée  au  cas  où  Von  donne  le  point  m 
dUtne  hyperbole,  la  tangente  en  ce  point,  un  second  point  o  et 
les  directions  asymptotiques  ma^  me  fait  retrouver  la  construc- 
tion donnée  par  M.  Fouret  (  *  ). 

Comme  cela  arrive  souvent,  une  construction  obtenue  pour  un 
cas  particulier  conduit  à  une  construction  générale  -,  c'est,  en 
cflel,  la  construction  donnée  par  M.  Fouret  pour  une  hyperbole 
qui  m'a  suggéré  celte  seconde  construction  de  20  pour  une  co- 
nique quelconque. 

(')  Comptes  rendus  de  r  Académie  des  Sciences.  Séance  du  7\  avrjl  1K90. 
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Comme  les  points  *  et  /  peuvent  être  trop  éloignés,  on  effectue 
alors  la  seconde  construction  de  20  en  employant  une  figure  sem- 
blable à  celle  qu^il  faudrait  tracer. 

Par  le  point  c  on  mène  la  parallèle  cs^  à  la  tangente  donnée 
mt.  Du  point  s^  on  mène  s^o^  parallèlement  kant.  On  obtient  iW| 
à  la  rencontre  de  bm  et  de  cs^  et  r^  au  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  0|  sur  la  parallèle  nit  r,  à  mr.  Au  moyen  des  points*!, 
r,,  c  et  m^y  on  détermine  y'i,  comme  précédemment  on  a  con- 
struit/à l'aide  des  points^,  r,  /,  m  :  la  droite  bj\  rencontre  la 
normale  en  m  à  G  au  point  y. 

Le  point  h  est  ici,  en  effet,  le  centre  de  similitude  de  deux 
figures  homothétiques. 

Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que  la  relation  (3)  peut  donner 
lieu  à  des  constructions  très  diverses  du  point/ et  que  le  rappro- 
chement de  ces  constructions  peut  conduire  à  des  propriétés 
géométriques  nouvelles. 


I]XTRAITS  DES   PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  «  NOVEMBRE  1889. 

l'RKSIDENCH    I)K    M.    I).    ANDRK. 

Election  :  M.  Marlin,  présenté  par  MiM.  André  el  G.  Humberl, 
esl  élu  à  Tunan imité. 

Communications  : 

M.  F.  Lucas  :  Sur  /es  racines  de  V équation  du  quatrième 
déféré, 

M.  Fouret  :  Sur  un  mode  de  génération  de  la  surface  de 
Steiner, 


SÉANCE  DU  20  NOVEMBRE  1889. 

PRRSIDKNCR   DE   M.    D.    ANDRE. 

Election  :  M.  Saraz,  présenté  par  MM  .  I).  André  el  Fouché, 
est  élu  à  r unanimité. 

Communications  : 

M.  Fouché  :  Sur  une  simplification  à  un  calcul  de  Lamé, 
relatif  à  un  changement  de  variables, 

M.  Fou  rot  :  Sur  dii^erses  applications  d'un  théorème  de 
Liouville, 

M.  Laisant  ;  Sur  quelques  propriétés  des  coefficients  du  bi- 
nôme et  du  développement  de  [x  -\-y  H-  z)'". 


XVIII.  I  I 
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SÉANCK   DU    4  DÉCEMBRE   1889. 

PRÉSIDENCE    DF   M.    I>.    ANDBK. 

Communications  : 

M.   Bioclu*    :    Sur    la    réalité    des    racines    de   V équation 

M.  Laisanl  :  Sur  les  coefficients  du  binôme, 

M.  Foiiret  :  Sur  disperses  applications  dUtn  théorème  de 
Liou  ville, 

M.  Laisanl  :  Sur  une  propriété  des  normales  menées  d'un 
point  à  une  surface  algébrique. 


SÉANCE    Dt:  18  DÉCEMBRE   1881). 

PUK<!mKNOK   1>K   M.    L\IS\NT. 

Com  m  u n  ica  t ions  : 

M.  Foiiclié  :  Sur  la  méthode  des  périmètres  pour  le  calcul 
de  t:. 

M.  Laisanl  :   Sfw  une  intégrale  trigonométrir/ife. 


SÉANCE  DU  8  JANVIER    1890. 

pnKsn>i:Nci:  ni:  m.  iiaton  dk  la  (;oLPn.LiÈRK. 

La  So('iété  procrd*^  an  rononvellonienl  de  son  Hurean. 
Com  m  u  n  ica  t  io  n  s  : 

AJ.  d'Oca^nc  :  Sifr  un  théorème  de  Chasies  relatif  aux 
courbes  algébri</ucs. 

M.  Fonrel  présente  des  observalions  sur  le  même  sujet. 

AL  Fonrel  :  Sur  les  cotangentes  des  angles  formés  par  les 
tangentes  de  deux  courbes  algébriques  en  leurs  points  com- 
muns. 
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M.  Rœnigs  :  Sur  r oscillation  de  la  vitesse  angulaire  dans 
le  mouvement  dUin  corps  solide. 


SÉANCK   DU  2â   JANVIER   1890. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    IIATO.N    DE   LA   (iOUPILLIBRK. 

Com  m  un  ica lions  : 

M.  d'Ocagnc  :  Sur  l'enveloppe  des  droites  polaires  des  points 
d' une  droite  par  rapport  a  une  courbe  algébrique. 

M.  Bioche  :  Sur  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces 
gauches. 

M.  Félix  Lucas  :  Sur  les  cercles  tangents  à  trois  cercles 
donnés. 

M.  Poincaré  :   Sur  les  fonctions  de  genre  zéro. 

M.  Bégliin  :  Sur  le  calcul  approché  des  moments  d'inertie. 

M.  Laisanl  :  Sur  la  représentation  analytique  des  figures 
planes. 


SÉANCE  DU  r>  FÉVRIER    1890. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    IIATON    DE   LA    GOUPILLIÉRE. 

Elections:  M**'*'  Lagerborg;  MM.  Kopp  el  Bjerkneess,  pré- 
sentés par  MM.  Halon  de  la  Gbupillière  et  Poincaré,  sont  élus  à 
runanimité. 

Communications  : 

M.  Béghin  :  Sur  le  cercle  de  JoachimstahL 

M.  d'Ocagne  :  Sur  r  application  des  coordonnées  parallèles 
à  V étude  des  courbes  algébriques. 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  transformations  infinitésimales  qui  con- 
'servent  les  aires  et  sur  un  paradoxe  géométrique, 

M*''*^  Lagerborg  :  Sur  un  nouveau  cas  d* intégration  du  mou- 
vement dUtn  corps  solide  autour  dUtn  point  fixe. 
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M.  Kopp  :  Sur  fa  variation  des  intégrales  doubles. 


SÉANCE  DU  19  FÉVRIER  1890. 

PRÉSIDENCE   DR   M.    IIATON  DE  LA  GOUPILLIÂRE. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  un  théorème  de  Chasles. 

M.  Bioche  :  Sur  les  lignes  de  courbure  des  sur/aces  gauches 
possédant  une  propriété  donnée, 

M.  RalTy  :  Sur  certaines  sur/aces,  rapportées  aux  para- 
mètres des  lignes  asymptotiques. 


SÉANCE  DU  5  MARS  1890. 

PRÉSIDENCE  DE  U.   VICAIRE. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  sur/aces  réglées  qui  passent  par  une 
courbe  donnée, 

M.  Fourel  :  Sur  la  méthode  d'approximation  de  Ne^vton. 

M.  Carvallo  :  Sur  l'extension  de  la  méthode  de  Griiffe  pour 
la  résolution  numérique  des  équations. 

M.  Lucas  :  Sur  la  résolution  électrique  des  équations.  Sur 
les  polygones  inscrits  à  une  conique. 


SÉANCE   DU   19  MARS   1890. 

PRÉSIDENCE  DE   M.   LAISANT. 

Communications  : 

M.  Béghin  :  Sur  les  courbes  anallagmatiques , 
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M.  Rafly  :  Sur  les  sur/aces  réglées  dont  r élément  linéaire 
appartient  au  type  de  Liouville. 

M.  Kopp  :  Sur  Inéquation  aux  dérivées  partielles 

\dxdy]         âjT^  âjr^ 


SÉANCE   DU  2  AVIUL   1890. 

PRÉSIDENCB   DK   M.   UATON  DE  LA   GOUPILLIÈRE. 

Communications  : 

M.  Fourel  :   Sur   la  généralisation  de  certains   théorèmes 
fondamentaux  relatifs  aux  coniques. 


SÉANCE  DU  16  AVRIL  1890. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    HATON   DE   LA  GOUPILLIERE. 

Communication  : 

M.  de  Presie  :  Sur  le  développement  en  série  du  quotient  de 
deux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  la 
variable. 

M.  Fourel  :  Sur  la  détermination  du  centre  de  courbure 
dUine  classe  de  courbes,  comprenant  les  courbes  triangulaires 
symétriques,  les  paraboles  et  hyperboles  des  divers  ordres. 


SÉANCE   DU   7  MAI    1890. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    IIATON     DK    LA   UOUPILLIÈHK. 

Communications  : 

M.   Foiirct  :   Sur  un    théorème  de  J/.   Jamet  relatif  aux 
rnurbrs  triangulaires  symétriques. 
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M.  Ropp  :  Sur  r équation 

M.  Laisant  :  Sur  quelques  formules  relatives  aux  fonctions 
hyperbo  liq  ues . 

M.  Fourcl  présente  de  la  part  de  M.  Mannheim  :  Uneconstruc- 
tion  du  centre  de  courbure  en  un  point  d'une  conique,  quand 
on  connaît  la  tangente  en  ce  point  et  trois  autres  points  de  la 
courbe. 


SÉANCE   DU2i    xMAI   1890. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    IIATON   DR   LA   GOUPILUERR. 

Elections  :  MM.  Zaremba,  docteur  es  sciences,  présenté  par 
MM.  Darboux  et  Raffy;  Gebbia  et  Gerbaldi,  professeurs  à  l'Uni- 
versité de  Palernie,  présentés  par  MM.  (luccia  et  G.  Ilumbert, 
sont  élus  à  Tunanimité. 

Communications  : 

M.  Fourel  :  Sur  une  s\ote  insérée  aux  Comptes  rendus,  et 
une  ^généralisation  d'un  théorème  de  M.  Ilumhert. 

M.  llumberl  :  Sur  certaines  aires  ellipsoïdales. 

M.  F.  Luras  :  Sur  les  points  communs  à  deux  coniques. 

M.  Garvallo  présente,  de  la  part  de  M.  Antomari  :  Une  déter- 
mination analytique  des  axes  de  la  section  plane  d'une  qua- 
drique. 


SfiANCK    DU    i  JUIN   1 8îM). 

PRKSinKNCK    DK    M.    DOClCiM:. 


Communications  : 

M.  F.  I^ucas  :  Sur  l' intersection  de  deux  coniques. 
M.  Fouret  :  Sur  la  (Communication  précédente. 
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1872.  lENRY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (  Ardèche). 

1882.     BEiVRY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  a,  rue  Jean-de-BeauTais,  à  Paris. 

1873.  BERllTE,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, a,  à  Paris,  S.  P. 

1875.     HIRST,  Athenseum  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

1879.  nOLST  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrude,  /|9,  à  Christiania  (Norvège). 
1872.     BODBIGANT,  chef  de  baUillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1872.  HUGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saiuts-Pères, 

i/|,  à  Paris. 

1880.  HIMBERT,  ingénieur    des    Mines,    répétiteur  à    l'École  Polytechnique,    16,  boulevard 

Maleslierbes,  à  Paris. 

1887.     IBRAHIM  EFKE\D1,  professeur  de  Mathématiques  à  TÉcule  impériale  civile  de  Médecine, 
à  Constanlinople  (Turquie). 

1881.  IMBER,  professeur  à  l'École  Colbcrt,  rue  Chàlcau-Landon,  37,  à  Paris.    * 
1887.     ISSALV  (l'abbé),  boulevard  de  Caiidéran,  365,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1873.  JAN1!V,  clief  d'escadron  au  17*  régiment  d'Artillerie,  h  la  Fère  (Aisne). 

1872.     JAYARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Curdinal-Lemoine,  i,  à  Paris. 

1889.  JOXQIIERE  (Alfred),  Docteur  en  Philosophie,  rue  Fédérale.  10,  h  Berne  (Suisse). 

1872.     JORDAIV,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varenne,  4^1 
u  Paris,  S.  P. 

1872.     JOIFFRET,  lieutenant-colonel  d'Artillerie,  à  Bourges  (  Cher). 

1875.     JlîVG,  professeur   à    l'Institut  technique   supérieur,  via   Principe    Umberto,   7,  à   Mi- 
lan (Italie). 

1880.  k(E!VlGS,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  de  Port-Royal, 

72,  à  Paris. 

1890.  KOBB  (Gustaf),  Gothembourg  (Suède). 

1882.  KROIVECkER  (IV  Léopold),  professeur  à  l'Université,  Bellevuestrasse,  i3,  à  Berlin  (Alle- 

magne). 

1881.  LACOR,  professeur  de  Mathématiques,  10,  rue  Stanislas,  à  Paris. 
1890.     LAGERBORG  (M"'),«  Hclsingrors  (Finlande). 


i 
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1873.  LAISANT,  député,  docteur  es  sciences,  avenue  Victor-Hugo,  i6a,  à  Paris. 

1875.  LAQIIIERE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Falestro  (  département  d'Alger). 

1873.  LADTB,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1881 .  LAVEISSIÈRI,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

1880.     LEAUTB,  membre  de  l'Institut,  directeur  des  études  à  l'école  Monge,  boulevard  Males- 
herbes,  i^i^  à  Paris. 

1872.     LEMOINE  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAICB,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  2t,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  LE  PONT,  rue  Saint-Jacques,  247,  à  Paris. 

1872.     LBSPIACLT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1882.     LÉVY  (Léon),  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Logclbach,  9,  à  Paris. 

1882.     LÉVY  (Lucien),  examinateur   à   l'École  Polytechnique,  rue  de  Condé,  39,  à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),  membre  de  Thistitut,  ingénieur  en   chef  des  Ponts  et  Chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  boulevard  Saint-Germain,  268,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  Ll(ilII.>!E,  professeur  h  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.     Lh'DENANIV,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  à  Kœnigsberg  (Alle- 
magne). 

188G.     LIOIVILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 
6  bisf  à  Paris. 

1880.  LORDi,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  186,  à 

Paris. 

1872.     LUCAS  (Edouard),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Charlemagne,  rue 
Koutarcl^  i,  à  Paris. 

1888       LIC4S  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  du  Trocadéro,  19, 
à  Paris. 

1886.     LVO\,  docteur  es  sciences  mathématiques,  au  bureau  de  M.  le  Baron  de  Gunsbourg, 
à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

1882.     NACiE  DE  LEPINAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    bon- 
levard  Saint-Michel,  i4,  à  Paris. 

1872.     lALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Damc-des-Champs,  44>  ù  Paris. 

1875.     lALLOIZEL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  do  l'Estrapade,  17,  à  Paris. 

1872.     lAiVi^HElM,  colonel  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe, 
11,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

1872.  lARSILLY  (le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre  (Yonne). 

188i.     MARTI!^  (Artemas),  U.  S.  Coast  and  géodésie  Survey  Office,  Washington  D.  C.  (Etats- 
Unis  d'Amérique). 

1889.  MARTIN,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  professeur   de    Mathématiques,    rue 

Lhomond,  60,  à  Paris. 

1890.  lASSIElJ,  inspecteur  général  des  Mines,  avenue  d'Antin,  18,  à  Paris. 

1886.     MAXIMOVITCH  (Vladimir),  professeur  à  l'Université,  rue  Timoficoska,  8,àKiew  (Russie) 

1889.     IIE\DIZABAL  TAMBOREL  (DE),  membredela  Société  do  Géographie  de  Mexico,  i''  de  Coia, 
n"  I  1/2,  Orizaba  (Mexique). 

188i.     MERCEREAl,  licencié  es  Sciences,  boulevard  Saint-Michel,  121,  à  Parin,  S.  P. 

1873.  NinAG-LEFFLER,  professeur  h  l'Université,  à  Stockholm  (Suéde). 

1872.     MOUTARD,  inspecteur  général  des  Mines,  examinateur  des  élèves  à  l'École  PoIyleclinii|ue, 
rue  du  Val-de-Grâce,  9,  à  Paris. 

1888.     IIIKHOPADIIVAY  (Asutosh),  professeur  de  Malhémati(|ues,  Russa  Road,  77,  Norlh  Blio- 
wanipore,  ii  Calculla  (Inde). 
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Date 

de 

admiMloa. 

1885. 
1882. 
1873. 
1888. 

1884. 

1872. 
1872. 
1882. 
1881. 

1881. 

1883. 
1874. 

1881. 
1873. 
1887. 
1873. 
1879. 

1872. 

1882. 

1882. 
1872. 
1877. 
1877. 
1872. 

1872. 
1883. 

1873. 

1871. 
1872. 
1881. 

1888. 
1872. 
1872. 

1872. 
1885. 


NKlBERfi,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

OCACNB  (d'),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Pontoise  ( Seine-«t-Oise). 

OVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso>Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 

PAPELIER  (Geor(;es%  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lyoée,  quai 
tin,  17,  à  Orléans  (  Loiret). 

PARAP,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté    des   Sciences,  rue  du  Faubourg^Staais- 
las,  59,  à  Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 

PARVEXTIER  (le  général),  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

PARRA\,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

PATDRET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Valegnat,  par  Bellenavea  (Allier). 

PAGTO.W'IER  (l'abbé),  professeur  au  collèp.e  Stanislas,  rue   Notre-Dame-des-ChaBps, 
19,  à  Paris. 

PELLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Blatin,  5i,  à   Clerinont<-Ferrud 
(Puy-de-Dôme). 

PELLETREAU,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 

PERCIN,  chof  d'escadron  ^'Artillerie,  commandant  le  4*  bataillon  de  forteresse,  à  Ver- 
dun (  Meuse). 

PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (MassachusetU),  S.  P. 

PERRI^,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Erpcll,  5,  au  Mans  (Sarthe),  S.  P. 

PEZZO  (del),  professeur  h  l'Université,  via  Geniiaro  Serra,  75,  à  Naples  (Italie). 

PBILIPPO.^i,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  ii  la  Sorbonne,  à  Paris. 

PICARD  (Emile),   membre  de  l'Institut,  professeur  à   la  Faculté  des Scienc<^s,  rue  de 
la  Sorbonne,   2,  à  Paris. 

PICQDET,  chef  de  bataillon   du  Génie,   examinateur  d'admission  à  l'École  Polytech- 
nique, rue  Rara,  9,  à  Paris. 

POIXCARE,  membre  do  l'Institut,  ingénieur  des  Mines,  professeur  à   la  Faculté  des 
Sciences,  rue  Claude-Hernard,  03,  à  Paris,  S.  P. 

POkOR^Y  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
P0L1G\AC  (prince  C.  dk),  ('k  cité  Odiot,  me  Washington,  à  Paris,  S.  P. 
POISSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers  (  Vioune). 

PRESLE  (ue),  sous-intendant  militaire  en  retraite,  rue  Moui^e,  82,  à  Paris. 
PlTZ(lc  général),  rue  Saint-Méry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 
RADAl,  rue  de  Tournon,  i'.>,  à  Paris. 

RAFFV,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Saint-Michel, 99, 
à  Paris. 

RA.\CY   {oy.)y    administrateur   de    la    Compagnie    d'assurances    /e    SoUt'i,    rue    ror- 
tnny,  5,  à  Paris. 

REIXACU  (baron  de\  banquier,  rue  de  la  Hourse,  /|,  à  Paris. 

RIRAI'COIR,  ing«!nieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Philippeville  (Algérie). 

RIROT,  professeur  de  Matliémutiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  i,  à  Dijon  (Côte> 
d'Or). 

RORI.\  (Gustave),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Chanoinesse,  a,  à  Paris. 
RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  63,  il  Paris. 
ROtART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  187,  à  Paris. 

ROIGHE  (l^ugène),  professeur  au  Conservatoire  des  A.rts  et  Métiers,  examinateur  des 
élèves  a  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 

ROIQIET,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de   l'Écolo-d'Artille* 
rie,  2,  à   Toulouse    (Haute-Garonne). 
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1872.     ROISSELIN,  professeur  au  lycée  Foiitancs,  rue  du  Rocher,  3.S,  à  Paris. 

1888.     RUSSO  (Giovanni),  professeur,  DIscesa  Case  Arse,  a,  Catanzaro  (Italie). 

1881.     SAINT-PAIL  (DccLP  de),  sous-directeur  d'Artillerie  à  l'Arsenal  de  Toulouse  (Haute^^a- 
ronne). 

1880.  S ARAZ,  professeur  de  Mathématiques,  6o,  rue  Monsieur-le-Prince,  Paris. 

1872.     SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Poudres,  professeur  à  TÉcole 
Polytechnique,  avenue  Daumesuil,  g  bis,  à  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  chef  adjoint  de  Texploilation  à 

la  Compagnie  du   chemin   de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.  SAl-VAGFi,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 

1881.  SCHLECEL  (D'  Victor),  à  Hagen  (Allemagne). 

1881.  SGnOlJTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 

1876.  SCHURERT,  professeur,  Steindamm,  107,  à  Hambourg  (Allemagne). 

1877.  SBGUY,  avenue  des  Gobelins,  28,  à  Paris. 

1882.  SÉLIVANOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  103,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (Russie). 

1883.  SIXART,   lieutenant  de  vaisseau,  répétiteur    à   l'Ecole   Polytechnique,     examinateur 

d'admission  à  l'École  navale,  rue  Miroménil,  70,  à  Paris. 

1881.  STARKOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  Deribasowskaja,  6,  à  Odessa 

(Russie). 

1879.     STEPnANOS  (D'  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 

1886.  STIELTJES,  professeur  à  la  Faculté  des   Sciences,  rue  de   Fleurance-Montplaisir,  4»  * 

Toulouse  (Haute-Garonne). 

1873.  STUDNIGkA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 

1872.     SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège),  S.  P. 

1872.     TAXNERY  (Paul),  directeur  des  Manufactures  de  l'État,  rue  de  Penthièvre,38,  Paris.  S.  P. 

1875.  TANNERY  (Jules),  sous-directeur  de  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  receveur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger  (Algérie), 

S.  P. 

1882.  TCnERICHEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie),  S.  P. 

1872.  TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  Condé,  i5,  à  Paris. 

1872.  TISSERA3(D,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 

1873 .  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (  Isère). 

1872.     TRESCA,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  château   de  Courtozé,   par   Ven- 
dôme (Loir-et-Cher). 

1872.  VACQUANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint-Michel,  12,  à  Paris. 

1884.  VAXDAME,  ancien  officier  d'Artillerie,  rue  de  la  Vignette,  65,  à  Ulle  (Nord). 
1880.  YANECEIi(J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Kralové  Hradec  (Autriche). 

1885.  YANÈGEk  (M. -M.),  professeur,  à  Kralové  Hradec  (Autriche). 

1890.     VASCHY,  répétiteur  et  examinateur    h    l'École    Polytechnique,  avenue  Bosquet,  68,  h 
Paris. 

1876.  VICAIRE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 
1888.     VITO  VOLTERRA,  professeur  à  l'Université  de  Pise  (Italie). 

1880.     WALCkE.>iAER,  ingénieur  des  Mines,  9,  rue  Bayard,  à  Paris. 

1879.     WKILL,  professeur  au  colK-ge  Chaptal  et  à  l'école  Monge,  19,  rue  Thiers,  au  Vésinet 
(Seine-ct-Oiso}. 
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1873.  WEYK  (D'  Edouard),  profcMeur  à  l'École  Pul  y  technique,  à  Prague  (Bohème). 

1872.  WEYR  (D'  Emile),  professeur  à  rUnifersité,  HaupUtrasse,  109,  à  Vienne,  III  (Autricbe;. 

1882.  WILSON,  avenue  d'Iéna,  3,  à  Paris. 

1878.  WORMS  DE  ROXILLY,  iii}rénieur  en  chef  des  Minei,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1S82.     ZABOODSKY,  capitaine  de  rArtilleric  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saîol-fe- 
tersbourg  (Russie). 

1890.     ZAREMBA,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  d'Ulm,  3^|,  à  Paris. 

1881.     ZEDTBEI,  professeur  à  l'Université,  Citadelsvcj,  9,  à  Copenha{pie  (Danemark). 


\ 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam . 
Amsterdam. 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Baltimorr.  . 

Bologne. . . . 

Bordeaux..  . 

Bruxelles. . . 

Bruxelles.. . 

Cambridge. 

Christiania. 

Coîmbre.  . . 

Copenhague . 

Cracofie. . . . 

Deift 

Dresde 

Edimbourg.' 
Gand 

Goettingue.  , 
Leipzig 

Hambourg.. 

Harlem 

Helsingfors. 
Kharkoff. . . . 

Leipzig 

Londres. . . . 
Londres. . . . 
Londres. . . . 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Archiv  fur  Mathcmatik  iinJ  Physik  (rédac- 
tcurD'  Hoppe,  Prinzenstrasse,  69.  S.  ^N .) 

Jahrbuch  ûber  die  FortschrUte  der  Mathc- 
matik (rédacteur  M.  Lampe). 

Journal  fiir  die  reine  und  angewandte  Aîa- 
thematik  (rédacteurs  MM.  Kronecker  et 
Weierstrass) . 

American  Journal  of  MathematicSy  publié 
par  l'Université  John  Hopkins  (rédacteur 
M.  Thomas  Craig). 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux- Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab 
chez  M.  Gammenncyer,  libraire,  Cari 
Johans  Gade,  33,  à  Christiania. 

Jornal  de  Sciencias  matemaCicas  e  astrono' 
micas  (rédacteur  M.  Gomes  Teixeira). 

NytTidsskrift  for  Mathematik  (rédacteurs 
MM.  Foldberg  et  Juel). 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

F.cole  Polytechnique  de  DeIft. 

Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik  (ré- 
dacteur D'  Oscar  Schlômilch). 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand, 
et  Neuberg,  à  Liège). 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Mathematische  Annalen  (rédacteur  M.Félix 
Klein,  à  Goettingue). 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  mathématique  de  Kharkofl. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxo. 

Société  astronomique  de  Londres. 
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SOCIETE  MATHEMATIQUE  DE  FRANCE 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Sur  les  surfaces  développables  ;  par  M.  Gustaf  Kobd. 

Dans  ses  travaux  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
linéaires  du  second  ordre,  M.  Picard  a  donné  une  méthode  pour 
reconnaître  s^il  existe  une  infinité  d'intégrales  régulières  passant 
par  un  contour  donné.  L^emploi  de  cette  méthode  peut  être 
étendu,  avec  quelques  restrictions,  aux  équations  non  linéaires.  Je 
veux  l'appliquer  à  une  équation  non  linéaire  très  simple,  savoir 

rt  —  5*  =  o, 

Téquation  bien  connue  des  surfaces  dévcloppables. 

Soit  z  une  intégrale  régulière  de  cette  équation  passant  par  un 
contour  fermé  donné  C,  et  soit 

5-+-  Ç 

une  autre  intégrale  régulière  passant  parle  même  contour.  Con- 
sidérons l'intégrale  double 


!/•' 


l'intégration  étant  étendue  à  tous  les  points  de  Taire  limitée  par 
la  projection  sur  le  plan  des  xy  du  contour  C. 

XIX.  1 
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Cette  intégrale  double  est  évidemment  nulle.  Nous  aurons 
ainsi 

(i)  ffa?(^  +  K)-o(z)]dxdy  =  o. 

Il  s'agit  maintenant  de  voir  si  Téquation  peut  être  vérifiée  pour 
des  valeurs  de  ^  qui  ne  soient  pas  identiquement  nulles.  Pour  des 
valeurs  de  s  très  petites,  il  suffit  de  considérer  les  termes  linéaires 
de  la  différence 

L'intégrale  double  (i)  deviendra  alors 
En  intégrant  par  parties,  on  aura 

mais,  comme  :;  s'annule  au  bord  du  contour  C,  l'intégrale  simple 
disparaît.  On  trouve  de  la  même  manière 

et,  par  conséquent,  rinlé^ralo  (>.  )  a  pour  c\|)rossion 
Or  on  a 


0^  f        O^r  ')'S 

-      -h  - —  —  •> r^  o. 

(Kr-        t)y^  OtOv 


Alors  rinlc^ralc  (:>.)  deviendra 

-//['(.sy-'(.f)'-"ii]-"- 

On  voit  immédiatement  que  le  déterminant  de  la  forme  quadra- 
tique sous  le  signe  f  est  nul  en  vertu  de  l'i'quation 


—  3  — 

Par  conséquent,  la  forme  quadratique  se  réduit  à  un  seul  carré, 
qui  peut  être  écrit  de  deux  manières,  ou  bien 

/•  \     dy       '  ôx  ) 

OU  Lien 

r\    ôx  dy) 

Mais  pour  que  l'intégrale  double  (2)  soit  nulle,  il  faut  que  la 
forme  quadratique  soit  nulle.  Ainsi  Ton  a 

r 5  ~  =  o, 

ny  Ox 

OU 

f-^-^s^  =0. 
ox  ôy 

On  voit  que  chacune  de  ces  équations  sera    vérifiée,   si  Ton 
pose 

s  doit  s'annuler  au  bord  du  contour  C.  On  aura  ainsi,  sur  le  con- 
tour C, 

Mais,  pour  toute  surface  développable,  on  a 

âx        '  \dy/ 

Par  conséquent,  sur  le  contour  C,  on  aura 

dz  ôz 

—-  =  consl.  -—  =  const., 

ôx  ôy 

ce  qui  est  impossible,  si  le  contour  n^est  pas  une  ligne  droite. 
Ainsi,  il  ne  peut  pas  exister  deux  intégrales  régulières  et  infini- 
ment voisines  de  Péquation 

rf  —  5*=  o, 

qui  passent  par  le  même  contour  fermé  C.  On  pourrait  aussi 
énoncer  ce  résultat  de  la  manière  suivante  :  «  Par  un  contour 
fermé  Cil  ne  passe  jamais  deux  surfaces  développables,qui  n'aient 
pas  de  points  singuliers  et  qui  soient  infiniment  voisines  Tune  de 
l'autre.  » 
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Propriété  géométrique  des  coefficients  du  binôme  ; 

par  M.  C.-A.  Laisabt. 

On  sait  qu'on  appelle  myosotis  la  figure  formée  par  une  série 
de  triangles  directement  semblables  OÂoAi,  OA|As,  ...  accolés 
successivement  les  uns  aux  autres.  Nous  appellerons  le  premier 
de  ces  triangles  OAo  A|  base  du  myosotis. 

Soit  un  myosotis  O  Ao  A| . . .  A;,  composé  de  n  triangles.  Appli- 

/A* 


quons  aux  sommets  Ao,  A|,  ....  A»  des  masses  proportionnelles 
aux  coefficients  i  =  Co,  C|,  ...,  C„  =  i  du  développement  de 
i^x  -\-  i)";  et  proposons-nous  de  trouver  le  barycentre  de  ce  sys- 
tème. 

Si  nous  prenons  OA©  pour  unité,  et  si  nous  posons  OA|  =  a, 
nous  avons  OA^  =  a*,  Ox\3  =  a',  . . .,  OA„  =  a",  et,  par  consé- 
quent, le  barycentre  cherché  K  est  donné  par 

,^L'  Co-f-C,AH-C,A«-f-...-4-G„A« 

iJK  —  K  =   —, —^ ^ ; — Y'' " 

I  jQ  -t-  \jt\  -+-  Ljj  -+-  .  .  .  -+-  Vj^i 

en  désignant  par  B|  le  milieu  de  AoA|. 

Si  donc  nous  construisons  le  myosotis  OAoB|  Bj. ..  B^,  de  base 
OAoB,,  le  sommet  B,,  sera  le  barycentre  cherché. 

Il  est  évident,  d'après  cela,  que  l'angle  B/iOAo  est  égal  à  n  fois 
l'angle  B|OAo.  Quand  le  triangle  de  base  OAcA,  est  isoscèle, 
tous  les  points  A©,  A|,  ...  sont  sur  une  même  circonférence  ;  et 
alors  OB,,  est  la  bisseclrice  de  A,^OAo. 


\ 
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Quand  le  triangle  OAoB,  est  isoscèle,  le  barycenlrc  est  sur  la 
circonférence  de  centre  O  et  de  rayon  OAo. 

Si  l'on  prolonge  les  droites  OA|,  OA^,  ...,  OA„,  de  telle 
sorte  qu'on  ait  OD|  =  C/OA|  =. . .,  ODn  =  C„OA„  =  OA/,,  il 
sera  aisé  de  trouver  le  centre  des  moyennes  distances  L  des  points 
Ao,  D|,  Da,  ...,  D,i_i,  A;,.  En  effet,  on  aura 

(/l-hl)L  =  GoA4-  GiA*-f-.  ..-4-  G^A»  =(14- A)". 

Si  nous  prolongeons  OB|  en  OE|  =  2OB1  et  si  nous  construi- 
sons le  myosotis  de  base  OAqEi,  c'est-à-dire  OA0E1E2. .  .E,|,  on 

OF 

aura,  par  conséquent,  OL  = ^' 

Si,   enfin,   nous  construisons  OF|  =  -7^'    OF2  =  -77-^»    ••> 

OV,t  =  -^  -  =  OA„,  et,  si  nous  appliquons  en  A©,  F,,  Fj,  ...,  A/,, 

des  masses  proportionnelles  aux  carrés  des  coefficients  CJ,  C^,..., 
C,^,  le  barycentre  G  de  ce  système  sera  donné  par  la  relation 

ll^  00  =  (I  -H  A)"  =  0E,„         00  =  pl^O»'  . 
On  peut  remarquer  que  0E„  =  2"OB«. 


Sur  la  rectification  approximative  d'un  arc  de  courbe; 

par  M.  A.-E.  Pellet. 

1.  Sur  la  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe,  prenons  des  lon- 
gueurs égales  de  part  et  d'autre  du  point  M,  ML^MU;  puis  sur  la 
normale  au  point  M  et  du  côté  du  centre  de  courbure,  une  lon- 
gueur égale  à  trois  fois  le  rayon  de  courbure  MC;*  joignons  le 
point  G  aux  points  L  et  L';  soient  P  et  1^  les  points  de  rencontre 
de  LG,  L'G  avec  la  courbe;  la  différence  de  l'are  PP'  et  de  la 
ligne  LL'  est  un  infiniment  petit  du  5*^  ordre 

Kn  effet,  soit 

l'équation  de  la  courbe.  Son  arc,  compté  à  partir  du  point  M, 
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aura  pour  longueur 

3  *   «2  "^    '  '  lo 

La  ligne  ML'  est  égale  à 

ao^r  3  3  \   ^         9  / 

3 
Cl  enfin  la  différence  d  de  Tare  PI*'  et  de  la  droite  LL'  est  égale  à 

d  — -r^ ^*  -+-  •  •  •  : 

d  est  une  fonction  impaire  de  x, 

2.  Pour  la  conique  j>'  =  Kx^  -h  2  Bxj'  +  Qk^>  îl  vient 

y  =  Ax'H-  2BA.ar»-+-  (  i  B*  A  -+-  CA«)x*  4-  . . . 

et 

,      C6oB«A«H-84CA3  — 76AV     . 

4o 

Cherchons  les  points  pour  lesquels  cette  différence  est  un  infi- 
niment petit  du  septième  ordre.  Il  faut  qu'on  ait 

i65B*-f-  21  G  A  —  19  A' =  o. 
Soit 

—  -h  ^7-  —  I  ==  0 
Téqualion  de  la  coni([ue  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes,  on  a 

et  la  relation  précédente  devient 

<7ï  _i_  tA  i65 

205  A«-  1 86  ^^-y^  A -4- -îff-  =0. 

a^  b^  a^b^ 

Les  points  cherchés  sont  à  rinlerseclion  de  la  conique  avec  le 
diamètre  conjugué  de  Taxe  nouveau  des  x\  p^  étant  le  carre  de 
leur  distance  au  centre,  on  a  par  le  théorème  d'Apollonius 


V 
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(1*011,  pour  l^équalion  en  p-, 

i65p*—  144 (rt*H-  6«)p«-h  ioSa»^»—  2i(a«-t-  b^)^  =  o. 

Pour  une  ellipse  «*  >  6^  ^  q,  les  valeurs  de  p*  comprises  entre 
a*^  et  b^  seules  donneront  des  points  réels.  Pour  p*  =  0^,  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  prend  la  valeur  (19  f'^ — 21  a^)a^, 
quantité  négative;  pour  p2=rt^,(iprt2 — 21  6^)6^;  il  faut  qu'elle 
soit  positive  pour  qu'il  y  ait  une  racine  comprise  entre  b^  et  a^. 

Pour  l'hyperbole  a^>>  o,  6^  = —  6'^,  b'  étant  réel,  les  racines 
de  l'équation  en  p^  sont  de  signes  contraires;  et  la  racine  positive 
est  supérieure  à  a^,  puisque  pour  p^  =  rt*,  le  premier  membre  de 
l'équation  devient  — (ï9«^  -1-  216'^)//'-,  quantité  négative. 

Pour  la  parabole 

(x  sincp  -h y  coscp)*=  7.p{x  cosîp  — j^-  sin^p), 

on  a  B^  =  AC;  la  relation  devient 

186C  -  - 19  A  =  o, 

ou,  par  rapport  à  l'angle  cp, 

186  cos*9  —  19  sin*cp  ^.^  o. 

On  a  donc  toujours  deux  points  pour  lesquels  la  différence  d  est 
un  infîniniment  pelil  du  septième  ordre. 

3.   Soit 

_    x^  7* 

•2  Kl  2  K2 

l'équation  d'une  surface  en  un  point  ordinaire.   L'élément  rfS  de 
cette  surface  a  pour  valeur  dxdy  multiplié  par 

Prenons  sur  la  normale,  à  celte  surface,  un  point  situé  à  une 
distance  Jl  de  l'origine  et  joignons-le  au  point  x^y  de  la  surface; 
la  ligne  obtenue  perce  le  plan  tangent  au  point  dont  les  coordon- 
nées sont 

\  =    ^^  ,         Y  =    ^-^ 


La  projection  conique  de  l'élément  de  la  surface  aura  pour  va- 
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leur 


(h  = 


Y'    Y' 


dx  {iy  = 


*(-!)• 


OU 


La  différence  rfS  —  dy  est  é^ale  à  D  dxdy^ 

•2R1  VH,       ^/        aK,  vu,       ,a)  Ri  R,  éL 

Pour  un  ombilic  R|  =  II21  et  si  l'on  fait  ^R.  =  4  Ri>  *!  vient 


7    -J 


4  Ri 
à  cause  de  la  relation 

Pour  un   point   parabolique  —=0,  et  si  Ton  fait  c-^l  =  4  Ri>   >' 
vient 

^  ""        4"R^^ 

Dans  l'intégrale  double  yyD  rfj:d?K  étendue  à  tous  les  points 
de  l'aire  située  dans  une  courbe  fermée  symétrique  par  rapporta 
l'origine,  un  cercle,  par  exemple,  de  rayon  r,  les  termes  de  degré 
impair  de  D  disparaissent,  et,  dans  le  cas  011  l'origine  est  un  om- 
bilic ou  un  |)(>int  parabolique,  cette  intégrale  ou  la  diOerencc 
S  —  T  est  un  infiniment  petit  du  sixième  ordre  par  rapport  à  r. 


Détermination  directe  de  i intégrale 

f { co^ m x)P {cof< tn  X )P' . .  .(sin/i  j^)7(fîin/i'x)7'. .  .dj;\ 

par  M.  C.-A.  Laisa>t. 

Au  dernier  Congrès  (1889)  de  TAssocialion  française  pour 
l'avancement  des  Sciences,  j'ai  communiqué  une  Note  dans  la- 
quelle se  trouve  directement  déterminée  Fintégrale 

fcosPx  sin^x  dxj 


^M- 
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sans  avoir  recours  à  rabaissemenl  successif  des  degrés  p  et  q. 
Il  est  possible  de  généraliser  beaucoup  plus  la  méthode  Indi- 
quée, et  de  l'appliquer  à  la  détermination  de  l'intégrale 

f {cos m x)P (cos m' a^)p' . .  .(s\nna:)t(s'inn'x)*f' . .,  dx, 

les  nombres  /?i,  m',  . . .,  p^  p\  . . .,  /i,  /i',  . . .,  y,  y',  ...  étant  sup- 
posés entiers  et  positifs. 

Soient 

mp  -f-  m'p'-^-. .  .-f-  ny  -h  «'^'-4-, .  .=  .M, 

^ -f-     y'-f-...=  Q. 

Posons  e*-^=  z.  En  remplaçant  les  cosinus  et  les  sinus  par  leurs 
valeurs  sous  forme  exponentielle,  en  vertu  des  formules  connues 

cos  il  =z  1 ,  sinii  =  . —  >  on  aura,  pour  la  fonction  r  {x) 

qui  figure  sous  le  signe  /, 

Soit 

(    (5«*4-  l)/'(5'"'4-  l)/''.  .  .(Z»^l)f(Z"'  —  \)f\  .  . 

j  =  Ao^*"-*- A|-8^-*H-. .  .-H  A|i-i«-»- Au. 

Les  coefficients  Ao,  Aj,  . . .,  Ay  de  ce  développement  fini  seront 
par  conséquent  déterminés  uniquement  par  des  multiplications 
algébriques. 

Si  Q  est  pair,  il  est  1res  aisé  de  reconnaître  qu'on  a  Ao  =  Aji, 
A|  =  A.j|_j,  .... 

Si  Q  est  impair,  on  a  Ao  î=  —  A,|,  A|  =  —  A„„i, 

Si  M  est  pair,  il  y  aura,  dans  le  développement,  un  terme  cen- 
tral ;  mais  le  coefficient  Ay  de  ce  terme  s'annule  pour  Q  impair, 

T 

puisqu'il  faut  qu'on  ait  A^  =  —  Ay. 

T  1 

Si  M  est  impair,  il  n'y  aura  pas  de  terme  central, 
(^cla  posé,  nous  considérerons  les  quatre  cas  suivants  : 

1.  Q  pair,  M  pair  ; 

2.  Q  pair,  M  impair  ; 


k 


-  10  - 
3.  Q  impair,  M  pair  ; 
i.  Q  impair,  M  impair. 

Et  nous  aurons,  respectivement,  en  rétablissant  maintenant  e^ 
à  la  place  de  z, 

i.     F(ar)=  î-jr (Ao(6«"-»-4-i)-+-At[e'««-«>'-he«']-4-...-+- Am*"'} 


— «-j- 

'(_,)«  eux? 


2P( i\Jellx?  t 

I 


-h  A|  cos(M  —  2)ar  -h. . . 

aP-i(_,)-' 

-h  A|,      COS2X-+-  A 


rr  FAo  cosMx 

?] 


T-* 


2.  F(x)= —^ <Ao{£«"-^-f-i)-4-A,[6'«M-«"-4-e«']-H... 

=  77  FAq  cosMa: -+- Al  cos(M  —  2)ar-f-... 

2P-i(— i)TL 

-h  An_jCOs3x  -h  A||_,cos:r"l . 
"T"  "T"  J 

3.  F(x)  =  -pT-^  »  Ao( E«« --  I)  H-  A, [£•«"-«)•--  £«']-+.... 

TT^  [A©  sinMa:*  -+-  A|  sin(iM  —  'i)x  -h. . . 


4- A||      sin2J-n. 


*•     ''(•^^  =  .^«'eUeM.r^^^o(£«^''~  0  +  A» [s'»»"»)'-  £«']  ^.  . . 

=  KiTi  [Ao  sin  Mx  -h  Al  sin(M  —  2)x  -h 

aP-t(-,)"T-L 

-h  A||_jsin  Sj"  •+-  Aj|_,  sinx'l  ^ 

L'intégralion  1  =  f  F (x)  djc  peut  donc  se  faire  immédiatement, 
grâce  à  celle  décomposition,  et  nous  donne,  dans  les  quatre  cas 
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considérés, 


Ii= ^j  ^sinMa7-f-  ^^j^-i--sin(M-2):r... 


Cj 


I  I   Ao     .     m, 

^^« .        1 

T    J 

a  =  7z  I  nrr  sinM^  -h  r^ — ^—  sin(M  —  2)x  -^. . . 

aP-i(_,)jL 

Am-8  1 

— ^p-  sin3:r  -t-  An—i  sina?  1  -h  c, 

'3= ' — ÛE  nvr^^*^'"^"^  M^^^^^''^""^^'^"^••• 
•2P-^(— I)    «    L 

?-■       1 

cosaa:  I  -h  c, 

J 


'  P^«  Ht 


Al 

Iv=    : jr— :   I   llficOsMj^-f-  rj -COS(M  —  2)^-+-... 


2P-t(-l) 


M  —  2 

A|i- J 


H ^  cos3ar-h  Aji_|COsar  |  -4-c. 


_iCOsar  I 


Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  donc  écrire  immédiatement 
rintégrale,  après  avoir  préalablement  effectué  le  développement 
(Q  ci-dessus,  qui  donne  les  coefGcients  Aq,  A^,  .... 

On  aurait  très  aisément,  par  les  transformations  habituelles, 
des  formules  analogues  répondant  aux  fonctions  hyperboliques 
Ch  et  Sh. 


Sur  les  fonctions  sphériqiœs;  par  M.  F.  Caspary. 

Dans  une  lettre  que  M.  Hermite  a  bien  voulu  m*adresser,  Fil- 
lustre  géomètre,  en  généralisant  la  formule  élégante  de  M.  Bel- 


V 
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Irami 

ax  a  /i  -I-  I 

a  établi  la  relation  importante 

et  a  exprimé,  au  moven  d\ine  formule  de  Jacobi,  les  coefficients 
A,  A|,  . ..,  Av  sous  la  forme  d'intégrales  définies  ('). 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  généraliser  les  formules  de 
Jacobi,  de  M.  Beltrami  et  de  M.  Hermite,  de  déduire  les  valeurs 
numériques  des  coefficients  A,  A|,  . . .,  Ay  et  d'établir,  d^uDe  façon 
tout  à  fait  élémentaire,  quelques  autres  formules  qui  me  paraissent 
non  sans  intérêt  pour  la  théorie  des  fonctions  sphériques. 

1 .  Les  fonctions  sphériques  de  première  espèce,  que  je  désigne 
par  Pr(^)  ou  plus  simplement  encore  par  Pr,  sont  les  coefficients 

de  a'*(r  =  i ,  î«,  . . .)  dans  la  série 

1 
(I)         T=:(i  —  2aJ7 -+-«*)  *  =  i-haPiH-a«P,-i-...-4-a«Pa-+- 

On  tire  de  cette  définition,  en  diflTérentiant  par  rapport  à  a  et 

à.r(^). 

(H)  i-^^T=(,^,)T, 


ou 


(I  —  23t2-H-a*)  --  =  (-r—  a)T, 

dx 

En  égalant  dans  les  deux  membres  de  la  première  formule  les 
coefficients  de  a"  cl,  dans  les  deux  membres  de  la  deuxième 
formule,  les  coefïicicnls  de  a""*"*,  on  obtient 


(•)  Voir  IIkumitk,  Sur  les  polynômes  de  Legendre   {Journal    de  M.  Krth 
neckcr)y  l.  CVII,  p.  Ho. 
(')  Voir  Journal  de  M,  Kroneckcr,  l.  CVII,  p.  iS;. 
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ou 

dPr 

cLr 


Si  Ton  diflTérenlie  la  formule  (i)  par  rapport  à  Xj  et  si  l'on  éli- 
iiiîne  successivement  P'„,  P^-n  P/i+n  ^^  trouve 

(3)  H«+, --P'«-i  =  (^'»-Hi)IV 

(4)  K^i-^K=in'^i)P„, 

(5)  xP;,  -P;_,  =  «P„; 

et  en  diflTérentiant  ces  formules  (v  —  i  )  fois   par  rapport   à   x, 
on  a 

(7)  i'Xii-^K'=Oi-^^)p'r'\ 

(8)  Tv:-v^;iL,  =  (71- V  -i-  i)pr*s 

où 

Les  formules  (")  et  (8)  fournissent  encore  les  relations 

(9)  (/i-.v4-i)Plif|,-(a/i-M)arP',lf'-h(/i-4-v)PirL,  =  o, 

(10)  Pin.  -  2  j?PÏ'+  PITL»  =  (av  -  i)P'ï-«', 

dont  la  dernière  découle  aussi  de  la  formule 

qui  est  elle-même  la  conséquence  immédiate  de  la  relation 
(IV)  ^  =  1.3.5.7...  (2v  —  i)avT«v+i. 

2.   D'après  la  formule  (II),  On  a 


et  comme  on  a  aussi  identiquement 


{x  —  a)*  =  07'— I -♦- (i —  a«a? -+-«*)  =  (ar*— i) -♦-  =t 


on  obtient 

(x-a)—  =(ir«— i)T3-hT, 
an 
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on,  d'après  la  formule  (III), 

En  ëgaUnl,  dans  les  deux  membres  de  celle  formule,  les  coefB- 
cienls  de  a*,  on  trouve 

(II)  {^-i)Pn=  n(xPn-Pn-l) 

cl,  à  cause  de  la  formule  (i),  on  en  déduil  aussi  les  relations 

(II)  (^'-  i)ï*;,  =  ('*-Hi)(p«^t-^Pi.), 

(«3)  (^«.-,)P;,=  !îi^_l}(P^^.^P._,)^ 

demi  la  dernière  esl  celle  de  M.  Bellrami. 

Si  Ton  diflerentie  celle  formule,  on  en  lire,  au  mojren  de  la  (biw 
mule  (3),  l'équalion  diflerenlielle  bien  connue 

(i4)  dx  =n(n-^i)Pn, 

à  laquelle  on  peul  aussi  donner  la  forme 

(  j-«  — i)P;-4- 9.arP;,  =  /i(/i  4- i)P„. 
Par  diffcrenllalion,  on  en  lire  immédialement 

et  on  mulliplianl  |)ar  (x- —  i)f^,  on  a 

ou 

(i5)  -^ -£r-^^-  =(Ai-    ix)(n-i-îx-+-i)(x«-.)|xpai) 

el,  par  eonstWpicnl,  |)lus  j;énéralemenl, 

(  À  =  (),  1 ,  2, ;ji),  (  ;i  =  O,  I  ,•>.,...,  n  —l). 

La  formule  (i())   donne  naissance  à  beaucoup  de  relalious  dont 
je  vais  établir  quel(|ues-unes,  savoir  la  frénéralisation  de  réqualion 
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difTérentielle  (14)9  'si  généralisation  de  la  formule  de  M.  Beltrami 
et  les  deux  formules  importantes  que  Ton  doit  à  Rodrigues  et  à 
Jacobi. 

En  effet,  si  Ton  pose  dans  la  formule  (i6)X-|-i  =  {jL-i-i  =  v, 
on  en  tire 

(«7)  ^i^^^^^-^P^'-=(n-v  +  i)(n~v  +  2)...(n4-v)P„, 

formule  qui  représente  la  généralisation  de  Téquation  différen- 
tielle (i4). 

De  plus,  si  Ton  pose  X-|-i  =  v  —  i,  {jL-hi=v,  la  formule  (16) 
prend  la  forme 

et,  d'après  la  formule  de  M.  Beltrami,  on  obtient  la  généralisa- 
lion  suivante  de  cette  relation 

^'^^    — d^--^ —  = rn"n (Pn-i~p«-i). 

Pour  déduire  de  la  formule  (17)  l'expression  connue  de  P/i,  due 
à  Rodrigues  cl  à  Jacobi,  j'y  pose  v  =  /i.  Alors  on  a 

dx'^ 

Or  on  déduit  de  l'expression  (IV) 

Pi;'>  =  i.3.>.7...(a/i  — I); 

donc  la  dernière  formule  devient 

d'^x^ —  0* 

I  .2.3  .  .  .  9./I.P/,  =  l.'i.5.7  .  .  .(a/l  — l)  \i^n 

OU 

I  rf«(a:*— I)» 


(ï9)  1^  = 


•2".i  .'1.3.  ...  n  dx^ 


Au  moyen  des  valeurs  de  P*,"'  et  P/,,  que  je  viens  d'établir,  la  . 
formule  (i(i)  fournit  enfin,  pour  jjl  =  /i  —  1,  A  =  /i  —  v —  i(v</i): 

fln-yf  x^ iV»  Pt"^  ^,».v 

^     _^± ^±_LjL.  r=i.2.3...fn-v)U  -hv-M)...2/l(j-«— l)vP^> 

dx"-"* 
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ou  encore 
1.3.5... (a/,-0         ^^^_,         =--— — -^^       ^^^^^(^«--,)vp(, 

ou  enfin 

^|ï^  =a«.i.2.3...n(:r»-i)vPir>, 

~~  (/i  —  v-i-i)...(/4-+-v)  dx'*^^ 

formule  qui  est  due  à  Jacobî. 

3.  En  différentiant  la  formule  de  M.  Beltrami  (v  —  i)  fois  par 
rapport  à  x,  et  ayant  égard  à  la  formule  (9),  on  obtient 

(       (a/i-+-i)(x>-i)PÏ" 

\  =(n-v^-I)(/l-v^a)P;V;'-(/»-Hv-I)(n-^v)P';^^ 

Par  conséquent,  on  a,  après  quelques  calculs  simples^ 

^j.j_,)ip(v. 

_         j/l— v-f-l)(lt~v-h2)(/I— V-4-3K/»— v-i-4)  pv-î. 
■■'*"  (2/l-+-0(a/l-4-3)  '^* 

(^*)        \  (Il  —  V  -r-l)(/l  —  V-hJl^(/l  -t-V  — l>  (#|j4-j/)  p,^.,, 

\^'àn  —  i)(a/i  -+-  3  )  * 

(  #1  -f- V  —  3K/I  -+-  V    -  an  /i  -j-  V  —  0(  /i  H-  v)  pv-i. 

formule  qui   se   transforme  pour  v  =  2  en  celle  i|ui  finit  la  Note 
de  M.  Hermile  {^loc,  cit.,  p.  83). 

En  multipliant  la    formule  ^21)  par  (x- — 1  ),  on  en  déduit, 
au  moyen  de  la  formule  (.)l^.  la  suivante 

,x«  — |>*PJ' 

.  .1/1  —  l 'V*!* -T- 3  M '1/1 -*- 5  I  **' 

^  .  /t  — V  — i^f/t — V  —  aV  n — V —  3m/i  — •» —  î  i  <  «  —  n —  r»(/i  — v>  -^^_j 

ll3»*  t  î/l  —  I  M  51/1  -I-   >  »  2/1  —  I 

1/1  —  V —  I  W  n — V  —  t  »  */i  — V  —  3'</i-r-'»  —  î!iil  —  V —  iM/i  — v>  w»-j 
«m/1  —  iH*'«-r-3^  a/i  —  3  *"' 

1/1 — 'i — >  ^l /i — >  — P  /•  —  n—ù-  n — 1»  —  a  » /i -^^- i '♦/!-*->» -^^_j 

I  a/i  —  .>  ».  i/i  —  I  ■  »/i  —  u  *~*  * 

IVune  fji«^"on  «inalos-ue.  ou  multipliant  la  formule  1  i^i  par  %  x*  —  Ti, 
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on  obtient,  au  moyen  de  la  formule  (21),  la  valeur  de  (x^  —  1)*  P^^/  ; 
et  en  calculant  ainsi,  de  proche  en  proche,  (x^ — 0^^//'^ 
(x^ —  O^P/iî  ^"  ^^^  conduit  enfin  ù  la  formule  générale 

I        (n  =  o,  I, 


% 


a À;         X  =  I,  2,  . .  .,v) 

ou 

Xo  —  1, 

,        X(X-i) 

A|  =  } 

I .  'Jt 


.         X(X  —  i) . . .  (X  --x-h  I) 

Ax  = ; -f 

I     •    Jb  •     •     •   r^ 


et  où 


.  X.o  _    C/l  —  VH-r)(/l  —  V-+-2)...(/t  —  V-4-2A) 
"•^  ~  (2/l-hl)(5l/l  -h  ï).  .  .  ('Jl/l  -i- îàX  l) 

aM  =  h(/.  +  X)-3]  (/'-v  +  0---(n-v  +  aX-.)  (n+v  — )(n^v) 
"•^      '  '        M-i/n-i>ri«-+-3)...(a«-H2A  — I)  an  — I         ' 


ï 


Ai'*   —  rçi(/l  -H  X  —  .2X)  -h  il    ^^ : —— ; ^ 

(n  -f-  V  —  2X  -T-  1).  .  .(/i  -hv) 
{'in  —  2x  -+- 1) . . .  (a«  —  i; 

• • » 

4>,>   _  (/I-4-V-— 2X-t-l)(/<-Hv  —  2X-h2)...(/l-4-v) 

"•^  "  (2/1  -+-  i)(2n  —  2À  H-  3)(2/i  —  2X  -t-  5). .  .(2n  —  1)' 

Dans  le  cas  particulier  où  A  1=  v,  les  numérateurs  des  coeffi- 
cients Ai*  V,  A^iy,  . . . ,  A^iv  deviennent  égaux  entre  eux  et  obtien- 
nent la  valeur  commune 

\  —  (  /i  —  V  -h  I  )  (  /i  —  V  -f-  2  ) . . .  (  /i  -h  V  )  ; 

par  conséquent,  on  tire  de  la  formule  {'a4)  ^^  relation  due  à  M.  Her- 
mite 

(23)  (5^«-i)>'P',î'>=2(  — O'^v^AxPn-hv-îx         ^""^^^  1,2,  ...,v), 

X 

XIX.  2 


\ 
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et  Von  Iroiive  pour  les  coeflicieiits  A^  les  valeurs  suivantes 

^  ^ N ^ 

^         (2/1 -h  I  )(2/l -h  3)  .  .  .(2rt  -i-  '2V  —  I)* 

.      _  N('2/l  -f-  2V  —  3)  I 

*~    (2/H-lHîi'*H-3)...(2Al-+-2V  —  I)    (2/1— -l)^ 

.      __  N(2/l-|-2V  —  4ît-»-0  » 


Av  = 


(2/l-hl)(2/l-|-3)...(2/l-4-2V  — 2X-hl)(2/l — 2X-4-l)...(2/l —  I) 

N  I 


(  2  /i  -+-  I  )    (2/1  —  2  V  -h  3  )  (  2  /l  —  2  V  H-  5  )  .  .  .  (  2  /l  —  I  ) 


4.   Les  fonctions  sphériqucs  de  seconde  espèce  Q,  (y)  sont  dé- 
finies, d'après  M.  F.  Neumann,  par  l'intégrale 


^s(y)^      I  y^j,-  (5-=0,     1,2,...). 


+-1 


Au  moyen  de  cette  expression  et  en  ayant  égard  aux  formules  (i  ), 
(i3),  (3),  (12),  on  reconnaît  aisément  (*)  que  les  relations  (i), 
(3),  (12)  ne  changent  pas,  si  l'on  y  remplace  V»{x)  par  Q/j(j'). 
Or  les  relations  (i),  (3),  (12)  entraînent  les  autres;  par  consé- 
quent :  Toutes  les  formules  établies  dans  cette  Note  subsistent 
encore  si  l'on  remplace  les  fonctions  sphériques  de  première 
espèce  P/,(^)  par  les  fonctions  spJicrifjties  de  seconde  espèce 

Q«0')- 


Tétraèdre  arithmétique  ;  par  M.  G. -A.  Lvisant. 

\,   Le  triangle  anthniéli(|iio  de  Pascal  peut  s'écrire  de   la  ma- 
nière suivante  : 

I 

I     I 

1     2     1 

I     3     3     I 


(')   roiV' ma  Note  cilér,  p.  iSq. 
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on,  sous  une  forme  plus  figurative  peul-ôlre, 


en  employaut  une  série  de  cercles  égaux  tangents  entre  eux,  sa- 
voir, un  dans  une  première  ligne  horizontale,  deux  dans  la 
deuxième,  et  ainsi  de  suite  :  le  coefficient  qu'on  inscrit  dans 
chaque  cercle  s'obtient  en  ajoutant  ceux  des  deux  cercles  tangents 
de  la  ligne  supérieure.  Lorsqu'il  n'y  en  a  qu'un,  ce  qui  arrive  pour 
les  termes  extrêmes  de  chaque  ligne,  on  le  reproduit  purement  et 
simplement.  En  partant  du  coefficient  i  au  sommet,  la  (n  -h  i)»^*"'" 
ligne  donne  les  coefficients  du  développement  (.r  -f-y)",  lesquels 
sont  symétriquement  disposés  par  rapport  au  milieu  de  la  ligne. 

2.  Reprenons  la  figure  précédente,  formée  jusqu'à  la  (/<  -f-  i )'*'"« 
ligne,  et  écrivons  en  regard,  sur  une  colonne  verticale,  les  //  -f-  i 
coefficients  i  =  Co,  <",,...,  r„=  i  de  (x  -hr)"  : 

f'o I 

'I I    ï 

c'i I     ■;•.      I 


•/i ^0.      <™i c„ 


Si  nous  multiplions  les  termes  de  chaque  ligne  par  le  coefficient 
placé  en  regard  de  cette  ligne,  nous  obtiendrons  les  coefficients 
du  développement  d'un  trinôme  (x-hv-^zy^  élevé  à  la  n***"* 
puissance.  En  effet,  prenons,  par  exemple,  la  (p  -\-  i)'**"®  ligne,  con- 
tenant les  coefficients  de  {or  -f-.x)'';  le  terme  qui  dans  cette  ligne 

occupe  le  rane  a  -f-  i   est  —, — — -,  ;  le  coefficient  cP  placé  en  rc- 

■  °   '  qUp  —  q )l  ^ 

card  est  — r- '- :•  Le  produit  sera  donc 

^  pU  n  —  p)\  ' 


n\ 


{H  -~p)lqUp  ^  f/)\^ 

c'est-à-dire  précisément  le  coefficient  du  terme  en  .r""/*  y^  zP"'/ 
dans  le  développement  de  iw  -hv  -f-  z)'*. 
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D'après  cela,  la  première  ligne,  en  parlanl  du  bas,  c^est-à-dirc 
la  base  elle-même,  conlienl  les  coefficients  des  larmes  indépen- 
dants de  ût;  la  deuxième  b'gne,  ceux  des  termes  eux;  la  troisième, 
ceux  des  termes  en  x'^^  ..  .,  et,  enfirt,  le  sommet  représente  le 
coefficient  i  du  terme  en  x". 

La  figure  ainsi  obtenue  présentant  une  triple  symétrie  parfaite, 
par  rapport  aux  trois  côlés,  nous  pouvons  répéter  ce  que  nous 
venons  de  dire  pour  x  aux  deux  autres  termes  j^  et  z;  si  bien  que 
la  figure  nous  donnera  immédiatement  le  coefficient  d'un  terme 
quelconque  en  x^y^z"^  le  sommet  k  -\-  l -{-  m  étant  égal  à  n. 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  formons  le  Tableau  relatif 

y\ 

m 

y' 

I  j-' 

7  -   ar« 

y* 

ai  ^'X  21     j?» 

^  35        io5       io5        35 x^ 

35         i4o       2IO       i4o        35    x^ 

ai        io5      '210       ■>.\o       loî       21    X* 

y' 

7  4'^        ïo5       \-\o       loj        f\'jL       7    x^ 

I         7  xx         35         35         21         7  i    x^ 


-»o 


«î 


-3 


r4 


Z"* 


Z^ 


Si  nous  voulons  avoir  le  coefficient  du  terme  en  o'^v^*,  par 
exemple,  nous  prendrons  l'intersection  des  deux  lignes  x^  et  ^, 
ce  qui  nous  donne  le  coefficient  io5,  lequel  est  forcément  sur  la 
ligne  5*.  De  même,  le  coefficient  de  xy^  z^  serait  i4o. 

3.  Formons  les  figures  successives  indiquées  au  numéro  précé- 
dent, en  représentant  les  termes  comme  au  n°  1, 


© 


> 
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Supposons  que  chacune  d'elles  représente  une  couche  de  sphères 
ou  de  boulets  sphériques;  puis  plaçons  ces  couches  les  unes  au- 
dessus  des  autres,  en  commençant  par  la  plus  grande  comme  base. 
Nous  aurons  ainsi  une  figure  représentant  une  pile  de  boulets 
triangulaire.  Chaque  boulet  est  affecté  d'un  coefficient,  qui  s'ob- 
tient comme  il  suit  :  le  coefficient  du  boulet  placé  au  sommet  est 
égal  à  I,  et  le  coefficient  d'un  boulet  quelconque  est  égal  à  la 
somme  des  coefficients  des  boulets  de  la  couche  supérieure,  qui 
sont  en  contact  avec  lui  ('). 

C'est  à  cette  figure  que  nous  proposons  de  donner  le  nom  de 
tétraèdre  arithmétique.  On  voit  toute  l'analogie  de  formation 
qu'elle  présente  avec  le  triangle  arithmétique  de  Pascal.  Ce  der- 
nier donne  toujours  à  sa  base  les  coefficients  de  {x  -\-y)"  écrits 
en  ligne  droite;  le  tétraèdre  donne  à  sa  base  les  coefficients  de 
{x  -\~y  -\-  zY  écrits  en  triangle. 

4.  La  base  du  tétraèdre  arithmétique  (n"  2^)  présente  plusieurs 
propriétés  presque  évidentes  : 

i*^  Le  nombre  de  ses  cléments  est ; 

•1 

2**  La  somme  de  ses  éléments  est  3"  ;  car  (i  -f-  i  -|-  i)"  =  3"  ; 

3°  Si  Von  affecte  du  signe  -{-  toutes  les  lignes  de  rangs 
impairs,  à  partir  de  Vun  des  côtés,  et  du  signe  —  toutes  les 
lignes  de  rangs  pairs,  la  somme  algébrique  des  éléments  est 
égale  à  V unité;  on  a,  en  effet,  ( — x -{- y -\- zY  en  faisant 
x=y=  5=  i; 

4^  Si,  ayant  fait  V opération  que  nous  i^enons  de  dire,  on 
multiplie  les  éléments  de  la  deuxième  ligne  par  :a,  ceux  de  la 
troisième  par  2^,  ceux  de  la  quatrième  par  *i^ ,  et  ainsi  de  suite, 
la  somme  algébrique  des  éléments  ainsi  obtenus  est  égale  à  zéro; 
on  a,  en  effet,  ( —  2  -H  i  -f-  i)". 

Nous  pouvons  chercher  aussi  le  produit  de  tous  les  éléments, 


(*)  Celle  propriété  résulle  de  l'identité 
(A-4  /-+-m)!        fÂ +/-f-//i  — Oî        (A  H- /-+- w  — i)!        (^-i-/-+-m  — i)î 


k\l\m\        ~     Aî/!(m-i)î  A-!(/  — i)!mî  {k  —  t)\l\ni\ 

dont  la  vcriliralion  est  1res  facile. 
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c'esl-à-(Jire  le  produit  des  coeiïicients  du  développenienl  de 
(x  H-^*  -h  z)".  Pour  cela,  prenons  la  formation  indiquée  au  com- 
mencement du  n°  2.  Si  nous  appelons  P/t  le  produit  des  coefiî- 
cienls  de  (.r  4-.)')*»  c'est-à-dire  de  la  k  -f- 1*^°**  ligne,  il  est  évident 
(|ue  le  produit  des  éléments  composant  celte  ligne  sera  cî"*"*?*. 
Nous  aurons  donc  pour  le  produit  cherché  fjP„. 


<r    —  r«r'r3  /•"+!  I*.  P-  F* 

A  /<  —    t-o  <  1  ''  i    .  .  •  »  Il  I    1  1   j  .  .  .   I    /i . 

Remplaçant  chaque  coeflicicnl  o  par  -p- ~~pn  ^^  chaque  pro- 
duit Pyt  par  l'expression  j—p-^-ry—^—x^ — ï-,»    d'après   une   formule 

que  nous  avons  précédemment  étahlie  (*),  on  trouve  la  nouvelle 
expression 

(/i-H)f/t-H) 

(ni)        * 


[iî«'a!"-'3î«->...(«  — i)î*/i!J^ 


Il  est  possible,  enfin,  de  simplifier  encore  ce  résultat  en  appe- 
lant 

t\  =  —  =  i  1     c*  ^^  —  -—  J,     » 3  =  —     =0.     . . . ,     '  «  =  >     •  •  • 

'À  '  'JL  0.  '  'X 

les  nombres  triangulaires  successifs. 
On  a  alors 

Par  exemple,  si  n  =^  3,  les  nombres  triangulaires  étant 

I,  3,  6,  10.  I  j,  21,  9.8, ... . 

les   exposants    prendront   les    valeurs    10  —  .3=:^,     10  —  9  =  1, 
10  —  18  =  —  8,  et 

Pour     /t  =  4î     les     exposants    sont     i5  —  3  =  i2,     i5 — g  =  6, 
i5  — 18  =  —  3, et 

Pour    /er=:j,    les    exposants    sont    21  —  3  =  18,    21  —  5  =  12, 


(';  IhiUctin  de  la  Société  niat/té/tiatif/itc  de  France,  I.  WIII,  p.  i/|0. 


^ 
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'2  1  —  1 8  =  3 ,  ai  —  3o  =  —  9»  et 

I^e  rapport  de  deux  produits  consécutifs  ^i\+i  et  ^Hn  est 


/i(/i-4-5) 


Par  exemple, 

5.  Concevons  que  nous  ajons  formé  le  tétraèdre  arithmétique 
d'ordre  /i,  défini  comme  nous  l'avons  dit  au  n°  3,  et  posé  sur  une 
base  horizontale.  Si  nous  plaçons  les  coefficients  Co,  C|,...,  c,< 
de  (x  -i-y)"  sur  une  ligne  verticale,  chacun  d'eux  répondant  à 
une  couche  horizontale,  et  si  nous  formons  les  produits  de  tous 
les  éléments  d'une  couche  quelconque  par  le  coefficient  corres- 
pondant, nous  obtiendrons  un  nouveau  tétraèdre,  dont  les  élé- 
ments numériques  offriront  une  entière  symétrie  par  rapport  aux 
quatre  faces.  Ces  éléments  seront  les  coefficients  du  développe- 
ment de  {x  -\- y  4-  5  +  0"- 

Il  serait  facile  d'établir  diverses  propriétés  de  cette  figure,  par 
analogie  avec  celles  du  n**  4.  Nous  nous  contenterons,  comme 
résumé  de  ce  qui  précède,  de  faire  remarquer  que  : 

Les  coefficients  du  développement  de  {x  -\- y)'^  se  disposent  sy- 
métriquement suivant  une  ligne  droite; 

Ceux  du  développement  de  {x-\-y-\-zy^  suivant  un  triangle 
arithmétique; 

Ceux  du  développement  de  [x -\- y -\- z -\- ty  suivant  un  té- 
traèdre arithmétique. 

Par  analogie  avec  ce  qui  précède,  on  peut  aisément  déter- 
miner aussi  le  produit  des  coefficients  du  développement  de 
{x  -\-y  -f-  ^  -f-  /)",  lequel  a  pour  expression 
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SÉANCE  DU  5  NOVEMBRE  1890. 

PRKSIDENCE    DE   M.    IIATON  DE  LA  GOL'PILLIÉRE. 

Le  diplôme  et  la  médaille  d'or  obtenus  par  la  Société  à  l'Expo- 
sition universelle  de  1889  sont  déposés  sur  le  bureau. 

Démissions  :  MM.  Hermary,  Pucciarelli  et  Rey  adressent  leurs 
démissions  de  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  5"^/'  les  normales  aux  hyperboles  equilatères, 

M.    Laisant  :    Sur  une    généralisation    d*un    théorème    de 
Laguerre, 

M.   Huujbert  :  Sur  une  surface  remarquable  du  quatrième 
ordre. 


SEANCE   DU   lONOVEMliUE   1890. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    IIATON    DE    LA    UOl  PiLLlÈRE. 

Commun ic a l io n s  : 

M.  Vicaire  :  Sur  un  mouxcment  pendulaire  troublé, 

M.  Fouret  :  Sur  fin  théorème  relatif  au  centre  de  gra^'ité 
des  pieds  des  droites  faisctnt  avec  une  courbe  algébrique  un 
angle  donné  et  menées  par  un  point  fixe, 

M.  d^Ocagne  :  Démonstration  élémentaire  du  théorème  de 
Malus  sur  1rs  rrtyons  réjléchis  par  une  surf (t ce. 
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SÉANCE  DU  3  DÉCEMBRE  1890. 

PRÉSIDENCK   DE   M.    IIATON    DE   LA  GOt'PILLiÈRE. 

£'/^c^/o/î5;M.  Colol,  présenté  par  MM.  JavaryelMarie  ;M.  Genty, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Halon  de  la  Uoupillière;  M.  Vaschy, 
présenté  par  MM.  Sarrau  et  Poincaré,  sont  élus  à  Tunanimité. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  le  nombre  des  points  brillants  d'une  surface 
éclairée  par  des  rayons  issus  d'un  point, 

M.  Ilumbert  :  Sur  les  normales  à  une  quadrique  et  sur  la 
surface  lieu  des  centres  de  courbure, 

M.  Humbert  :  Sur  la  surface  de  Kummer. 

M.  Laisant  :  Sur  deux  problèmes  relatifs  au  mouK^ement  de 
deux  points. 


SÉANCE   DU  17  DÉCEJVIBRE   1890. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    COLLIGNON. 

M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique  annonce  qu'une  somme 
de  mille  francs  est  mise  à  la  disposition  de  la  Société  pour  la  pu- 
blication du  Répertoire  bibliographique , 

Elections  :  M.  Antomari,  présenté  par  MM.  André  et  Carvallo; 
M.  Massieu,  présenté  par  MM.  Haton  de  laGoupilliére  et  Vicaire, 
sont  élus  à  Tunanimité. 

Communications  : 

iM.  Humbert  :  Sur  une  famille  de  quadriques  Jaisant  partie 
d'un  système  triple  orthogonal. 

M.  Lemoine  :  Sur  quelques  formules  de  la  géométrie  du 
triangle. 

M.  Kœnigs  :  Sur  certaines  surfaces  admettant  pour  lignes 
asymptotiques  une  série  de  cubiques  gauches. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  une  propriété  des  courbes  algébriques. 
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SÉANCE  DU  7  JANVIER   i89l. 


PRESIDENCE   DE   M.    COLLIGNON. 


La  Sociélé  procède  au  renoiivellemenl  de  son  Bureau. 

Communications  : 

M.  Vicaire  :  Sur  les  oscillations  troublées  d'un  système  ma- 
tériel autour  d\ine position  d^ équilibre, 

M.  d'Ocagne  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  liaison  entre  les  expressions  du  rayon  de  courbure  en 
coordonnées  ponctuelles  et  en  coordonnées  tangenlielles. 

Rappelons  que  si  M  est  un  point  d'une  courbe,  ST  la  tangente 

Fig.  I. 


en    ce  point,   les  coordonnées  rectangulaires    (cartésiennes)   du 
point  M  sont 

celles  (pluckériennes)  de  la  tangente  Sï  sont 


I     _ 


I 

ÔS 


r 
•9' 


Les  coordonnées  parallèles  de  la  tangente  ST  soni 

OS---f/.         0'S'=r; 
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celles  du  point  M  sonl 

I     _  I      _ 

Les  formules  qui,    dans  chaque  s^slème,  lienl  les   unes  aux 
aulres  ces  diverses  coordonnées  peuvent  se  résumer  en  une  seule, 

complétée  par  le  Tableau  ci-dessous,  qui  fait  connaître  les  valeurs 
correspondantes  de  w,  a  et  |â  : 

Valeurs  de  to j*,    j,     r^,     Ç,      m,     r,     /?,     q, 

a Ç,      r,,     r,      T,     q,     p,     p,      u, 

? T„      ;,     j:,     r,     /?,     y,     M,     V'. 

Cela  posé,  on  a 

{•X)  — -î  =  — î-  —  . 

dy^        dx  dt\ 

Mais,  au  moyen  des  diverses  formes  de*  (i),  on    trouve  faci- 
lement 

d^  __  £ 

dr,  ~  ""  7  ' 

iiX,  ^  ^  dx^  d^ 


I) 


» 


Portant  ces  diverses  expressions  dans  la  formule  (a),  nous 
avons,  toute  réduction  faite, 

(3)  d^d^^_i_ 

'  dx^    dr^^        y^XJ^ 

et  de  même 

.  .  d^v  d^q  I 

az«*  dp^        v^q^ 

Cette  remarquable  formule  permet  de  passer  de  l'expression  du 
ravon  de  courbure  en  coordonnées  ponctuelles  à  son  expression 
en  coordonnées  lan^enlielles  et  réciproquement. 
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Menons  par  le  poinl  O  la  parallèle  OH  à  ST.  L'expression  du 
ravon  de  courbure  en  coordonnées  cartésiennes  peut  s'écrire 

(I)  R..    '    2ÏL. 

r  y  d^  y 

Tirant  de  là  -j^  et  portant  dans  (3),  nous  avons,  après  une  trans- 
formation facile,  pour  le  rajon  de  courbure  en  coordonnées 
pluckériennes, 

formule  que  nous  croyons  nouvelle. 

De  même,  en  posant  00'=  8,  nous  avons  obtenu  ailleurs  l'ex- 
pression suivante  pour  le  rajon  de  courbure  en  coordonnées  pa- 
rallèles tangentielles 

Dès  lors,  la  formule  (3  bis)  donne,  pour  le  ravon  de  courbure 
en  coordonnées  parallèles  poncUielles, 


(IV.  R=       '        ^, 

(n  q       0 


dp 


t 


formule  également  nouvelle  dont  nous  avons  communiqué  une  dé- 
monstralion  géométrique  directe  à  l'Académie  de  Belgique. 

Eu  suivant  un  procédé  de  démonstration  que  nous  avons  ré- 
cemment indiqué  i^Nouw  Ann,  r/c  Math,  p.  44^;  1890),  on  ob- 
tient, soit  au  movcn  de  la  formule  (I),  soit  au  moven  de  (IVV  le 
théorème  de  I^eiss  : 

Si  une  droite  quelconque  coupe  une  courbe  algébrique 
(V ordre  m  sous  les  angles  a,,  a^,  . .  . ,  a,;i  ^ai  des  points  oit  les 
rayons  de  courbure  sont  R,,  H^.  ••  -  R/m?  on  a 

I    _  I  I 

De  mcmc,   rime  ou  l'autre  des  formules  (H)  ou  (IIH  conduit 
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au  théorème  suivant  que  nous  avons  énoncé  pour  la  première  fois 
{loc.  cil, y  p.  448)  : 

Si  les  tangentes  menées  d^uti  point  quelconque  à  une  courbe 
algébrique  de  la  classe  n  ont  pour  longueurs  /|,  /a?  •  •  •?  ^ni  ^^  si 
R,,  Rj,  . . .,  R/ï  sont  les  rayons  de  courbure  aux  points  de  con- 
tact, on  a 

R 1  ^  «1  ^    R/i  _ 

/:i    "^    ,i    -^"  '-^-    ,3     -     *^- 


SÉANCE  DU  21  JANVIER  1891 

PRKSIDKNCR   DE   M.    COLLIGNON. 

Conim  un  ica t ion  : 


M.  Humbert  fait  une  Communication  sur  les  sur/aces  algé- 
briques inscrites  dans  la  sur/ace  de  Kumnier,  Il  montre  que 
cette  surface  admet  3a  svstèmcs  de  surfaces  cubiques  inscrites  et 
3i  systèmes  de  surfaces  de  quatrième  dep*é  inscrites. 


SÉANCE  DU  4  FÉVRIEH    1891. 

PRÉSIDENCE   DR   M.    d'oCACNE. 

M.  L\isAKT  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  V extension  de  la  Géométrie  cartésienne  aux  figures 

imaginaires. 

Parmi  les  travaux  a^ant  pour  but  d'étendre  aux  imaginaires  les 
conceptions  de  la  Géométrie  analytique  de  Descartes,  il  convient 
de  citer  ceux  de  MM.  Mouchot,  entrepris  depuis  bien  des  années 
déjà,  et  Tarrj,  qui  a  publié  plusieurs  Mémoires  sur  ce  sujet  dans 
les  comptes  rendus  de  V Association  française  pour  l'avance' 
ment  des  Sciences,  Laguerre  et  M.  Marie,  à  un  point  de  vue  plus 
analytique,  s'étaient  jadis  occupés  de  la  mémr  question. 
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Le  principe  fondainenlal  de  celle  nouvelle  Géo  nié  l  r  ie  gêné  raie j 
pour  employer  l'expression  de  M.  Tarry,  est  la  conception  du 
point  double  (M,  M')  formé  par  le  couple  des  deux  points  ordi- 
naires M,  M'  pris  dans  un  ordre  détermine»;  M  et  M'  sont  dits  les 
composantes  positive  et  négative  du  point  (M,  M'),  qui  devient 
/r^/ quand  les  àevxjL  composantes  coïncident. 

J'avais  essayé,  de  mon  côté,  d'étendre  aux  imaginaires  la  no- 
tion des  coordonnées  cartésiennes  par  la  construction  du  point  M 
donné  par  Téquipollcnce  m  =  x  +  y6^,  8  étant  l'angle  des  axes 
coordonnés,  et  x,  v  les  deux  coordonnées  imaginaires.  Mais  cette 
conception  se  trouvait  incomplète  et  défectueuse,  faute  de  la  no- 
lion  du  point  double,  car  un  même  point  pouvait  avoir  une  infi- 
nité de  coordonnées  différentes. 

Si,  au  contraire,  nous  considérons  les  deux  points  M,  M' définis 
par  les  équipoUences 

M  —  X-hYS^,  li'=  cjx -h  CJY.S®, 

il  est  facile  de  constater,  soit  géométriquement,  soit  par  le  calcul, 
que  le  point  (M,  M')  est  déterminé  par  ses  coordonnées,  et  réci- 
proquement les  détermine. 

Los  deux  relalions  ci-dessus  peuvent  s'exprimer  par  la  formule 
unique 

(  M,  m'  )  —  (  X.  rj  \  )  -h  (  V,  rj  Y  )£^, 

équipolleiice  double,  <|ui  les  englobe  toutes  deux  en  une  seule. 

On  démontre  (jue  les  formules  ordinaires  de  transformation  de 
coordonnées  s'appliquent  identiquement  aux  points  doubles  delà 
Géométrie  générale  à  deux  dimensions,  ce  qui  permet  de  généra- 
liser d'une  façon  considérable  les  résultats  de  la  Géométrie  ordi- 
naire. 

Du  même  coup,  on  arrive  à  donner  en  quelque  sorte  une  réa- 
lité objective  et  une  absolue  clarté  à  des  notions  de  Géométrie 
imaginaire  un  peu  obscures  avec  b»  langage  babituel.  Il  est  ])0s- 
sible,  sur  ces  données,  d'établir  un  lien  de  plus  entre  l'Analyse  et 
la  Géométrie  par  le  calcul  des  (*quipollenees.  Il  est  juste  d'ajouter 
que  Bellavilis  avait  entrevu  celle  notion  du  point  double  dans  ses 
considérations  sur  \e?>  points  fictifs  des  courbt^s.  « 
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M.  Bi^GHiN  fait  la  Communication  suivanle  : 

Sur  V impossibilité  d* une  fonction  d' une  seule  variable 

à  plus  de  deux  périodes. 

Il  suffît  de  faire  voir  que  le  module  de  A<7-hB6  —  Ce  peut 
être  rendu  aussi  petit  qu'on  veut,  A,  B,  C  désignant  trois  périodes 
et  rt,  A,  c  trois  nombres  entiers.  Soit  C=  aA  -f-  uB,  où  Ton  peut 
supposer  À  et  a  positifs. 

On  aura 


E 

<    - 
C 


\OP 


Nous  partageons  la  partie  décimale  de  chacun  des  nombres  X  et  a 
en  tranches  de /?  chiffres;  toutes  ces  tranches  ne  pouvant  ^Xve.  dis- 
tinctes, on  peut  trouver  deux  entiers  a  et  jî  tels  que,  dans  chacun 
des  deux  nombres,  la  tranche  d'ordre  a  soit  identique  à  celle  d'ordre 

a -h  ^.  On  choisit  pour  -  et  -  les  fractions  décimales  x  et  jk?  qui 

ont  respectivement  pour  périodes  les  nombres  formés,  dans  X 
et  a,  par  les  chiffres  situés  depuis  le  commencement  de  la  tranche  a 
jusqu'au  commencement  de  la  tranche  d'ordre  a  -f-  ^,  les  chiffres 
situés  à  gauche  de  la  tranche -d'ordre  a  étant  les  mêmes;  on  aura, 
N  et  N'  élant  entiers, 

N  N' 


On  voit  que  cette  démonstration  ne  repose  que  sur  des  considé- 
rations tout  à  fait  élémentaires. 

M.  d'Ocaone  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  détermination  particulière  du  centre  de  courbure 
des  lignes  planes.  Application  aux  courbes  algébriques 
d^ ordre  quelconque. 

Si  l'on  pose  P  =  .r^-+-J'".  on  Irouve  facilemcnl,  pour  l'exprès- 
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sion  (Jtî  l'abscisse  ON  =  n  du  pied  de  la  normale  correspondant  au 

point  M, 

\  dV 

par  suite, 

([n  _  l  d*P 
dx        'X  dx'^ 

Mais,  si  ds  est  la  différentielle  de  l'arc  au  point  M,  on  a,  en  ap- 
pelant Q  le  centre  de  courbure  correspondant  et  ô  Tangle  de  la 
normale  avec  Taxe  des  .r, 


donc 


dn 
~ds 

12N      I               ds           \ 
sinO  12  M            dx        sinO 

I   dn'        12N        1 

}.  dx^  ~  i2M  sin»6 

Celte  formule  fait  connaître  le  centre  de  courbure  lorsque  la 
courbe  est  définie  par  son  équation  en  P  et  en  x.  Remarquons  en 
passant  qu'une  telle  équation  représente,  en  même  temps  que  la 
courbe,  sa  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

Prenons,  par  exemple,  la  conique  représentée  par  Féqualion 


(^etle  équation  peut  s'écrire 


C2 
1>_    —X^-^-\ 

a*' 


La  formule  (•>.)  donne  donc,  dans  ce  cas. 


"rr:  » 


d'où    se   déduit  la  construction    du   centre    de    courbure   due   à 
M.  Mannheim. 

Prenons  une  courbe  algébrique  quelconque,  d'ordre  m\    son 
équation  peu!  s'écrire 

on 


-  :{3  - 

Gardanl  dans  le  premier  membre  tous  les  termes  d'une  môme 
parité,  faisant  passer  dans  le  second  tous  ceux  de  la  parité  con- 
traire, élevant  au  carré,  puis  réunissant  de  nouveau  tous  les 
termes  dans  un  même  membre  et  réduisant,  nous  avons 

^im_H^î"'-*('j»X,— XJ) -h  j^*'"-HX|— 2X1X3  H- 2X0 -<-...=  o 
ou 

Il  faut  remarquer  que  cette  dernière  équation  représente  à  la 
fois  la  courbe  C  proposée  el  sa  symétrique  C  par  rapport  à  Taxe 
des  Xj  car  à  chaque  valeur  de  P  correspondent  deux  points  symé- 
triques par  rapport  à  cet  axe. 

Si  nous  donnons  à  x  une  certaine  valeur,  nous  avons 

i  =zm 


yF>/=/war«— 2X,-+-XÎ; 


1  =  1 


par  conséquent, 


^*^'  =  2(m  —  X;  -h  X',« -+-  X, X",  )  =  2(//i  —  aa, -h  a\  ), 


ou,  d'après  (2), 

i=rfri 

1=1 


^à  12/ M/  sin*0/  ' 


Or,  si  nous  remplaçons  la  courbe  par  le  système  de  ses  m  asym- 
ptotes, Oi  et  «2  restent  les  mêmes;  les  rapports  -^^  tendent  vers 

l'unité.  /Vppelant  donc  ai,  a-j,  ...,  a,„  les  angles  des  asymptotes 
avec  l'axe  des  j^,  on  a 


2  ■ 


-r-T —  =  m  —  À (ti-^-  ai 
sin*a/  ' 


De  là  ce  ihéorème  : 


Si    une  droite  quelconque    coupe   une   courbe    algébrique 

d^  ordre  m  aux  points  M| ,  Mo,  . . . ,  M^,  sous  les  angles  9i ,  O2,  . . . , 

^m^  et  ses  ni  asymptotes  sous  les  angles  ai,  aj,  ...,  a,„;  si  une 

perpendiculaire  quelconque  ù  la  première  droite  rencontre  les 

xïx.  3 
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normales  correspondantes  aux  points  Ni,  N2,  •  • .,  N,,^,  et  si  ûi, 
Q2,  .  • .  ^m  sont  /es  centres  de  courbure  correspondants,  on  a 

^  12/ M/  sin<0/  ~     ^  sin^a/' 

Si  la  courbe  considérée  est  isotropique,  le  second  membre  de 
cette  formule  est  nul,  et  Ton  retombe  sur  une  propriété  que  j'ai 
déjà  obtenue  d'une  autre  façon  (Journ,  de  Math,  sp.y  p.  126, 
ih.Vl;  1887). 


SÉANCE  DU  i8  FÉVRIEU    1891. 

PRKSIDENCE   DE  M.    COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  Raffy  fait  la  Communication  suivante  : 


% 


Détermination  de  toutes  les  surfaces   moulures 
applicables  sur  des  surfaces  de  réK'olution, 

D'après  un  ihcorcme  de  M.  Massieu,  pour  qu'une  surface  soil 
applicable  sur  une  surfact»  de  révolution,  il  faut  et  il  suffit  que 
réqualion  aux  géodésiqucs  de  eelle  surface  admette  une  intégrait* 
linéaire  e!  homogène  (voir  Dvrboux,  Théorie  des  surfaces,  t.  111, 
p.  'ÀÇ)).  Appliquant  ce  principe  aux  moulures  dont  IVIémenl  li- 
n<*nire  es! 

on  Irouve  qu'il  doit  exister  une  fonction   C  de  //   et  de  r  et  uno 
fonction  W  de  e  seulement,  vérifiant  le  svslème 


(  9.  ) 


W"      :.  (i;_vr-G'    =0 


n 


Avant  de  résoudre  ce  système,  nous  remarquerons  qu'on  ne 
peut  supposer  \V'=o;  car  «lors  il  vient,  Uo  étant  une  fonction 
inconnue  de  //. 

<^  =    r- v.  y  ti„  — ■  O. 


l    -\ 


A 
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Si  Lo==o,  l'inlégrale  linéaire  disparait,  puisque  ses  deux  coef- 
ficients W  et  C  sont  nuls.  Si  Uo^o,  la  fonction  C  ne  saurait 
être  indépendante  de  U  que  si  Uo  et  par  suite  U  sont  constants, 
auquel  cas  la  moulure  est  une  développable,  ou  si  V  est  constant, 
auquel  cas  elle  dégénère  en  une  surface  de  révolution. 

Cela  posé,   Péquation  (i)  intégrée  par  rapport  à  r  donne 

Uo-WU' 

et  Péquatiou  (2)  devient,  par  substitution  de  C, 

(  3)  W'-^  UU'o-  UoU'-+-  VWU'-VU'o-f-W(U'«—  UU")  =  o. 

Telle  est  Téquation  qu'il  s'agit  de  résoudre.  Egalons  à  zéro  sa 
dérivée  seconde  prise  par  rapport  à  ;/  et  à  v^  et  divisons  par  la  dé- 
rivée V  qui  n'est  pas  nulle;  nous  trouvons 

(4)  !^^U'^-+-^(U'«-UU')'=U;; 

cl,  en  différenliant  une  fois  encore  par  rapport  à  r, 

Dans  cette  dernière  équation,  on  ne  peut  supposer  à  la  fois 

Li'"=  o,        (U*-  UU  )'=  U'IJ"-  LU    =  o, 

car  alors  U''=o;  les  moulures  seraient  des  développables. 

Si  donc  on  fait  U'"=o,  ou  devra  supposer  le  rapport  W  :  V 
constant.  Soient  alors 

U  =  aa'  -+-  6,         W  =  3 m  V -f-  /i . 

Jj'équation  (4)  intégrée  deux  fois  donne 

U'o=  3m(U'*—  UU'')-t-/>,         Vo='JtmaUi^—{6maù—p)u-hq, 

tandis  que  Téquation  (3)  devient 

W'-+-2aVW-V>-+-/KU'*-  {][]")  -h  UL'i-  LoU'--  o. 

Les  termes  en  ^  et  les  termes  en  u  doivent  séparément  se  ré- 
duire à  des  constantes.  Or  les  termes  en  u  forment  un  polynôme 
du  quatrième  degré  dont  le  terme  en  w*  a  |)our  coefficient  Ama^, 
Donc  m  =  o,  d'où  résulte  W'=  o,  solution  exclue. 


—  ,%  — 

Nous  devons  donc  désormais  supposer  U'"  ^  o.  Je  dis  qu^on  ne 
peul  supposer  le  rapport  W  :  V^  constant,  car  il  faudrait  alors 
que  le  rapport  (  VW)'  l  V  fût  constant  aussi.  On  aurail  donc 

W=  3/11  V-f-  n,         V\V=  a  V-t-  ?, 

d'où  Téquation  du  second  de^^^ré  à  coefficients  constants 

3mV*-h  (n  —  3t)V—  ?  =  o, 

qui  devrait,  puisque  V  n'est  pas  constant,  avoir  lieu  indépendam- 
ment de  V.  Donc  en  particulier  m  =  o  et,  par  suite,  W'=  o,  so- 
lution exclue. 

La  seule  et  dernière  hypothèse  à  faire  est  donc 

,,^^  d  W 

On  peut  diviser  les  deux  membres  de  l'équation  (5)  par  le  pro- 
duit de  ces  quantités;  alors  l'équation  se  décompose  en   deux 

De  ces  deux  relations  on  tire  successivement 

(6)  (U'»-11U')'=yU'",  (VW/-+-YW'       =/iV', 

Substituant  les  expressions  (G)  dans  l'équation  (i)  il  vient 

U;  =  /iU%        Uo=  nl}'-i-pu-\-q. 

Avec  celle  valeur  de  IJo,  Téqualion  (3)  devient,  eu  égard  aux 
relations  (7), 

(  3)  W  — />  V  H-  0  (  W-  w  )  H-  />U  —  (/>e/  -^  7  )  U'-T-  /r  V  =  o. 

Donc  les  termes  en  u  doivent  avoir  une  somme  constante.  Mais, 
en  vertu  d'une  des  relations  (7),  on  a 

U""  :  V"^  l>'  :(U  -+-7).       irr-n«(UH-Y), 

ce  qui  montre,  a  ne  pouvant   être  nul,  que  la  fonction  U  est  pé- 
riodique. Par  suite />  est  nul.  Donc  nous  avons  à  la  fois 

(8)  7U'— /iii"  ==0,      rT'-(r-h7)r  =--0. 

Or  h  n'est  pas  nul,  sans  cela  W  se  réduirait   à  la  constante  n. 
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solution  exclue.  Ainsi  on  peiil  éliminer  U'  el  U'"  de  ces  deux  re- 
lations (8),  ce  qui  donne 

U'  :  (U  -+- y)  =  q  :  h=za,        U-f-Y  =  ^'*"- 

Mais  alors  tous  les  ternies  qui,  dans  la  relation  (3'),  dépendent 
de  u  se  détruisent,  et  il  reste 

W'-t-6(\V— /i)=o. 

Or,  avec  la  valeur  trouvée  pour  U,  la  première  des  équa- 
tions (7)  entraîne  8  =  0.  On  a  donc  W=o.  Alors  la  seconde 
des  équations  (7)  donne  pour  V+  y  une  expression  qu^on  peut 
écrire  b  l  v^  b  étant  une  nouvelle  constante;  d'où  finalement 

U— V=e<"'— -, 

et  Ton  retrouve  les  moulures  déjà  obtenues  par  M.  Dini  comme 
solution  d'un  problème  moins  général. 

M.  d'Ocag:ve  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  substitutions  linéaires  d'une  seule  variable  à  coefficients 

périodiques. 

Si  Ton  répète  indéfiniment  la  même  substitution  linéaire 


__  ax  -\-  b  __  axi  -h  b  _  axn-t  -»-  b 

cx-^d  cxi-\-a  cXn-x-^-d 

on  a 

''''         CnX-^Dn' 

Le  problème  qui  consiste  à  trouver  les  valeurs  de  A«,  B^,  C/i, 
D,|  en  fonction  de  cr,  6,  c,  rf  a  été  résolu  d'une  façon  ingénieuse 
par  M.  le  prince  de  Polignac  {Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique, p.  120;  1876).  En  voici  une  solution  plus  directe  : 

On  voit  facilement  que  les  quatre  séries  de  quantités  A,  B,  C, 
D  satisfont  à  une  même  loi  de  récurrence 

U,4  =  (a  4-  rf)  Un_i  -\-  {bc  —  ad)  Hn-t 

(où  l'on  remplace  successivement  U  par  A,  B,  C,  D)avec  les  con- 
ditions initiales 


Ao=  I, 

Bo  ^  0, 

Co=  0, 

Oo-  0, 

A,  —  a. 

B,  rr^^   (k 

c,  =  c, 

n,  =  rf. 
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Donc,  en  verlii  d'une  fonniilo  que  nous  avons  démontrée 
autrefois  [  iXouvelles  Annales  rie  Mathématiques,  p.  71; 
1884  (*)],  on  a,  en  posant 

a-r-f/=X,         hc  —  ad  =  [if 
et 

1  =  0 

les  formules  suivantes  : 

Art  =  aun-\-  [Jtw«-,, 
B„  =  bun, 

Ci/t  =  CUn, 

qui  résolvent  le  problème. 

Supposons  mainteilant  que  les  coefUcients  des  substitutions 
successives,  au  lieu  d'être  constants,  se  reproduisent  périodique- 
ment, c'est-à-dire  qu'on  ait 

c^x-^di  cjiCi-f-aj  CfcXii^x-^  dk 

axXk->rbi  «îJ-x  +  î-f-^î 

•*^A-M  —  — — ; — -f  >  J^A-hî  —   j-  y  •  •  •  ?  

Cl  a7>t  -+-  «1  C,  a:->i 4-1  -+-  cti 


On   voit  alors  (|ue   les  quantités  A   cl  B  sont  données  par  la 
série  récurrente  à  coefficients  périodiques 

l  a/=  a, -h  7 «1-1, 

tI/iA-4-/=  3t/U„A-n    i-H  fi/li/ïA-»-/-j       avec  < 

(  'pi=  j-^ibi-iCi-i—ai-tdi-i): 

les  (|uantilés  C  et  D  par  la  suivante 

>  nk^i  =  Y/  ^  //Am  /-i  -f-  •'^z  V  „x  -m-j       avec  ^ 

i  c  ■ 

f  ^i  =  — ^  (  0,-1  Ci-i  —  rt/_i  di^i . 

Kcrivons  i^A  —  1  fornuiles  consécutives  de  la  série  U,  et  sur  les 


C)  Nous  avons  donné  la  fçùnéralisHtion  explicite  de  celle  formule  dans  le  interne 
Hccueil  (année  1^90,  p.  9.3  ). 


—  :jî»  — 

jJk  -r- \  leniies  qu'elles  renfcrmeiil,  éliminons  les  2k  —  2  autres 
que  U/iA^-i,  U(/|.|)A+/  <?l  U(//_2;A+i-  Il  vient,  après  des  calculs  que 
nous  supprimons, 

^hik-hi  =  l-l'(/i     l)k+i  -t-  Mt'(/i  -  î,A  +  /' 

OÙ,  en  représentant  par  H  (  — ; —  |  le  reste,  o  et  1,  de  la  division 
k  —  I  par  2, 


I 


*  =:  1  /   =  1 


élanl  entendu  que,  dans  la  double  somme  qui  figure  dans  l'expres- 
sion de  L,  les  indices  sonl  pris  résiduaircment  par  rapport  au 
module  k.  Les  expressions  de  L  et  de  M  ne  changeant  pas  par 
permutation  circulaire  y  la  loi  de  récurrence  est  la  même  pour 
les  coefficients  pris  de  k  en  k,  à  partir  de  Vun  quelconque  des 
termes  de  la  première  période. 

Pour  les  coefficienls  C^^  el  D,  il  snflil,  dans  ce  qui  précède,  de 
changer  a  en  y  et  j5  en  S. 

Pour  achever  la  question,  il  n'v  a  plus  qu'à  appliquer  la  for- 
mule rappelée  plus  haul. 


MÉMOIRES  1:T  (:OMMLl^I(:ATlO^S. 

Remarques  sur  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  réglées 
dont  les  génératrices  appartiennent  à  une  congruence  li- 
néaire; par  M.  Ch.  Biochk. 

1.  M.  Picard  a  remarqué  que,  si  les  génératrices  d'une  surface 
gauche  appartiennent  à  un  comjilexe  linéaire,  il  existe  sur  cette  sur- 
face une  courbe  Cdonl  les  tangentes  appartiennent  à  ce  complexe. 
Cette  courbe  est  ligne  nsvmptoti(|ue  de  la  surface;  elle  rencontre 
chaque  génératrice  en  <leu\  |)uinls,  el  son  degré  esl  égal  à  la 
classe  des  sections  planes  {Annales  de  r  Ecole  .Xormale;  iî^77). 
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â.  En  particulier,  si  une  surface  réglée  admet  deux  dircclriccs 
rectilignes,  les  asjmplotîques  sont  les  courbes  C  dont  les  tan- 
gentes appartiennent  aux  divers  complexes  linéaires  par  rapport 
auxquels  les  directrices  sont  des  droites  conjuguées.  M.  Halphen 
a  remarque  que  ces  courbes  divisent  harmoniquement  les  seg- 
ments déterminés  sur  les  génératrices  par  les  directrices  {Bull, 
de  la  Soc.  math.,  p.  i34;  1877).  11  est  facile  de  reconnaître  ce 
fait  en  remarquant  que  les  surfaces  considérées  sont  des  transfor- 
mées par  homographie  des  conoïdes;  or,  pour  le  conoïde 

les  lignes  asjmptotiques  sont  données  par 

Taxe  situé  à  distance  finie  passe  par  le  milieu  du  segment  que  dé- 
termine une  asymplotique. 

3.  M.  Halphen,  dans  la  Note  citée,  dit  que  la  classe  des  asjm- 
ptotiques est  égale  à  six  fois  Texcès  de  leur  degré  sur  le  degré  de 
la  surface.  Ce  nombre  est  trop  élevé.  L'ordre  et  la  classe  d'une 
courbe  dont  les  tangentes  appartiennent  à  un  complexe  linéaire 
s'expriment  par  le  même  nombre. 

Donc,  pour  les  surfaces  gauches  douées  de  deux  directrices 
rectilignes,  la  classe  des  asymptotiques  et  leur  ordre  s'expri- 
ment par  le  même  nombre. 

Si  p  et  «jrsont  les  degrés  de  multiplicité  des  deux  directrices, 
d  élant  le  nombre  des  génératrices  doubles,  le  degré  de  la  sur- 
face est 

le  degré  et  la  classe  des  asymptotiques  sont  égaux  à 

i.  Celte  détermination  se  rapporte  aux  courbes  C,  dont  les 
tangentes  ap[)artienncnl  à  Tun  des  complexes  linéaires  par  rapport 
auxquels  les  directrices  sont  conjuguées.  Ou,  autrement  dit,  elle 
n'est  exacte  que  si  les  asymptotiques  rencontrent  deux  fois  chaque 
génératrice  :  il  [)eul  arriver  que  chaque  courbe  C  se  décompose 
en  (l<Mix.  Ainsi,  |)our  l<*s  surfaces 


—  il  — 

les  asymptoliques  sont 

A  étant  une  constanlc.  Les  courbes  C  siji^nalëes  par  M,  Picard  se 
composent  de  deux  as^mptotiques  correspondant  à  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  de  la  constanlc  A.  La  classe  d'une 
section  plane  est  en  général  2(27?  —  i);  le  degré  et  la  classe  d^ine 
asymptotique  isolée  sont  égaux  à  ^p  —  1 . 

5.  Si  les  deux  directrices  de  la  surface  considérée  viennent  à 
se  confondre,  le  degré  et  la  classe  des  as} m pto tiques  sont  tou- 
jours égaux;  mais  leur  valeur  commune  est  inférieure  au  nombre 
qui  donne  la  classe  d\ine  section  plane.  Ce  fait  s'explique,  si  Ton 
remarque  que,  dans  ce  cas,  la  droite  A  suivant  laquelle  les  deux 
directrices  sont  confondues  appartient  aux  complexes  dont  font 
partie  les  génératrices  de  la  surface.  La  courbe  C  correspondant 
à  un  de  ces  complexes  se  compose  donc  d'une  asymptotique  et  de 
la  droite  A.  L'abaissement  du  degré  des  asymptotiques  peut  être 
de  plusieurs  unités.  Je  renvoie,  pour  cette  question,  à  un  Mé- 
moire dans  lequel  M.  Cremona,  au  moyen  de  la  représentation 
des  surfaces  sur  un  plan,  a  évalué  les  degrés  des  asymptotiques 
des  surfaces  réglées  unicursales  qui  ont  deux  directrices  distinctes 
ou  coïncidentes.  (Annali  di  Matematicay  ?/  série,  t.  I,  p.  248 
à  258;  1867-1868.) 

6.  Il  est  d'ailleurs  facile  d'obtenir  l'équation  générale  des  sur- 
faces gauches  dont  les  génératrices  font  partie  d'une  congruence 
linéaire  singulière.  Les  équations  d'une  droite  rencontrant  l'axe  0^ 
peuvent  s'écrire 

X  Y  z  -  ; 

■  ■  ■    ■        ■■■■■■    ^,  i    ■  ■      ■  I   ■  *-'-^    I         ■    ■  I  • 

sinOcosç        sinOsin<p        cosO 

Si  ^,  6,  (p  sont  fonctions  d'une  seule  variable,  la  droite  en- 
gendre une  surface.  Pour  qu'elle  rencontre  une  seconde  directrice 
rectiligne, 

\  =  a,         Y  =  Z  tangs, 

il  faut  que  Ç,  0,  '^  soient  liées  par  l'équalion 

L  —  ri  tan« 9  col  î  — coiO. 

'  cos  Q 


—  iî2  — 
Si  les  deux  direclrices  lerideiil  à  se  confondre,  on  a 

Ç  =  m  langcp, 
en  posant 

lima  cou  =  m. 

Les  équations  de  la  généralrice  donnent  alors 

Y  ^        ZX-mY  ZX-mY 

tango  =  ^,  rolO  =  ,  =  cosç ^- > 

X  X/X*-f-Y«  ^        -^* 

de  sorte  que  Téqualion  générale  cherchée  peut  s'écrire 

ZX  — mY  =  X«f(^]. 

7.  Les  coordonnées  d*un  point  de  la  surface  peuvent  s'expri- 
mer par 

X  =  X,        Y  =  Xa,        Z  =  /?i«-hXF(a); 

toute  relation  entre  'k  et  u  définit  une  courbe  sur  la  surface.  Si 
l'on  écrit  que  le  plan  osculateur  à  une  courbe  contient  la  généra- 
trice, on  trouve 


d'où  l'on  tire 


2m-; X*  F'(m)  =  o; 

au 


^-  C-F'(u)' 


Çj  étant  une  constante.  Les  asvmpiotiqucs  sont  donc  données  par 

__         'jt  m  Y  _       ^-  '" "  7  _  '^  '"  F (  w )  —  'w  I^ ' (  w  )  -H  Ci  lîitt 

C-F'(a)'  C-  V\u)'  G  — F'(w) 

On  a  ainsi,  d'après  une  remar(|ue  de  M.  Kœnigs  (Annales  de 
la  Faculté  de  Toulouse;  1887),  les  équations  générales  des 
courbes  qui  ont  Oz  pour  axe  anharinonique ,  c'est-à-dire  des 
courbes  telles  que  les  points  où  Oz  est  rencontré  par  les  points 
osculateurs  menés  en  quatre  points  quelconques  ont  même  rap- 
port anharmonîque  que  les  plans  passant  par  O3  et  par  ces 
points. 


Sur  les  surfaces  gauches  dont  les  lignes  de  courbure  possèdent 
une  propriété  donnée  ;  par  M.  Cn.  Diociie. 

I.   Si   Ton  détermine  un  point  sur  une  surface  gauche   par  la 
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(lislance  /*  de  ce  point  au  point  central  correspondant,  et  par 
l'arc  s  de  la  ligne  de  striction  terminé  en  ce  point  central,  l'équa- 
tion des  lignes  de  courbure  peut  s'écrire 

cp  et  4»  étant  des  polynômes  du  second  degré  en  r,  dont  les  coeffi- 
cients sont  fonctions  de  5.  On  peut  reconnaître,  par  une  discus- 

dr 
sion  simple,  que,  pour  que   les  expressions  de  --r  fournies  par 

cette  équation  soient  rationnelles  en  r,  il  faut  et  il  suffit  que  ^(z*) 
soit  identiquement  nul  (voir  Bail,  de  la  Soc.  math,,  p.  121^ 
1888).  Les  surfaces  correspondantes  sont  celles  dont  le  para- 
mètre de  distribution  est  constant,  et  dont  la  ligne  de  striction 
est  ligne  de  courbure.  Je  les  appellerai,  pour  abréger,  sur/aces  2. 

2.  On  déduit  immédiatement  de  ce  qui  précède  que,  si  un  sys- 
tème de  lignes  de  courbure  d'une  surface  réglée  possède  une  pro- 
priété exprimable  par  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  rationnelle  en  r,  cette  surface  appartient  à  la  catégorie  des 
surfaces  S,  à  moins  que  l'équation  différentielle  en  question  ne 
soit  vérifiée  pour  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface,  c'est- 
à-dire  ne  se  réduise  à  une  identité. 

3.  Cette  remarque  permet  de  résoudre  la  question  suivante  : 
Quelles  sont  toutes  les  surfaces  dont  un  système  de  lignes  de 
courbure  est  composé  de  trajectoires  des  génératrices?  Il  suffit 
d'exprimer  la  condition  donnée  par  une  équation  du  premier 
ordre.  Or,  si  une  ligne  de  courbure  coupe  les  génératrices  sous 
un  angle  constant  1,  en  chaque  point  de  cette  ligne  l'asympto- 
tique  fait  avec  la  génératrice  l'angle  21,  et  l'on  trouve  facilement 

lang*2e  =  F(r), 

F  étant  une  fonction  rationnelle.  Un  des  systèmes  des  lignes  de 
courbure  des  surfaces  cherchées  vérifie  donc  l'équation 

Cette  équation  se  réduit  à  une  identité  pour  l'hélicoïde  mini- 
mum, et  seulement  dans  ce  cas;  car  cette  surface  est  la  seule  dont 
les   asymplotiques   soient   trajectoires   des   génératrices.    Ce    cas 
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écarté,  on  trouve  des  surfaces  S  donl  les  lignes  de  courbure  soni 

données  par 

dr  dr  ,    ^ 

4.  Le  second  système  ne  peut  être  composé  de  irajecloîres, 
car  cp(/*)  contient  un  terme  du  second  degré  en  r.  Or  j'ai  démon- 
tré (Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse;  1889)  qu'un  système 
vérifiant  une  équation  de  Riccati  où  le  terme  en  r*  figure  effecti- 
vement ne  peut  être  composé  de  trajectoires.  Si  le  premier  sys- 
tème est  composé  de  trajectoires,  la  ligne  de  striction,  qui  est 
l'une  d'elles,  est  géodésique,  d'apri  s  un  théorème  de  M.  Bonnet. 
Les  surfaces  cherchées  ont  donc  leur  ligne  de  striction,  ligne  de 
courbure  et  ligne  géodésique,  le  paramètre  de  distribution  étant 
constant  :  ce  sont  des  surfaces  de  révolution. 

Donc  les  seules  surfaces  dont  un  système  de  lignes  de  cour- 
bure soit  composé  de  trajectoires  sont  : 

I  ^  La  surface  gauche  de  révolution  :  les  trajectoires  considé- 
rées sont  les  parallèles; 

2"  L'hélicoïde  minimum  :  toutes  les  lignes  de  courbure  sont 
trajectoires,  et  l'angle  est  de  45°  pour  toutes. 

5.  Sur  les  surfaces  S,  le  long  d'une  ligne  de  courbure  de  même 
système  que  la  ligne  de  striction,  la  courbure  totale  est  con- 
stante, et  Tangle  du  plan  tangent  avec  le  plan  central  est  constant. 
La  remarque  dont  je  me  suis  servi  permet  de  reconnaître  que  les 
surfaces  S  sont  les  seules  jouissant  d'une  de  ces  propriétés.  On 
peut  voir  de  même  que,  si  le  long  de  chaque  ligne  de  courbure 
d'un  svslème  la  courbure  movcnnc  est  constante,  la  surface  cor- 
res[)on(lante  est  une  surface  de  révolution  ou  un  hélicoïde  mi- 
nimum. 


Remarque  sur  r  interpolation;  par  M.  C.-A.  L\isa.\t. 

J^a  formule  d'interpolation  de  Lagrange  donne,  comme  Ton 
sail,  sous  forme  entière  de  degré  n  —  1 ,  une  fonction  u  do  .r,  as- 
sujellic  à  prendre  les  valeurs 


pour  les  valeurs  données  de  x 
Elle  peut  s'écrire 

(l)  t/  =  Xi  «1-1-  Xjf<2 -h.  ..—  X/iM/i, 

X|,  X2,  .  .  .,  X,i  étant  des  polynômes  en  x  tels  que  Xa  s'annule 
pour  les  valeurs  a,,  «2,  .  .  .  autres  que  r/y^,  et  se  réduit  à  Tunilé 
pour  jc  =  <7a. 

De  celle  formule  (i)  il  est  possible  de  déduire  une  infinité  de 
fonctions  de  x  satisfaisant  aux  mêmes  conditions.  Soient,  en  efl'et, 
^  =  (p(5)  une  fonction  arbitraire  d'une  seule  variable,  et  cp"^  la  ca- 
ractéristique de  la  fonclion  inverse,  c'est-à-dire  telle  que 

jl  s'ensuit  que 

Si,  dans  la  formule  (1),  nous  remplaçons  «1,  u^^  ...,  Un  par 
ç(wi),  ^(wa),  .  . .,  ^{Uti)j  Pt  si  nous  écrivons 

(2)  <p->[X,  ©(«*,) -h  X,<p(w,)-^...-+-X„<p(«4„)], 

il  est  bien  évident  que  cette  nouvelle  fonction  satisfera  encore  aux 
conditions  imposées;  car,  pour  x  =  a^f  par  exemple,  la  quantité 
entre  parentliéses  se  réduira  à  cp(wA),  si  bien  que  nous  aurons 

Cette  remarque  s'applique  évidemment  à  toute  formule  d'inter- 
polation où  figurent  les  valeurs  données  ?/,,  U2,  ...  de  la  fonction 
cherchée.  Ainsi,  Cauchy  {ylnalyse  algébrique,  Note  V)  a  donné 
une  formule,  sous  forme  fractionnaire,  qui  peut  s'écrire 

F(a:,  w,,  «,,  ...) 

\^)  "  =   ""77 ^  • 

On  en  déduira  la  formule  beaucoup  plus  générale 

•       î/f^»  ?(Wi),  cp(a,),  ...]j 

puisque  la  quantité  entre  rrochels  se  réduit  à  ç(wa)  pour  x  =  af(; 

d'où 

ti  —  o   »[îp(MA)]  =  «a. 

Pour  nous  en  tenir  à  la  formule  de  Lagrange,  nous  nous  borne- 
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rons,  en   Icrminanl,  à  indiquer  les  formules  suivantes,  résullanl 
des  hj|)()lh('scs  :s(z)  =z  3*,  y/5,  e'^  Iz^ : 


(5) 

(7) 
(«) 

(9) 


M  —  y/Xj  wf  -H  Xj  m|  -+-.., , 

M  =  (Xi^lii-f-  Xj  /«t-h. .  .)*, 

?*  =  /(X,e«»-+-Xie«a -+-...)» 

Ml  -4-  I 

a  =  


MfH-  l 


Y     "'^'  Y     "«— ' 


Ul  ■+■  I 


Mj-f-  1 


On  comprend  loul  rintérét  qu'offre  celle  latitude  laissée  à  la 
forme  de  la  fonction,  et  qui  permet  de  faire  un  choix,  suivant  la 
nature  du  problème  qui  a  donné  naissance  à  la  question  d^inlerpo- 
lalion  qu'on  se  propose  de  résoudre. 


Sur  les  sections  circulaires  du  tore;  par  M.  E.  Vicaire- 
Yvon  Villarceau  a  découverl  par  l'analyse  la  propriélé  remar- 

l'Ig.     !. 


quable  que  possèdenl  les  plans  bilangenls  au  lore  de  donner  de;* 
sections  circulaires. 

MM.  Iloucbé  el  de  Comberousse,  dans  leur  Traité  de  Géomé- 
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irie,  ont  donné  de  ce   lliéorènie  une  démonstration  sjntliëtiaue 
(|in  ne  laisse  pas  que  d'être  un  peu  compliquée.  Puisqu'il  a  pénétré 
ainsi  dans  la  Géométrie  classique,  peut-être  qu'une  démonstration 
plus  simple  offrira  quelque  intérêt. 
Soient  : 

O  le  centre  de  tore; 

C  celui  d'une  section  méridienne  quelconque; 
XOY  la  trace  sur  le  plan  de  l'équateur  d'un  plan  sécant  qui  ren- 
contre cette  section  aux  points  M  et  N. 

Dans  les  triangles  MCO,  NCO,  qui  ont  l'un  et  l'autre  pour  co- 
tés le  rayon  r  du  méridien  et  le  ravon  OC  =  rf  du  cercle  moyen, 
on  a 

sin  M     _      sinN      _^  d 
i^mMOC  ~"  siiiMOC  ~  7' 

Dans  les  trirdres  OXCM,  OYCM,  rectanp^les  suivant  l'arête  OC, 
on  a 

sinMOX  _  sinMOY  _     i 
sinMOC  ~~  sinMOC  ""  sino' 

en  désignant  par  cp  l'angle  sous  lequel  le  plan  sécant  XOM  ren- 
contre le  plan  de  l'écjuateur. 

Or,  si  ce  plan  sécant  est  le  plan  bitangcnt,  on  a  précisément 

sin'^  =  ^«  Donc  les  an«çles  M  et  N,  supplémentaires  l'un  de  l'autre, 

sont  respectivement  égaux  à  MOX  et  à  MOY. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  MOX  est  aigu,  il  sera  égal  à  M,  et  MOY 
sera  égal  à  N. 

Cela  étant,  portons  sur  XY,  de  part  et  d'autre  du  point  O,  les 
longueurs  0A=  OB  =  r;  les  triangles  MO  A,  NOB  sont  respecti- 
vement égaux  à  OMC  et  à  ONC,  et  leurs  côtés  MA  et  NB  sont  l'un 
et  l'autre  égaux  à  OC,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  peut  aisément,  pour  être  tout  à  fait  classique,  éviter  l'em- 
ploi de  la  Trigonométrie. 

D'un  point  D,  pris  arbitrairement  sur  OM,  abaissons  les  per- 
pendiculaires DE,  DF  sur  OC  et  sur  OX;  l'angle  DFE  =  cp  est, 
pour  le  plan  bitangent,  égal  à  l'angle  COG,  formé  avec  OC  par  la 
tangente  au  méridien,  et  les  triangles  rectangles  semblables  COG, 
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DFE  don  lient 

D'aiiire  part,  H  étant  le  milieu  de  MN,  les  triangles  rectangles 
semblables  CHO,  DEO  donnent 

Cil         d 


DE       DO 

En  multipliant  membre  à  membre,  il  vient 

CH  _    /• 
DF  ""  DO' 

ee  qui  démontre  la  similitude  des  triangles  rectangles  MCH,  ODF, 
et  par  conséquent  Tégalité  des  angles  O  et  M,  d'où  le  reste  de  la 
démonstration. 


Sur  la  réduction  des  fonctions  entières  algébriques  ; 

par  M.  A.-E.  Pellet. 

1.  Soit/(j:)  =  o  une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers.  Si 
elle  est  irréductible  suivant  un  module  premier/?,  elle  est  irréduc- 
tible a  fortiori  algébriquement;  si,  suivant  le  module  premier/?, 
elle  se  décompose  en  deux  facteurs  irréductibles  de  degrés  u  et  v 
par  exemple,  elle  est  irréductible  algébriquement  ou  se  décompose 
en  deux  facteurs  de  degrés  a  et  v,  irréductibles.  Ces  propositions 
permettent  souvent  de  reconnaître  si  une  équation  est  irréduc- 
tible, et,  dans  le  cas  contraire,  donnent  des  indications  précieuses 
sur  la  manière  dont  elle  peut  se  décomposer. 

Supposons  que  f{x)  =  o  soit  irréductible  et  que  toutes  ses  ra- 
cines puissent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  l'une 
d'elles;  m  étant  le  degré  Aq.  f{x)  et  x  une  racine  dey(ir)  =  o,  les 
autres  seront  0|(j:'),  62(^)1  •  •  •?  ^m-\  (x),  ces  fonctions  6  étant  en- 
tières en  X  et  ayant  pour  coefficients  des  nombres  commensura- 
bles,  entiers  ou  fractionnaires.  Si  toutes  ces  fonctions  6  sont  dis- 
tinctes suivant  un  module  premier  /?,  f{x)  se  décompose  suivant 
ce  module  en  facteurs  irréductibles  d'égal  degré.  Mais  il  n'en  est 
plus  ainsi  si  cpichpies-unes  des  fonctions  0  deviennent  égales  entre 
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elles  (mod/?),  ou  si  p  divise  le  dénominaleiir  de  ([iieltjiies-iins  des 
coefficients  entrant  dans  les  fonctions  6. 
Soit,  dans  tous  les  cas, 

/(ar)^/î'(a:)/;'(x).../2»(a7)     (mod/>), 

f\  (^)î  /aC^)?  •  •  ">  ff({^)  ^tant  des  fonctions  irréductibles  moAp  et 
entrant  respectivement  ^j,  /i2,  •••?  f^k  fois  comme  facteurs  dans 
f{x)^  suivant  le  mod/?;  le  degré  de  f{x)  est  un  multiple  des  de- 
grés de  fs  (^),  /2{x)j  . . . ,  fh{x).  En  effet,  les  racines  de  la  con- 
gruenceyi(a:)  ^  o(mod/?)  peuvent  être  représentées  par  j?,  ^{x)^ 
t}^^(x),  . ..,  i^^~^{x)^  [X  étant  le  degré  de/i(a;),  ^{x)  une  fonction 
entière,  ^*{^)  représentant  ^['}'(^)],  et  en  général 

La  fonction  if{x)  est  congrue  suivant  le  module  /?,  et  la  fonction 
modulaire  f\{x)  à  l!une  des  fonctions  0,  soit  8|.  Le  plus  petit 
nombre  v,  tel  que  0^  {x)  —  x  soit  divisible  par  f{x)  algébrique- 
ment, est  un  diviseur  de  m,  degré  de  Téquation  /{x)j  et  aussi  un 
multiple  de  [jl;  donc  [x  est  un  diviseur  de  m. 

Revenant  au  cas  où  /(x)  =  o  est  une  équation  quelconque  à 
coefficients  entiers,  soit  F(i^)  =  o  son  équation  résolvante.  Les 
racines  dey(;r)  =  o  s'expriment  rationnellement  en  fonction  d'une 
quelconque  des  racines  de  l'équation  F(r)  =  o.  Suivant  un  mo- 
dule quelconque  premier  /),  F(V)  se  décompose  en  facteurs  irré- 
ductibles dont  les  degrés  divisent  le  degré  de  F((>).  La  fonction 
résolvante  ^  étant  convenablement  choisie,  chacune  des  racines  de 
la  congruence  /{x)  ^e.  o  (modp)  peut  s'exprimer  en  fonction  en- 
tière des  racines  de  la  congruence  F(ç^)  ^  o(mod/?);  les  degrés 
des  facteurs  de  /(x)  sont  donc  diviseurs  du  plus  petit  commun 
multiple  des  degrés  des  facteurs  de  F(t^),  suivant  le  module/?. 
Ainsi  : 

Le  degré  de  l'équation  résolvante  d'une  équation  à  coeffi- 
cients entiers  est  un  multiple  des  degrés  des  divers  facteurs 
irréductibles  en  lesquels  se  décompose  le  premier  membre  de 
C  équation  suivant  un  module  premier  quelconque. 

Par  exemple,  x*  —  x -\-  i  est  irréductible  suivant  le  module  2; 
elle  admet,   suivant  le   module  3,   un  fadeur  du    premier  degré 

XIX.  4 
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j?  4-  ï  î  et  un  autre  du  troisième  degré  x^  —  j:^ -t-  J?  -4-  i  ;  la  résol- 
vanle  de  l'équation  du  quatrième  degré  x*  —  x-f-i  =  o,  ou  de 
l'équation  plus  générale  \{x^  —  x -\- i) -h  6/(j?)  =  o,  A  étant  un 
nombre  premier  avec  6,  eX.  f{x)  un  polynôme  du  quatrième  degré 
à  coefficients  enliers,  est  donc  d'un  degré  égal  à  12  ou  a4,  et  la 
résolution  de  cette  équation  exige  l'extraction  d'une  racine  cu- 
bique. 

D'après  un  théorème  de  Galois,  le  degré  de  l'équation  résol- 
vante d'une  équation  de  degré  premier,  irréductible,  mais  solubie 
par  radicaux,  est  diviseur  du  produit  />(/> —  i),  p  étant  le  degré 
de  l'équation.  Il  en  résuite  qu'une  équation  de  degré  premier/?,  à 
coefficients  enliers,  et  irréductible,  n'est  pas  solubie  par  radicaux 
si  son  premier  membre  se  décompose,  suivant  certains  modules 
premiers,  en  facteurs  dont  le  degré  ne  divise  pas  p  —  i .  Ainsi, 
x^  —  x-\-\  est  irréductible,  module  5;  suivant  le  module  2,  cette 
fonction  se  décompose  en  un  produit  de  deux  facteurs  irréducti- 
bles, de  degrés  2  el  3, 

3  ne  divisant  pas  4«.  nombre  auquel  se  réduit  ici  />  —  i,  l'équation 
j^^  —  .r  H-  I  =  o,  ou  l'équation  plus  générale 

A  élanl  un  entier  premier  avec  io,y(^)  un  polynôme  entier  du 
cinquième  degré  à  coefficients  enliers,  n'est  pas  solubie  par  radi- 
caux. 

2.  Le  théorème  suivant  peut  être  utile  dans  la  décomposition 
d'une  fonction  entière  en  facteurs  irréductibles  suivant  un  mo- 
dule premier. 

Le  produit  A  des  carrés  des  difi'érences  des  racines  d'une  équa- 
tion, irréductible  et  abélienne,  f{x)  =  o,  est  un  carré  parfait  si  le 
degré  de  l'équation  est  impair;  dans  le  cas  où  le  degré  Ae  f(^x)  est 

pair,  y/A  est  une  quantité  irrationnelle. 

Nous  appelons  abclicnncs,  suivant  M.  Rronecker,  les  équations 
irréductibles  dont  toutes  les  racines  peuvent  s'exprimer  par  x. 
6(0:),  O^(jr),  ...,  Q"*-*(x),  X  étant  Tune  d'elles,  0  une  fonction  ra- 
tionnelle, /;/  le  degré  de  Téqualion. 


—  ol   — 

Considérons  le  produit 

(,)  p;^r'Pi^ii-*[o*(:r)-e/(^)], 

X  étant  Tune  des  racines  de  /"(j?)  =  o.  11  acquiert  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires,  si  m  est  pair,  lorsqu'on  substitue 
6(x)  à  j:;  au  contraire,  si  m  est  impair,  il  ne  change  pas  par  la 
substitution  de  6(^)  à  x.  Donc,  dans  le  premier  cas,  l'équation 
y^ —  A  =  o,  qui  admet  pour  racine  le  produit  (i),  est  irréductible; 
dans  le  second  cas,  lorsque  m  est  impair,  y^  —  A  se  décompose  en 
un  produit  de  deux  facteurs  rationnels. 

Une  congruence  irréductible  suivant  un  module  premier  est 
analogue  à  une  équation  abélienne;  son  A  sera  résidu  quadratique 
si  le  degré  de  la  congruence  est  impair,  et  non-résidu  quadratique 
si  son  degré  est  pair.  Plus  généralement,  soit /(^r)  ^  o(mod/?) 
une  congruence  n'ayant  pas  de  racines  égales,  on  a 

A  ^  a'OfOtSs. . .  8^        (moâp)y 

a  étant  un  nombre  entier,  ô<,  82,  ...,  Sa  les  valeurs  de  A  corres- 
pondant aux  divers  facteurs  irréductibles  de  f{x).  Il  en  résulte 
que  A  est  non-résidu  quadratique  (mod/?),  si  f{x)  admet  un 
nombre  impair  de  facteurs  irréductibles  de  degré  pair;  A  est  au 
contraire  résidu  quadratique  (mod/?),  û  f{x)  n'admet  pas  de  fac- 
teur irréductible  de  degré  pair  ou  en  admet  un  nombre  pair. 

Ainsi,  une  congruence  du  quatrième  degré,  n'ayant  pas  de  ra- 
cine réelle  ,  (mod/?),  sera  irréductible  si  son  A  est  non-résidu 
quadratique;  et  une  congruence  du  cinquième  degré,  n'ayant  pas 
de  racine  réelle,  sera  irréductible  si  son  A  est  résidu  quadratique. 

Exemple.  —  Soit  la  fonction 

considérée  par  Fourier  et  Serret. 

On  a 

/(x)  =  x(x  —  i)  (a?* H-  3a?»—  3)        (mod7). 

Le  A  de  la  congruence  ar*-f-3x' — 3^o(mod7),   laquelle  n'a 
pas  de  racine  réelle,  est  congru  à  — 2,  à  un  facteur  quadratique 
près;  —  'À  étant  non-résidu  quadratique  (mod^),  x^ -\-  3x  —  3  est 
irréductible  suivant  ce  module  7. 
f{x)^  réduit  à  l'aide  de  j:* —  i  ez:  o(mod5),  devient  —  x^ —  a. 
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et  la  congnience  j:^-h  2  ^  o  (modS)  n'a  pas  de  racine  réelle; 
f{x)  =  o  n'admet  donc  pas  de  racine  commensurable,  et  ne  peut 
algébriquement  se  ramener  qu'à  deux  équations,  l'une  du  qua- 
trième degré,  l'autre  du  deuxième,  si  elle  n'est  pas  irréductible. 
Nous  allons  voir  que  f{x)  n'admet  pas  de  facteur  du  deuxième 
degré  (modo);  il  en  résultera  que  f{x)  est  irréductible  algébri- 
quement. En  effet,  ^^-h  ^  4- 1  ^  o  (modS)  est  irréductible.  Soit  i 
une  de  ses  racines;  on  a 

f(ai-+-  b)  =  ia{a  —  ^b-\-  2)i -h  3a*—  b^ — ab  -\-  2a  —  i        (modS), 

en  remarquant  que  («/-+-  by^ —  ai -h  b  —  a(mod5);  a  et  6  sont 
des  nombres  réels.  Pour  quey(a/-l-  6)  ^  o  (modS),  il  faut  qu'on 
ait  simultanément 

a  — 9,6h-2so,         3a*— 6*  — rt^ -+- 2a  — 2SO        (modS); 

d'où,  par  l'élimination  de  a, 

b^ — 2  0— - 1  =  0        (mod5); 

or  cette  congruence  n'a  pas  de  racine  réelle. 

Suivant  le  module  i  i,/(x)  est  congrue  à  x(x^  — x*  -\-  5j:'-|-2). 
La  fonction  x^ — x* -\-  5x^-{-  2  n'a  pas  de  racine  réelle,  et  son  À 
est  résidu  quadratique  (mod  11);  elle  est  donc  irréductible  suivant 
ce  module.  L'équation y(x)  =  o  est  donc  Irréductible,  et  le  degré 
de  son  équation  résolvante  est  divisible  par  4,  «^  et  3,  c'est-à-dire 
par  60. 


Quelques  formules  relatives  aux  fonctions  hyperboliques; 

par  M.  C.-A.  Laisant. 

Lorsque  deux  variables,  x  et  y,  sont  liées  par  la  relation 
(i)  sin:r  —  Th^, 

X  est  dite  amplitude  hyperbolique  dey;  et,  réciproquement,  on 
appelle^',  d'après  Gudermann,  longueur  de  x. 
Cette  relation  (i)  entraîne  les  suivantes  : 

(a)  tangjr  =  Sh^, 

1 


(3  )  co^T  =  Séch^'  =  — 


Ch^ 
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On  a  aussi 

(4)  •    langf  =  Th^  = 


z. 
•1  '1 


La  formule  (3)  peut  s'écrire 

cosa?  Ch^  =  I, 
et  l'on  en  tire,  par  difTérentiation, 

—  sxTix  C\iy  dx  -\-  cosiF  Sh^  dy  =^  o, 
c'est-à-dire,  en  vertu  des  relations  précédentes, 

dx       C0SJ7  Sh^        cosa?  "^ 

Par  conséquent, 

Intégrant, 

(6) 


,  «te  ,  dy 

dy  =  ,  dx  —  -pr: 


cosa?  Ch^ 


r  dx 

I  =y  =  %^i 

J   cosa?      "^ 
(7)  J^(-^x^km\iy. 

D'ordinaire,  on  écrit  la  première  de  ces  deux  intégrales  sous  la 
forme  plus  compliquée 


logtang^l -h^j  ou         log 


X  .     X 

cos  -  -h  sin  — 

2  '2 

X  X 

cos sin- 

1  2 


La  relation  (5)  peut  encore  s'écrire 

dy  __  Shy  _^  tangj* 
dx  ~~  sin  a?         Th^ 

Donc 


(8) 


dx         r  dy 


J   sina?      J 


Sh^' 


(9)  /  tang:ctte=  /  Thydy. 

L'emploi  de  la  valeur  5,  introduite  dans  la  formule  (4)  ci-des- 
sus, permet  de  donner  aux  intégrales  qui  précèdent  les  formes 
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très  simples 

J  sinx     J    h\\y 
I  langa?  dx  =  I  Th^  dj^  =  log  ^  _  ^^  > 

I =  a  arff  Th  5,  1  ttt—  =  ^  ^^c  tang^. 

^  cosx  J  Gli^ 

Il  va  de  soi  que  les  diverses  intégrales  ci-dessus  doivent  être 
prises  entre  les  mêmes  limites  correspondantes  pour  que  les  for- 
mules soient  valables. 


COMPTES    REiNDLS   DES    SÉANCES. 

SÉANCE  DU  i    MARS   1891. 

PRÉSIDENCE   nE   M.   COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  représentation  graphique  des  équa- 
tions ù  quatre  i^ariables, 

M.  Fouret  :  Sur  le  centre  des  moyennes  distances  de  plu- 
sieurs  points. 

M.  llumberl  présente  (juelques  observations  à  propos  de  cette 
Clommunicalion. 

M.  Carvallo  :  Sur  la  dr/nonstration  du  théorème  de  d\llem' 
bert, 

M.  Collignon  présente  deux  tableaux  grapbiques  donnant,  Tun 
la  dislance  de  deux  points  sur  la  sphère,  l'autre  la  résolution  des 
triangles  rei  lilii;ues. 

M.  Kœniirs  :  Interprétation  ^géométrique  il* une  /"or me  don- 
née à  rintés^ralc  ilc  l'équation  d'Luler. 

M.  Huuiberl  :  Génération  des  courbes  al:rébriques  tracées 
sur  lit  sur/ace  de  Kummer. 

M.  Uaffy  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  surfaces  moulures  dont  les  li:snes  d'é^rale  courbure 

sont  parallèles. 

Je  vais  montrer  que  toute  ^ur/ace  moulure,  dont  les  Usines 
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d^ égale  courbure  sont  parallèles,  a  pour  élément  linéaire 

ds^  =  du^  -h  (  e«" I   dv^. 


I  o\ 


Pour  que  les  courbes  d'une  famille  <p  =  const.,  tracées  sur  une 
surface  d'élément  linéaire 

ds^  =  E  ûfM*-4-  i?du  dv-k-Qf  dv^, 

soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit,  comme  on  sait,  que  le  para- 
mètre différentiel 

"?  ~  EG  -  F* 

soit  une  fonction  de  ^p.  Appliquons  cette  règle  aux  surfaces  mou- 
lures; pour  ces  surfaces,  on  a 

R  =  i,        F  =  o,        G  =  (U-V)*. 

Leur  courbure  totale,  que  je  représente  par ,  est  donnée 

par  la  formule  connue 

_  I  _  zii  ^V^  _  --^' 

Nous  avons  donc  pour  équation  des  lignes  d'égale  courbure 

U-V 

o  =  —yji—  =  const., 

et  nous  supposerons  la  dérivée  U''  essentiellement  différente  de 
zéro,  afin  d'exclure  les  surfaces  développables. 

Calculons  le  paramètre  différentiel  Acp,  en  ayant  soin  d'y  rem- 
placer partout  U  — V  par  le  produit  cpU''  ;  nous  trouvons 

Pour  exprimer  que  A'^  est  une  fonction  de  cp,  nous  égalerons  à 
zéro  le  déterminant  fonctionnel  'f'^,^[^ — ^'uKj  dans  lequel  nous 
pourrons  évidemment  remplacer  les  dérivées  A'^  et  Aj,  par  les  va- 
leurs plus  simples  (A'„),  (A],),  qu'elles  prennent  lorsqu'on  les  cal- 
cule en  considérant  o  comme  constant,  savoir  : 

.v'N  'Ï/^'X         /^"\n       4U"V'«  aVV' 
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On  trouve  ainsi,  en  remplaçant  <p^  et  y[,  par  leurs  valeurs,  une 
équation  qui  peut  s'écrire 


( 


u'-  cpU'")  [u-v'-i-  u'*  (§■')'?*-  ^"^  (S)'?']  =  ^  ^''^"'• 


C'est  Téqualion  qui  va  nous  déterminer  les  fonctions  U  et  V. 
Pour  la  résoudre,  nous  prendrons  V  comme  variable  au  lieu  de  r; 
il  suffira  de  remplacer  V  par  une  fonction  V|  de  V  et  V^  par  V|  V,, 
V'^  étant  la  dérivée  de  V<  par  rapport  à  V.  Il  vient  ainsi 

(0  ^3^^-iL":  [u- V. V.  ^  L- (^:)',> - u'^  (^:) V] = .u- vî. 

Je  dis  d'abord  qu'on  doit  supposer  U'^^^o.  Soit,  en  effet, 
U'"=  o;  la  dérivée  U"  sera  une  constante  «,  différente  de  zéro,  et 
l'équalion  deviendra 

U'[ViV',-i-a(U-V)î]  =  o, 

ce  qui  exige  U':=o,  solution  à  rejeter  comme  entraînant  l'hypo- 
thèse exclue  U"=  o. 

Cela  posé,  je  dis  que  l'expression 

Y  -  y  - 

se  réduit  à  une  constante.  En  effet,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  en  attri- 
buant à  la  variable  V  la  succession  dos  valeurs  que  prend  cette 
expression  quand  u  varie,  on  annulera  le  premier  membre  de 
notre  é(|uation;  par  suite,  la  fonction  V|  =  V  sera  identiquement 
nulle,  ce  que  nous  ne  supposons  pas,  l'iivpolhèse  V=const.  ré- 
duisant les  moulures  à  des  surfaces  de  réduction.  Il  y  a  plus;  on 
peut  faire  y  =  o.  Car  la  formule  précédente  peut  s'écrire 

(U  — y)U"'— U'U''=o, 

et  l'on  voit  qu'il  suffit  de  remplacer  U  par  U  H-  y  et  V  par  V-+-  v,  ce 
qui  ne  change  pas  l'élément  linéaire,  pour  être  en  droit  de  supposer 
Y  z=r  o.  Mais  l'évanouissement  de  y  exprime  que  la  dérivée  U'^  est 
dans  un  ra[)port  conslant  avec  la  fonction  U.  Celle  hypollièse 
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introduite  dans  l'équation  (i),  la  réduit  à 

M  V«(U-V)«(^'y=V»(2V,-VV;). 

Il  suffit  maintenant  de  faire  V  =  U  pour  voir  que  le  second 
membre  est  identiquement  nul;  comme  V<  ne  l'est  pas,  il  reste 

Yl-1 
V,  ~  V' 

L'intégration  donne  successivement 

V*  b 

V,  =  V'  =  -^,         V=— ^— , 

en  désignant  par  b  et  r©  deux  constantes  arbitraires,  dont  la  der- 
nière peut  être  supposée  nulle.  Mais,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (2)  étant  nul,  le  premier  l'est  aussi;  donc  la  dérivée  loga- 
rithmique U' :  U  est  une  constante.  On  a  donc  U  =  e''^"~"«\  et, 
comme  l'arbitraire  Uq  peut  être  supposée  nulle,  il  reste 

U  —  V  =  e«** • 

ce  qui  démontre  notre  théorème. 

Les  moulures  que  nous  venons  de  déterminer  sont  celles  que 
M.  Dini  a  trouvées  (Giornale  di  Matematica,  p.  65;  i865)  en 
cherchant  toutes  les  moulures  qui  s'appliquent  sur  des  surfaces  de 
révolution,  de  telle  manière  que  leurs  profils  viennent  coïncider 
avec  des  géodésîques  sur  lesquelles  des  arcs  égaux  soient  intercep- 
tés par  des  courbes  dont  chacune  coupe  ces  géodésiques  sous  le 
même  angle.  Elles  sont  engendrées  par  des  Iractrices  allongées  ou 
raccourcies  dont  le  plan  roule  sur  un  cylindre  convenable,  la  gé- 
nératrice de  contact  étant  la  base  de  la  courbe. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toute  moulure  à  lignes  d'égale 
courbure  parallèles  est  applicable  sur  un«  surface  de  révolution. 


SÉANCE  DC   18  MARS  1891. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    COLLIGNON. 

blections  :  M.  Fauquemberguc,  présenté  par  MM.  Picquet  et 
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Humbert;  MM.  Lery  et  Guimaraes,  présentés  par  MM.  CoUignon 

et  d^Ocagne,  sont  élus  à  runanimité. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  présente  un  abaque  faisant  connaître  la  distance  de 
deux  points  sur  une  sphère,  en  fonction  de  leurs  latitudes  et  de  la 
différence  de  leurs  longitudes,  et  qui  peut  être  considéré  corame 
transformé  de  celui  que  M.  CoUignon  a  présenté  dans  la  dernière 
séance. 

M.  Antomari  :  Sur  V extension  aux  courbes  gauches  de  la 
notion  des  diamètres  de  Neivton, 

M.  Fouret  présente  quelques  observations  sur  le  même  sujet. 

M.  Fouret  fait  la  communication  suivante  : 

Sur  les  congruences  de  droites  du  premier  ordre 

et  de  la  première  classe, 

1.  Suivant  une  dénomination  proposée  par  Plucker  et  géné- 
ralement adoptée,  on  désigne,  sous  le  nom  de  congruence  de 
droites  du  m'^™*  ordre  et  de  la  /i*^"*  classe,  un  ensemble  de 
droites,  en  nombre  doublement  infini,  remplissant  l'espace,  telles 
qu'il  y  en  ait  m  passant  par  un  point  arbitraire  et  n  contenues 
dans  un  plan  arbitraire. 

En  partant  de  cette  définition,  nous  allons  démontrer,  avec  une 
extrême  simplicité,  que  les  droites  d^ une  congruence  du  premier 
ordre  et  de  la  première  classe  rencontrent  deux  mêmes  droites, 
non  situées  dans  un  même  plan.  Ce  théorème  est  bien  connu; 
mais,  en  raison  de  son  importance,  il  y  a  peut-être  quelque  in- 
térêt à  y  parvenir  par  une  voie  plus  directe  que  celles  habituelle- 
ment suivies. 

Nous  ferons  usage  d'une  remarque  qui  s'applique  utilement 
dans  d'autres  circonstances  semblables,  et  qui  consiste  en  ce  que, 
si  des  surfaces  algébriques  d'un  même  degré,  en  nombre  sim- 
plement infini,  sont  telles  que,  par  tout  point  pris  arbitraire- 
ment, il  en  passe  une  et  une  seule,  ces  surfaces  forment  un 
faisceau  ponctuel  (  '  ). 

(')  Une  remarque  analogue  s'applique  à  des  courbes  algébriques  situées  dans 
un  mémo  plan. 
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En  eflel,  ces  surfaces  sont  définies  par  une  même  équation, 
renfermant  un  paramètre  variable.  La  substitution,  dans  cette 
équation,  des  coordonnées  d^un  point  arbitraire  devant  donner  lieu 
à  une  valeur  unique  de  ce  paramètre,  celui-ci  doit  entrer  linéaire- 
ment dans  Téquation. 

2.  Nous  allons  maintenant  démontrer  deux  théorèmes  prélimi- 
naires sur  les  congruences  du  premier  ordre  et  de  la  première 
classe,  que  nous  appellerons  abréviativement  congruences  (i,i). 

Théorème  I.  —  Les  droites  d^une  congruence  (i,  i),  qui  ren- 
contrent une  même  droite  fixe  arbitraire,  forment  une  qua- 
drique. 

Par  la  droite  fixe  D  faisons  passer  un  plan  quelconque.  Ce  plan 
contient  une  droite  de  la  congruence,  et  une  seule,  qui  fait  partie 
de  la  section  par  le  plan  de  la  surface  engendrée.  Cette  section  est 
complétée  par  la  droite  D,  qui  est  une  ligne  simple  de  la  surface, 
puisque,  par  chaque  point  de  D,  il  passe  une  droite  et  une  seule  de 
la  congruence.  La  surface  est  donc  coupée  par  un  plan  quel- 
conque passant  par  D,  suivant  deux  droites  :  c'est  par  conséquent 
une  quadrique. 

Théorème  IL  —  Les  diverses  quadriques  engendrées  par  les' 
droites  d'une  congruence  (i,i),  qui  s'appuient  sur  des  droites 
d^un  même  plan  concourant  en  un  même  point,  contiennent 
un  même  quadrilatère  gauche. 

Considérons  un  faisceau  de  droites  D,  concourant  en  un  même 
point  p  et  contenues  dans  un  môme  plan  (P).  Chaque  droite  D 
donne  lieu  à  une  quadrique  (S)  engendrée  par  les  droites  de  la 
congruence  qui  la  rencontrent.  Par  tout  point  a  pris  arbitraire- 
ment passe  une  des  quadriques  (S)  et  une  seule.  Par  ce  point,  en 
effet,  passe  une  droite  L  et  une  seule  de  la  congruence,  à  laquelle 
correspond  une  des  droites  D,  celle  qui  joint  le  point  /)  à  la  trace 
de  L  sur  le  plan  (P),  et  à  cette  droite  D  correspond  une  des  qua- 
driques (S),  la  seule  qui  passe  par  le  point  a.  Donc,  en  vertu 
d'une  remarque  faite  au  début  de  cette  Note,  les  quadriques  (S) 
forment  un  faisceau  ponctuel. 

D'autre  part,  toutes  ces  quadriques  (S)  ont  en  commun  deux 
droites  de  la  congruence  :  celle  qui  passe  par  le  point'^  et  celle  qui 
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est  contenne  dajis  le  plao  <  P).  puisque  ces  deux  droites  rencon- 
trent tontes  les  droites  D.  L*intersection  commune  des  quadriques 
(S>  comprend  ainsi  deux  droites,  qui.  appartenant  à  la  con- 
çruence,  ne  peuvent  être  dans  un  même  plan.  Par  suite,  d'après 
une  proposition  bien  connue,  le  complément  de  celte  intersectioD 
est  formé  de  deux  autres  droites  A  et  A',  réelles  oo  imaginaires 
conjuguées.  s*appuvant  sur  les  deux  premières,  c'est-à-dire  for- 
mant avec  elles  un  quadrilatère  gauche. 


3.  Il  nj  a  qu'un  mot  à  dire,  pour  déduire  de  ce  qoi 
théorème  qui  fait  Fobjet  principal  de  cette  Note,  à  saToir  : 

TetoaixE  IIl.  —  Les  droites  d'une  congruence  (i.i)  rencon- 
tre ni  deux  mêmes  droites. 

Eln  effet,  toutes  les  droites  de  la  congruence.  qui  servent  à  eo- 
geodrer  les  quadriques  (S  •.  considérées  dans  la  démonstration  da 
théorème.  Il,  rencontrent  les  deux  droites  A  et  W  ces  droites  A 
et  A'  étant,  sur  chaque  surface  t  S>.  des  génératrices  d*un  système 
autre  que  celui  des  génératrices  formées  par  les  droites  de  la  cod- 
gruence.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  \oirque  toutes  les  droites  de 
la  congruence  concourent  à  engendrer  les  quadriques  (S).  Con* 
sidéroDs,  en  effet,  une  quelconque  de  ces  droites  L:  elle  est  ren- 
contrée par  une  dr«>ite  D  pa>>ant  par  le  p4>int  p  et  située  dans  le 
plan  '  P  ,  et  celle  droite  D  >crl  à  enirendrer  une  quadrique  ^S) 
«^ui  coQlienl  L.  Donc  toute  dn»ile  L  de  la  congruence  s'appuie 
^ur  les  deux  drv>ile>  A  el  A  . 

4.  On  peut  déduire  de  là.  comme  conséquence  immédiate,  un 
beau  théorème,  bien  connu,  sur  les  déplacements  à  deux  para- 
mètres d'un  solide  invariable,  qui  a  été  établi  [>our  la  première 
fois  par  Sch  >nemann  et  auquel  M.  Mannheim.  par  ses  tra^'aux,  a 
tlonné  une  portée  considérable. 

Ce  théorème  consiste  en  ce  que  ies  normales  aux  surfaces 
inijecioires  if  es  points  d'un  solide  invariable,  pour  chaque 
position  de  ce  solide,  s'appuient  sur  iieux  mêmes  droites. 

Montrons  que  ces  nornudes  forment  une  consrruence  «1,1)  :  la 
prop«>siti«ui  en  rèsuilent.  Or.  eu  premier  lieu,  par  chaque  |K>int  de 
resjKice,  considéré  comme  appartenant  au  solide,  passe  une  telle 
droite,  la  normale  à  la  surl'ace  décrite  par  ce  point.  D'autre  part, 
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dans  le  cas  général,  deux  pareilles  normales  N,  N'  ne  peuvent  se 
rencontrer.  Supposons  en  effet  qu'elles  se  rencontrent  en  un  cer- 
tain point  i.  Ou  bien  ce  point  sera  fixe,  aux  infiniment  petits  près 
d'ordre  supérieur,  et  alors  toutes  les  normales  iront  y  concourir, 
ce  qui  correspond  à  un  cas  particulier  et  exceptionnel  du  théorème. 
Ou  bien  le  point  i  sera  mobile;  mais,  dans  cette  hypothèse,  deux 
points  du  solide,  respectivement  situés  sur  N  et  sur  N',  décriront 
des  surfaces  parallèles  à  la  surface  décrite  par  «,  ce  qui  entraîne  la 
coïncidence  des  normales  N  et  N'.  D'ailleurs,  deux  normales  N 
et  N'  ne  pouvant  avoir  un  point  commun,  quelque  éloigné  qu'on 
le  suppose,  ne  peuvent  pas  non  plus  être  parallèles. 

On  conclut  de  ce  qui  précède  qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  d'une 
normale  passant  par  un  point  quelconque,  ni  plus  d'une  normale 
contenue  dans  un  plan  quelconque.  Ces  normales  forment  donc 
bien  une  congruence  (i,i),  et,  par  conséquent,  d'après  le  théo- 
rème III,  elles  s'appuient  sur  deux  mêmes  droites. 

.  M.  Emile  Picard  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  le  théorème  général  relatif  à  Inexistence  des  intégrales 
des  équations  différentielles  ordinaires. 

Dans  mon  Mémoire  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
(Journal  de  Mathématiques ,  1890),  j'ai  proposé  incidemment 
une  démonstration  nouvelle  et  extrêmement  simple  pour  établir 
l'existence  des  intégrales  des  équations  différentielles  ordinaires. 
M'étant  borné  à  l'équation  du  premier  ordre,  que  j'ai  d'ailleurs 
traitée  très  rapidement,  je  ne  crois  pas  inutile  d'exposer  ici  cette 
démonstration  d'une  manière  complète  et  dans  loute  sa  généra- 
lité. 

1 .  Envisageons  le  système  des  m  équations  du  premier  ordre 

du         .  .  . 
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Les  fonctions  /  sont  des  fonctions  continues  réelles  des  quan- 
tités réelles  jr,  w,  i',  . . .,  ^^  dans  le  voisinage  de  jr^,  Wo,  i'oj  •  •  v  ^''i- 
Elles  sont  définies  quand  x,  i/,  i»,  ...,  «v  restent  respeclîvemenl 
compris  dans  les  intervalles 

(  Xq  —  6t,       Xq  -h  fl  ), 


(wo  —  6,     w'o-+-  ^)« 


a  et  6  désignant  deux  grandeurs  positives. 

De  plus,  on  suppose  que  l'on  puisse  déterminer  m  quantités  po- 
sitives A,  B,  . . .,  L,  telles  que 

<  A.|a'— ii|-HB.|p'— i^l  -f-...-l-L.|ïP'—  li^l 

(où  |a|  désigne,  suivant  l'usage,  la  valeur  absolue  de  a),  x  ainsi 
que  les  //,  r,  ...,  (v  restant  dans  les  intervalles  indiqués.  Il  eo 
sera  évidemment  ainsi,  en  particulier,  si  les  fonctions  y*  ont  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  restant  finies,  pwir  rapport 
à  fi,  r,  . . .,  iv. 

Ces  hypothèses  très  générales  étant  faites,  on  veut  démontrer 
qu'/7  existe  des  /onctions  //,  c,  ...,  cr  de  x^  continues  dans  le 
voisinage  de  x©,  satisfaisant  aux  équations  différentielles  et 
se  réduisant  respectivement,  pour  x  =  Xq,  à  Uq,  i'o%  ....  «^'o- 

2.  Nous  procéderons  par  approximations  successives.  Considé- 
rons d'abord  le  système 

dui  divi 

nous  en  lirons,  par  quadratures,  les  fonctions  //,,  i',,  ...,  ii»|,  en 
les  déterminant  de  manière  qu'elles  prennent  pour  Xq  les  va- 
leurs ;/o,  i'o,  ....  ^Vq.  On  forme  ensuite  les  équations 

^ifi        -  ,  .  div<»       .    . 

-^  =/i(^»  "i»  ^lî  •  •  -,  t^'i)i         -^  =/m{j^y  «1,  i'i,  . . .,  w,), 

cl  Ton  détermine  z/^,  i'a,  ...,  iV2  par  la  condition  qu'elles  pren- 
nent respectivement  pour  Xq  les  valeurs  Uq,  c'o,  ...,  <^'o«  Oii  con- 
tinue ainsi  indéfiniment.  Les   fonctions  u„i_i,  r,„_,,  ...,  ^v„^_^  se- 
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ronl  liées  aux  suivantes  w,«,  ç»»,,  . . .,  Wm  par  les  relations 

du,n 


dx 


—   /l(^i  W/rt-l»  ^/n-i}  •  •  •  »  ^m-l  ), 


dw,n  ^     ,  V 

i-        — //rtV^j  W/n-l»  ^/n-l>  •  •  M  ^^'/n-i;» 

et,  pour  a:  :=  OTo,  on  a 

Nous  allons  établir  que,  m  augmentant  indéfiniment,  Um^,  Vmt  ••  .7 
Wm  tendent  vers  des  limites  qui  représentent  les  intégrales 
cherchées,  poun^u  que  x  reste  suffisamment  voisin  de  Xq, 

Soit  M  la  valeur  absolue  maxima  des  fonctions  y,  quand  les  va- 
riables dont  elles  dépendent  restent  dans  les  limites  indiquées. 
Désignons  par  p  une  quantité  au  plus  égale  a  a  :  si  x  reste  dans 
l'intervalle  (xq —  p,  Xq  -f-  p),  on  aura 

I«/i— ao|<Mp,         ...,         I  w,— Wol  <  Mp. 

Par  suite,  si  Mp  <  6,  les  quantités  //|,  r<,  . . .,  (V|  resteront  dans 
les  limites  voulues,  et  il  est  évident  qu'alors  il  en  sera  de  même 
pour  tous  les  autres  systèmes  de  valeurs  u,  r,  ...,  (v.  Désignant 
par  ù  une  quantité  au  plus  égale  à  p,  nous  allons  supposer  (|uc  x 
reste  dans  l'intervalle  (xq —  0,  Xq-^  3). 

En  posant 

on  peut  écrire 

(m  =  •>., ...,  x). 

Or  on  a 

|Ui|<Mo,         ...,        |W,  |<Ma. 

Les  équations  précédentes,  pour  m  =  2,  démontrent  que  |  Uo  |, 
i  V2  I,  . . .,  I  W2  I  sont  inférieurs  à 

(A-hH-+-...4-L)M3«, 


\ 


—  Ci- 
el,  d'une  maniùre  générale,  de  proche   en  proche,   on  voil  que 
I  U,n  I,  . . . ,  I  W;,,  I  sont  inférieurs  à 

M8(A  -h  B  -h. .  .H-  L)"«-«8'»-«. 
Or 

«^/ii=  Wo-+-  Ui-f-  Ui-+-...-+-U;„; 

par  suite,  Um',  ^w,  •  •  •>  ^^w  tendront  vers  une  limite,  si 

(Ah-B-+-...h-L)8<i. 

En  prenant  o  assez  petit,  cette  condition  sera  vérifiée.  Nous 
voyons  donc  que  Um,  ^mt  •  •  •<>  «^m  tendront  vers  des  limites  déter- 
minées u,  V,  ...,  iVy  fonctions  continues  de  x  dans  l'intervalle 
{xq —  0,  Xq-\-  8),  8  étant  la  plus  petite  des  trois  quantités 


a,     Tï» 


'     M       A-hBH-...-i-L' 

a,  ç»,  . . .,  w  seront  représentées  par  des  séries  qui  convergent  à  la 
manière  d'une  progression  géométrique  décroissante. 
On  a  d'ailleurs 

et,  puisque  les  Um,  Vm,  . . .,  <v,„  diffèrent  de  leurs  limites  d'aussi  peu 
qu'on  veut,  pour  m  assez  grand,  ([uel  que  soit  x  dans  Fintervalle 
indiqué,  on  aura,  à  la  limite 


et,  par  suite, 

du 


u  =  I     /i{x,  Uj  V,  . . ,,  w)cix -^  Uq: 


dx 


=  f\{x,  u.v,  ,..,  ir), 


et  de  même  pour  les  autres  équations.  Les  Jonctions  u,  k?,  . . ..  w 


sont  donc  les  intégrales  cherchées. 


~  (m  — 
SfcANCK    IJU    l'    AVIUL    l«9l. 

PRKSIDRNCK    l»K    M.    i:OMJGNON. 

Communications  : 

M.  Fourel  :  Sur  ^extension  donnée  par  Poncelet  à  la  notion 
de  diamètres  de  Newton. 

M.  Fourel  :  Sur  le  lieu  des  points  tels  t/ue  la  somme  des 
carrés  des  longueurs  des  normales  menées  dr  run  d'eux  à  une 
courbe  gauche  algéhrifjtte,  soit  constante, 

M.  Beghin  préscnic  quelipics  observations  sur  le  même  sujel. 

M.  Kobb  :  Sur  les  maxima  et  minima  de  certaines  intégrales. 

M.  Kafky  lail  la  Communiealion  suivanle  : 

Sur  la  déformation  des  surfaces  spirales. 

1.  Le  problème  dont  j(»  vais  dabord  indiquer  la  solution  esl  le 
suivant  : 

Etant  donné  un  élément  linéaire,  exprimé  au  moyen  de 
variables  f/uelcom/ues,  reconnaître  s'il  cris  te  des  spirales 
admettant  cet  élément  linéaire. 

Vinci  comment  on  devra  procéder.  Sauf  pour  la  courbure  totale, 
tpie  je  représente  par  —  -ac^^,  j'emploie,  pour  les  paramètres  diffé- 
rentiels, les  notations  (pion  trouv<»ra  définies  dans  la  Théorie  des 
surfaces  de  M.  Darboux  (Livre  \  IL  Cbap.  I). 

Pour  reconnaît re  si  un  élément  linéaire,  donné  sous  une 
forme  (/uelconf/ue,  cornaient  à  des  spirales,  on  calculera  la 
courbure  totale  —  le^^  (7'"  "^'  peut  être  constante  sans  être 
nulle)  et  l'on  formera  rimririant  e~^\h. 

S'il  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  on  formera  les  deux 
in  {'/triants 

'A(^-OÂO)''  A(f^^AO)  * 

chacun  d^eux  de^^ra  être  une  fonction  de  f '^AO. 

Si  rinvariant  r  ^AO  est  constant,  on  calculera  l'invariant 
f'^A^O.  Si  ce   dernier  est  constant   aussi,   l'élément   linéaire 
donné  comient  à  des  spirales  en  même  temps  f/uà  des  surfaces 
xix.  5 
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de  révolution.  Si  rinx-ariant  e^^y^H  n'est  pas  constant^  on  for- 
mera 

A(e-«A,0)    ' 

et  ce  noiti'el  impartant  dei'ra  être  une  Jonction  de  e''^^^^- 

Je  ne  donnerai  pas  ici  la  dcmonslration  de  cetle  règle,  parce 
qu'elle  exigerait  quelques  développements.  Je  me  bornerai  à  faire 
remarquer  qu'en  égalant  à  zéro  les  deux  invariants  0(<»~^A8,  H)  et 
B(e~^A2,  0)  on  aurait  les  caractères  spécifiques  des  surfaces  appli* 
cables  sur  les  surfaces  de  révolution. 

2.  Ce  qui  précède  conduit  à  cliercher  les  éléments  linéaires 
qui  conviennent  a  la  fois  à  des  spirales  et  à  des  surfaces  de  révo- 
lution. 

Pour  qu'un  élément  linéaire  e^^  lix  dy  soit  réductible  à  la  forme 

qui  convient  aux  spirales,  il  faut  et  il  suffit  qu'après  un  change- 
ment de  variables  approprié 

j  ,        dx  .  ,        dy 

dx  =  r ,  dy  =  — =^— 

^{x)  -^        r,{y) 

ou  ait  identi(|uement 

ui  -h  loj;;  -h  logr^  —  —  /•  x' — y'  )  -h  fT(x' -h y' }  dix  -r- y'  ). 

Pour  éliminer  la  fond  ion  inconnue  \\  difi'érenlions  |)ar  rapport 
i\  s  et  à  y^  \  nous  aurons 

d'où,  en  relranclianl  membre  à  membre, 


\  (w^ 


Si  Télément  linéaire  e^^  dx  dy  convient  à  une  surface  de  révo- 
lution, on  peut  faire 

(ij  —  o(  ./•  -\- y  ),         (o]j.  =  (o'^.  =  o'. 
L'équation  du  problème  d(»vienl  alors 

Kgalons  à  zéro  la  dérivée  seconde  du  premier  membre  prise  par 
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rapport  à  .r  et  kj",  nous  trouvons 

Or  la  dérivée  '^'^  oV'  doit  être  supposée  différente  de  zéro  (on 
n'écarte  ainsi  que  les  surfaces  développables).  On  peut  alors 
tirer  Ç'  —  r/ de  Téquation  (si)  el  porter  sa  valeur  dans  IVquation  (i), 

ce  qui  donne 

/  o"" 

En  conséquence,  la  différence  ç — r^  ne  dépend  que  de  x-^y. 
Il  suit  de  là  que  les  deux  dérivées  ^'  et  r/  sont  égales  et  de  signes 

contraires 

J'  =  —  r/  =  coiisl.  =  mi. 

Intégrant  et  négligeant  les  constantes  addilives,  nous  avons 

5  —  mi.r,  r^  =  —  mi  y. 

L'équation  (i)  devient  alors 

,           •>.  (  m  -^  \)            n 
zt = 

m  {.r  -^Y  )        T  -^y 

On  en  déduit  iinmédialenicnt  (.)  =  n  log(:r  -H.)"),  d'où   Télénient 

linéaire  cherché 

(Is^  —  {.r  -\-  y  y  d.r  dy. 

C'est  le  résultat  obtenu  par  AI.  Lie  (Mat/iem.  Annalen,  t.  XX, 
p.  387)  comme  solution  de  ce  problème  :  TvouK'er  les  éléments 
linéaires  de  toutes  tes  surfaces  dont  les  lignes  géodésiques  ad- 
mettent plusieurs  transformations  infinitésimales  conformes. 
D'après  un  théorème  de  i\L  Wcingarten ,  ces  surfaces  sont  les 
lieux  des  centres  de  courbure  de  celles  dont  les  rayons  principaux 

sont  dans  Je  rapport  constant  —  -• 


3.  Si,  au  lieu  de  chercher  les  spirales  applicables  sur  des  sur- 
faces de  révolution,  on  veut  déterminer  la  fonction  T  de  la  va- 
riable x' -\-y  =z  t  par  la  condition  <|ue  les  lignes  d'égale  courbure 
soient  parallèles,  on  arrive  à  l'équation  du  second  ordre 


I 
T 


(  =;7  —  Tj  ^  I     1=  ronst.  =  '>a. 
On    peut  obtenir   son    intégrale    générale.   Prenons,   en   eflet , 


—  G8  — 
pour  variable  indépendante  T  cl  posons 

Z  =  T--,  /,=  ^, 

ce  qui  conduit  à  Téquation 

jpî  =  2  a  Z  -h  rt  T*  —  I . 
LVquation  dérivée 

/>^  —  cr/>  — aT  =  o 

est  homogène  et  s'intègre  par  une  quadrature.  La  détermination 
de  T  est  donc  ramenée  aux  quadratures.  L'intégrale  particulière 

T  =  -  tang  — j         — '- —  =  a, 

q  iq  7-4-1 

donne  Télément  linéaire  des  spirales  applicables  sur  les  surfaces 
de  révolution.  . 


SÉANCE   DU   iri  AVIUL   189L 

PRÉSIDENCE   DE   :U.    COLLIGNON. 

Com  m  a  n  ica  t  io ns  :■ 

M.  Hioclie  :  Sur  les  développables  tjui  passent  par  une  courbe 
gauche. 

M.  Kohb  :  Tliéorcme  sur  la  variation  cl  une  intéfirrale  double. 

M.  Fourel  :  Théorème  général  sur  le  maximum  ou  le  mi- 
nimum d\ine  fonction  symétrique  de  plusieurs  variables  dont 
la  somme  est  constante. 

M.  Carvalio  :  Sur  un  nouK^eau  mode  d^ exposition  de  la  théorie 
des  déterminants, 

M.  d'Ocagne  :  Principe  général  de  la  théorie  des  abaques. 

M.  Appei.l  adresse  la  Coniniunicalion  suivante  : 

Sur  des  potentiels  conjugués. 

Dans  la  lliéorie  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  x-\-yii 
la  partie  réelle  u  et  le  coeflicienl  v  tie  /  de  la  fonction  vérifient  les 
deux  équations  fondamentales 

(  I  ) 


i)U 

r)v 

()u         Oi' 

.— r  0 

—   —  0, 

Ox 

Or 

Oy        iKr 
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f|tii  doiuinU  i  m  média  le  me  m 


f)x^        (i")'*        Ojp*        Oy- 

Ces  deux  fonctions  //  et  r  vérifienl  donc  réqualion  du  polen- 
liel  logarithmique  et  sont  associées  ou  conjuguées  par  les  rela- 
tions (i). 

M.  Picard,  dans  une  Note  récente  (Com/>/^5  rendus,^}  avril  1891), 
a  généralisé  ce  point  de  vue  en  considérant  des  systèmes  de  deux 
fonctions  associées  vérifiant  des  relations  analogues  a  (i),  avec  des 
coefficients  fonctions  tle  x. 

Je  me  propose  ici  d'indiquer  sommairement  des  s\stùmes  ana- 
logues à  (i),  pour  le  potentiel  à  trois  et  quatre  variables. 

Considérons  quatre  fonctions  X,  Y,  Z,  T  de  trois  variables  réelles 
x,y,  5,  vérifiant  les  relations 


(•M 


ox 

0\ 
Oz 

-h 

OA 

Oy 

— 

0, 

Ov 

— 

07. 
o.r 

-H 

0\ 
Oz 

r^ 

0, 

01 
Oz 

— 

o\ 

-h 

0.r 

rrr 

0. 

0\ 

-f- 

Ov 

-f- 

07. 
Oz 

— 

"? 

qui  présentent  une  certaine  symétrie,  en  ce  sens  que  la  fonction  Z, 
par  exemple,  est  liée  à  X,  — Y,  — ï  comme  T  à  Y,  X,  Z,  etc. 
On  conclut  immédiatement  des  équations  (->.)  que  Ton  a 

en  posant 

,,     on)     oiv     o^v 

*  Oxi  OV^  Oz- 

De  plus,  on  peut  choisir  arbitrairement  la  fonction  T  vérifiant 
A.jT=^o;  il  existe  toujours  des  fonctions  X,  Y,  Z  vérifiant  les 
équations  (•>.);  il  en  existe  même  une  infinité  et  l'on  peut  préciser 
le  degré  d'indétermination  et  exprimer  ces  fonctions  par  des  inté- 
grales définies.  Il  suffit  pour  cela  d'employer  la  démonstration  que 
Beltrami  a  donnée  pour  un  théorème  de  Stokes. 

Tje  système  {•>.)  est  un  cas  particulier  du   suivant,   où   figurent 
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qiialrc  fonctions  X,  Y,  Z,   T  de  (jiialre  variables  x,  i',  z,  /, 

oT       0\       iVA       0\ 


en 


l    Ox 

Oz 

Oy 

ot 

' 

«» 

1  f)T 

1  Oy 

oz 

Ox 

-H 

0\ 
Oz 

0\ 
Ot 

— 

o, 

0\ 

-h 

Ox 

or 

ot 

— 

o. 

0\ 
\    Ox 

o\ 

-+- 

oL 

Oz 

-4- 

ot 

— 

", 

et  dans  lequel  chaque  fonclion   vérifie  nécessairement  Téquation 
à  quatre  lermcs 


tMJ       t>M-       ()Ui       0^\  _ 


Je  me  propose  d'indiquer  prochainement  d'une  façon  plus  dé- 
taillée les  propriétés  de  ces  potentiels  associés,  en  me  plaçant  sur- 
tout au  même  point  de  vue  que  dans  des  recherches  antérieures 
{Acta  rnntlirinadca,  l.  4). 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Mthnoir<'  sur  Irs  sit/'/f/res  ^(tuclu's  rationnellrs  ; 

|)ar  M.  (iK.NTY. 

\.    Les  é(|ualions  d'une  droite,  en  coordonnées  rectangulaires, 

étant 

x~-  x^  _^    Y  —y\  _  £j2l£l, 

la  droite  est  <'ntirreuicnt  détcrminéx*  par  les  six  (|uanlit(>s 

//.     c.      (r. 

que  nous  a[)|>(îllerons  les  coordonnées  lior)iogèncs  Av  la  droite  et 
(|ui  sont  liées  entre  elles  par  la  relation  identique 

Dans  une  Note   insérée  aux  XoiiKellcs  Annales  de  Mathéma- 
tiques,  >"  série,  t.  VI,  p.  4<>i ,  nous  avons  déjà  donné  la  définition 
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de  ces  coordonnées  el  nous  en  avons  fait  une  application  à  l'élude 
du  complexe  de  Reye;  le  but  du  présent  Mémoire  est  de  montrer 
combien  leur  emploi  facilite  l'étude  des  surfaces  franches  ra- 
tionnelles. 

Mais,  avant  d'aborder  cette  étude,  nous  allons  rappeler  (juelques 
formules  de  la  Note  précitée  et  en  donner  quelques  autres  qui  se- 
ront utiles  par  la  suite. 

2.  La  plus  courte  dislance  de  deux  droites,  (//...)  el  (//|  . . .),  a 
pour  expression 


0 


i:(«$,-Hw,0 


où  Ton  a  posé 

Si  les  deux  droites  sont  infiniment  voisines  ci  si  l'on  pose 

M,  =  Il  -^  dUf        c*i  =  r  -H  <A\         . . . , 
il  vienl 

(•A)  0  =  -7^^^^^^ ; 

/s  (  V  div  —  «•  dv  ;* 
si  dz  est  l'angle  infiniment  petit  des  deux  droites,  on  a 

,,,  ,         \/y:(vdiv — ivdv)* 

La  condition  pour  (pie  les  deux  droites  se  rencontrent  devient 
(4)  :ùdudi=o, 

et  leur  point  d'intersection  a  pour  coordonnées 

La  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  a  pour  coor- 
données 

( v  div  —  w  dv)^(v  dw  —  Cl'  dv )*, 

(  w  du  —  H  dw)  1  (  l' dw  —  iv  dv )*, 
,    (  u  dv  —  i'  du)^{  V  dw  —  n'  dv  )*, 

(r>)  / 

V{uI.udu  —  du'Lu^)  —  q(ul.du'—duï.udu), 
P(vZudii  —  rt'rlM*)—  Q(vy:du^—dv^udu). 
V(ivI.udN  --^crl//2)—  Q(frv^,^2_  dul^udif). 
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en  posant 


'7) 


I»  ^ 


(il    dr,     in, 

li        i'         (r 
riu     r/i?     div 


■ 

^ 

^ 
"» 

\ 

y 

»9 

1 

V 

r/ 

s? 

CI' 

^^/ 

dv 

div 

La  droile  ^//  ...)  ol  la  perpendiculaire  commune  à  celle  droite 
et  à  la  droite  infiniment  voisine  sont  dans  un  plan  qui  a  pour  équa- 
tion 

( 8 )         i  ux  -\-  vy  -^-  w z))Lu  du  —  ( x  du  -+-  y  ds."  -h  z  dw  ) Si/*  =  Q. 
et  leur  point  de  rencontre  a  pour  coordonnées 


Vu  —  Q  du  -r-  (  ('  div  —  w  dv)  ilç  du 

.r  — -. ; — > 


s  (  V  dw  —  II-  dv  I* 

3.   Soient  maintenant  //,  i',  ...  des  fonctions  entières  d'ordre  n 
d'une  variabK*  arbitraire  /,  de  la  forme 


u  - 

V  = 


^0 


/7i  /  -f-  r/j/^H-.  .  .-f-  (tuf" 


(lo) 


l 


=  «o-H  3ti  /  -h  aj/*-f-.  .  .H-  a,,/". 


la  droile  (^/,  ..  .")  décrit  une  surface  fï:auclie. 

L  idenlilé  (i)  montre  d'ailleurs  qu'on   a   (?nlre   les  eoeffieienl'4 
des  exprcs'^ions  (  lo)  les  >.//  -f-  i  écjualions  de  condition 


V 


(II) 


^KnOL 


Il  •'•Il   - 


O. 


La  surface  gauche  est  d'ordre  //.  l'^n  (Hlel,  son  intersection  avee 


le  pli 


an 


\j\-  B  y  -    Ce.    -  I>  r^  o 


est  rcpré'senié'c  [>ar  les  équations 


(l'O 


.r  -_- 


iK--<:r,-i>t 


A  //  -^  iJi"  -H  C(v 


C'est  donc  une  courbe  unicursale  d'ordre  it . 

\ons  ap|)ellerons  surface  gauche  d'ordre  //,  ou,   pour  abréger, 
surface    (],/,    toute   surface    réglée  dont  les  g:énéralrices   ont  pour 
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coorfloinir<îs  des  fondions  rnlières  d'ordre  n  d'une  variable  arbi- 
traire /. 

Nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déterminer 

une  surface  d. 

\.  l^es  expressions  des  coordonnées  de  l'une  quelconque  de  ses 
fjfcnératrices  conliennenl  ()/j-i-6  coefficients  indélerniinés,  liés 
entre  eux  par  les  2/?  -+-  i  relations  (11). 

D'un  autre  côté,  on  peut  remplacer  t  par  une  autre  variable  t, 
qui  lui  soit  liée  par  une  équation  de  la  forme 

ati  -\-  bt  -\-  cz  ->t-  (t  =  o, 

et  l'on  peut  disposer  des  coefficients  arbitraires  r/,  b,  c  cl  d  pour 
déterminer  à  volonté  quatre  des  coefficients  des  expressions  (11). 
Il  ne  reste  donc  (|ue 

(\n  -ht)  —('in  -r-  I )  —  4  =  ^n  -h  i 

coefficients  indéterminés  ;  tel  est  par  suite  le  nond)re  des  conditions 
nécessaires  pour  déterminer  une  surface  C„. 

Ce  qui  précède  montre  d'ailleurs  <pi'on  peut,  clioisir  à  volonté 
les  valeurs  de  la  variable  aux(|uelles  correspondent  trois  généra- 
trices de  la  surface. 

Une  génératrice  donnée  de  la  surface  gaucbe  équivaut  évidem- 
ment à  trois  conditions 

Une  directrice  recti ligne  donnée  é(|uivaut  à  /?  4-  i  conditions. 
En  efiet,  si  //i,  ...  sont  les  coordonnées  de  cette  directrice,  on 
aura,  (juel  que  soif  /, 

ce  qui  fournit  les  n  h-  i  conditions 

Si  la  directrice  rectiligne  n'est  pas  donnée*,  ses  coordonnées  dé- 
pendent de  quatre  coefficients  qu'on  pourra  éliminer,  pour  /?  >>  3, 
entre  les  n  -f-  i  équations  qui  précédent,  et  il  restera  //  — 3  équa- 
tions» de  condition  entre  les  coefficients  de  la  surface  gaucbe; 
'^n  -\-  /\  conditions  nouvelles  suffiront  pour  la  déterminer. 

Pour  n  =  ij,  on  a  quatre  équations  de  condition  (|ui  permettent 
de  déterminer  les  coordonnées  de  la  direrfrice.  (les  quatre  équa- 
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lions  représcnleni  des  complexes  linéaires  ayant  deux  droites 
communes.  Donc  une  surface  C3  a  en  général  deux  directrices  rec- 
li  lignes. 

Knfin,  pour  n  =  'à,   les  équations  (1.'^)  sont  au  nombre  de  trois 

et  ne  suffisent  pas  pour  délerminer  //|,  l'i, Ainsi  une  surface 

réglée  <lu  deuxième  ordre  a  un  nombre  infini  de  directrices  recti- 
lignes. 

Revenons  au  cas  généial,  et  supposons  que  la  directrice  recti- 
ligne  donnée  soit  Taxe  des  x.  On  aura  ç  =  o  pour  loule  valeur  de  /, 
d'où 

A  cha(|ue  valeur  de  /  correspond  une  génératrice  rencontrant  la 
directrice  en  un  point  dont  Tabscisse  est  <p(/).  Et  réciproquement, 
par  un  point  situé  sur  Taxe  des  j?  à  la  distance  p  de  Torigine 
passent  toutes  les  génératrices  correspondant  aux  valeurs  de  / 
fournies  par  l'équation 

Si  donc  la  directrice  donnée  est  une  droite  simple  de  la  surface, 
on  a  nécessairemeni 

•      '        ci  -hd 

et,  par  suite,  le  rapport  anharmoniquc  des  points  de  rencontre  de 
la  directrice  avec  quatre  génératrices  quelcon<|ues  de  la  surface  esl 
égal  à  celui  dos  \aleurs  de  /  auxquelles  ces  génératrices  corres- 
pondent. 

On  a  d'ailleurs  pour  les  coordonnées  ff.  ...  des  expressions  de 
la  forme 

;--«>.  T.    :r     _(,,/-^/,^/3(/,,  ^    r-  (  fil  -v  b) /^{t  ). 

(»ii  f^  et  y*;,  sont  des  fonctions  d'ordre  n  —  i  au  plus. 

Si  l'axe  des  .r  était  une»  directrice  double,  on  trouverait  de 
même,  pour  les  coordonnées  d'une  génératrice,  les  expressions 
suivantes  : 

//  r=  F,(/).        i-  r^  \dr--\-  ^'/— /)/î(n.  "  -^  {(in-T-ct  — /)/i(n. 

^  =r  o.  -r^z-  —  iar--^    ht  -^r\f^{  t).  ::   =--  iat^_^  ht  -^-  r\fi{t). 


j'i  ^^  f^  étant  d'ordre  //    -  2.  et  ainsi  de  suile. 
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On  reconnail  facilemcnl  cl^liilellrs  que,  quel  (|ue  soit  Tordre  de 
inulliplicilé  de  la  direclrice,  les  expressions  de  ;/,...  contienncnl 
réellement  3/i  coefficienls  indéterminés. 

Si  la  direclrice  recliligne  est  située  loul  entière  à  Tinlini,  la 
surface  a  un  plan  directeur. 

On  a,  dans  <*e  cas,  //,=:=  c,  r=  (\',  r:^  o,  et  les  équations  (i3) 
deviennent 

En  éliminant  Çi,  'r^^  et  IJi  entre  ces  écpiations,  il  restera  n  —  i 
relations  indépendantes  entre  les  coefficients  de  la  surface  gauche. 
Par  conséquent,  le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déter- 
miner une  surface  C„  à  plan  directeur  est  égal  à 

4  /i  -f- 1  —  (  /i  —  0  =  ^  "  -+-'-*• 

On  verrait  d'ailleurs  très  simplement  que,  si  le  plan  directeur 
est  le  plan  des  yz,  et  si  la  droite  située  à  Tinfini  dans  ce  plan  est 
une  droite  multiple  d'ordre/?  de  la  surface,  les  coordonnées  de  il,, 
ont  des  expressions  de  la  forme 

u  —  o,  c  —  — /(  /)•!/(/).        (i-  -  /{i)o(t). 

$  -  F,(/),      T,  --:/,(/)'f(/),         ;  -/i(Oi.(/). 

F  étant  au  plus  d'ordre  //,  '^  et  i  d'ordre />,  eiy*ety*i  d'ordre  n  — /> 
par  rapport  à  t. 

Si  enfin  une  surface  C„  a  deux  directrices  rectilignes,  l'une  Ou^, 
l'autre  située  à  l'infini  dans  le  plan  des  yz^  et  telles  que  la  pre- 
mière soit  sur  la  surface  une  droite  multiple  d'ordre/),  et  la  seconde 
une  droite  multiple  d'ordre  q,  les  coordonnées  d'une  génératrice 
de  la  surface  auront  des  expressions  de  la  forme 

5  =  o,  r,  =-/,(/)•}(/).  $=/,(/)cp(0; 

'f  et  '{^  sont  des  fonctions  d'ordre  7;y*et /,  des  fonctions  d'ordre />, 
et  Ton  a,  comme  cela  doit  être, 

P  -\-fj  —  n. 
o.   Comme  application,  cherchons  les  équations  d'une  surface 
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réglée  du  second  ordre  délerniinée  |)ar  Irois  de  ses  généralrices 
On  aura  ('videnimenl  pour  1/,  . . .  des  expressions  de  la  forme 


i  —  ti        t  —  fi       /  -  /3  ' 


hj  f'2i  h  étant  les  valeurs  de  la  variable  choisies  à  volonté  qui 
correspondent  aux  trois  génératrices  données;  nous  détermine- 
rons les  coefficients  a^J  a^^  ^^3  en  exprimant  que  la  condition  (i) 
est  satisfaite  pour  toute  valeur  de  /. 

Cette  condition  étant  déjà  remplie  pour  trois  valeurs  de  la 
variable,  il  suffit  d'exprimer  qu'elle  l'est  encore  pour  deux  autres 
valeurs  quelconques,  par  exemple  pour  /  nz  o  el  /  =  00. 

On  obtient  ainsi  les  deux  équations 


(14  ) 


\ 


où  Ton  a  posé 


A/, 

■   -H 

B/, 

«2 

C/3 

-4-  — i  =--0, 
«3 

A 

-4- 

B 

C 

-\-    —    —  0. 

A 

V 

—  ^ 

(«1 

Ï3-H  W3$s). 

W 

V 

(«3 

îl-^  W1Ç3). 

C 

V 

('M 

?S-H//2$l). 

Des  équations  (i4)  ^>"  ^^^^ 

A  W  C 


(t{  :  fi±  \<t  ^T- 


On  a  donc  enfin 


A//j  WlU  Cm  II; 

n  — 


Pour  /|  =  X,  /2=  ^>  t'I  ^1=^  •  )  l<*s  expressions  de  ffj...  pren- 
nent la  forme  plus  simple 

,  ^.  4  Hwj        0^3 

(  I  •)  )  //  —  A  // 1  — i )  •  •  .  • 

f  f  —  y 

I^es  résultais  qui  procèdent  permettent  d'obtenir  très  simple- 
ment les  conditions  qui  expriment  que  quatre  droites  ne  se  ren- 
contrant pas  deux  à  deux  sont  situées  sur  un  même  hvperboloïde. 

Soient  (^/,  .  .  .),  (ff.2  .  .  .),  {ff:i  .  .  .  )  et  (f/.,  .  .  .)  les  quatre  droite^ 
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données,  et  posons  dès  mainlenant 

Les  équations  (i5)  rcpréscnlapl  les  coordonnées  d'une  généra- 
Irice  quelconque  de  Tliyperboloïde  déterminé  par  les  trois  pre- 
mières droites,  on  devra  pouvoir  poser 

SU],  —  A//,  —  — -  -+- 


(i()  j  '    Ai'v  =  A  r 


/  /  -  I 

B('2         Cf. 


/  /  — I 

s»\  ■=  Aii'i  — -   — 


B  i^j  C  H'3 


1 

/  —  I 


•'►;fc  —  A^, —  - 


/  —  I 


(17)  V    .vr,4  =  Ar,, ^    -h  ^— ^ 


/  /  —  I  ' 


A'  et  t  étant  deux  coefficients  inconnus.  Or  on  a 

H\  U V  ~  î/i  U|  -+-  «î  Uj  -f- 1/3  U3, 
r^Uv=  i'iLli-f- l'i  Uj-f- i'aUa, 
iv^Uv  =  tvj  Ui  H-  ivj  Uj-f-  ti'3 1)3. 

En  comparant  ces  équations  avec  les  é<|uations  (16),  il  vient 

et,  si  Ton  élimine  ,çet  t  entre  ces  équations,  on  a 
(19)  AU,U3H-BU3Ui-f-CU,Uj=o  : 

c'est  Tune  des  conditions  cherchées. 

Si   maintenant  nous  additionnons  les  équations  (16)  et   (17) 
après  avoir  multiplié  les  trois  premières  par  ;i,  7,1,  w|  et  les  trois 
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autres  par  //|,  i'i,  i\',  res[)ecllvemenl,  il  vient 

st{t  —  1)1)  =  BC; 

remplaranl  dans  celle  éqiialion  st  et  t  —  i  par  leurs  valeurs  lîrëes 
deséqualions  (18),  et  lenanl  compte  de  l'équalion  (19).  on  a 

Al  jU,H-DU,L\  =  o. 
On  trouverait  de  iiK^me 

BU3t,-hEi:jl4=o, 
CU,U,-hFUsUv=o. 

l^es  trois  équations  qui  précèdent  se  réduisent  d'ailleurs  à  deux 
en  vertu  de  Tidentilé 

AlJîU,-hBU3U,-f-CU,U,=  r)U,U,-HKU,Uv-+-FUjLU. 

6.  Cherchons  encore  l'expression  f^énérale  d'une  cubique  réglée 
dont  on  donne  quatre  génératrices. 

Soient  oc,  o,  i  et  t  les  valeurs  de  la  variable  qui  correspondent 
aux  quatre  f»énéralrices  données.  On  aura  pour  //,...  des  ei[pres- 
sions  (le  la  forme 

/y//»          cun            r/it; 
(iO)  Il  =  nui  H — --  4- H -•>  '  •  " 

Ces  <'(]ua lions  renferment  quatre  coefficienls  indéterminés; 
mais  il  cxislc  entre  eux  trois  relations  que  nous  obtiendrons  en 
exprimant  que  Téquation  (i)esl  satislaile  identiquement.  Or  celle 
équation  est  du  sixième  ordre  et  elle  est  déjà  salisfaile  par  les 
quatre  valeurs  x,  o,  i  et  t  de  la  variable;  [)Our  qu'elle  soit  iden- 
tique, il  suffit  quVIle  le  soit  encore  pour  trois  autres  valeurs  de  la 
vaiiabl(\ 

Mais,  si  l'équation  (1)  est  salisfaile  identiquement,  il  en  sera  de 
mémo  de  sa  dérivée 

(21)  ^{ii^J-i-uD^o 

et  réciproquement  ;  si  l'équation  (21)  est  identique,  rex[)ression2//5 
sera  constante  et,  comme  elle  est  nulle  pour  quatre  valeurs  de  /, 
elle  sera  identi((uement  nulle.  Kn  exprijnant  que  l'équation  (h) 
est  satisfaite  pour  les  valeurs  x,  0  et   i  de  la  variable,  nous  oble- 
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nous  sans  peine  les  eondilions  suivantes  : 

clE 
c\  -h  '    -  =  o. 

f    /    V  '^^ 

V  I  —  T 

Si  l'on  ajoute  ces  (équations  après  les  avoir  niullipliées  respecti- 
vement par  A,  B  et  C,  il  vient 

(23  )  ADt»—  (  AU  -+-  UE  —  GF)T  -4-  BK  =  o. 

Il  est  facile  d'interpréter  cette  écpiahon.  En  effet,  Test  le  rap- 
port anharmoniquc  des  quatre  valeurs  x,  o,  i  et  t  de  la  variable. 
D'ailleurs  la  surface  cherchée  a  deux,  directrices  rectilignes,  qui 
sont  les  droites  A  et  A',  rencontrant  les  quatre  droites  données; 
l'une  est  une  directrice  simple,  l'autre  une  directrice  double. 
Or  nous  avons  vu  que,  lors(ju'une  surface  C,,  a  une  directrice 
simple,  le  rapport  anharmoniquc  des  points  où  quatre  gén/Tatrices 
rencontrent  cette  directrice  est  égal  à  celui  des  valeurs  de  t  aux- 
(pielles  elles  correspondent.  L'équation  ('^.3)  a  donc  pour  racines 
les  rapports  anharmoniques  des  points  où  les  quatre  droites  don- 
nées sont  rencontrées  par  A  et  A'  respectivement.  Si  l'on  adopte  la 
valeur  t,  A  sera  la  directrice  simple  de  la  surface  et  A' la  directrice 
double,  et  inversement. 

Si  deux  des  droites  données  se  rencontrent,  la  directrice  double 
est  déterminée  et  l'é([uation  (a3)  se  réduit  au  premier  degré. 

Dans  le  cas  général,  les  équations  (ati)  montrent  <pi'on  peut 
prendre 

a  —  —  A,  r—  -,  o  = 


» 

I  —  T 


et  les  expressions  des  coordonnées  prennent  la  forme 

V  Ni  E//3  A  «V 

u  —  aux  -H  7 •  H 77 :  —  -. '  •  •  •  ^ 

/  —  "Z        li^t  —  I)        t  —  z 

où  l'on  doit  remplacer  t  par  l'une  des  racines  de  l'équation  ('^3)j 
elles  ne  renferment  plus  qu'un  seul  coefficient  arbitraire  a, 

Kemar(|uons  encore  que,  si  Téqualion  (■>3)  a  ses  deux  racines 
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égales,  c'csl-à-dire  si  Ton  a 

A2D«-+-  B2K2-h  C«F*-  jtBGKF  -    2CAID  -  ?  KBDE  =  o. 

il  n'y  aura  qu'une  droiu»  A  rcnconlranl  les  quatre  droiles  données 

lîl,  dans  ee  cas,  Tune  quelconque  des  (|ualre  droiles  esl  langente  à 

riiyperboloïde  déterminé  par  les  trois  autres. 

La  condition  (jui  précède  peut  encore  s'écrire  sous  la  forme  bien 

connue 

0      G     n      I) 

C      0      A       K 

f{      A      0       F 

r>      E      F       o 


=  o. 


7.  Courbe  double  d'une  surfttee  C,/.  —  Nous  avons  vu  que  la 
section  plane  d'une  surface  C/,  est  une  courbe  unicursale  d'ordre 

//,  ayant  par  suite -^^ points  doubles.  La  surface  a  donc 


y. 


une  courbe  double  d'ordre  ^^ ^^ -»  dont  nous  allons  cher- 


•>. 


cher  les  équations. 

Soient  (//j...),  (//,...)  deux  génératrices  qui  se  rencontrent, 5  et/ 
les  valeurs  correspondantes  de  la  variable.  On  a 

Le  ])r('niier  membre  de  celle  écpiation,  ainsi  cpie  sa  dérivée  par 
rap])orl  à  /,  s'annule  pour  f  =  s\  en  supprimant  ee  facteur,  lé- 
quation  n'est  plus  que  d'ordre  /?  —  2  |)ar  ra|)port  à  /  et  5,  ce  qui 
montre  (piune  f;énératrice  d'une  surface  C„  en  rencontre  // — > 
autres. 

La  courbe  double  a  d'ailleurs  pour  é(pialions 


^   ^    ^</î.s— T.,-?/ 


^l^.^i 


r^ 


i:  ",■  f 


-  » 


s  et  t  étant  deux  variables  arbitraires  liées  entre  elles   par  l'équa- 
tion 


it  -sV 


—  o. 


On  (lémonlreiait  sans  difficulté  (pie  Tordre  de  celle  courbe  e>l 

{,  i  sui\'rc.) 


,  .        ,      .  ,  ( n  —  \)  (  n 
bien  e{>al  a ; — 


•>  ) 


^ 
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8.  Généralrices  singulières  ci* une  surface  C,<.  —  Nous  avons 
trouvé  pour  l'expression  de  In  plus  courte  distance  de  deux  droites 
infiniment  voisines 


0  — 


v/l  (  V  div  —  w  dv  )* 


.Si   ces  deux  droites  sont  les  génératrices  d*une  surface  C„,  il 

vient 

2  m' 5 


0  ~ 


^t{viv'—wv'f 


Les  génératrices  singulières  de  la  surface  sont  donc  fournies  par 
l'équation 


(-x'y) 


-S.n'l'^-o, 


Celte  équation  est  d'ordre  9.(/î  —  a);  on  a,  en  effet, 

2  w  $  =  o, 

i:(i/'j-f-w$')  =  o 

c*l,  par  suite. 

Or  le  premier  membre  de  cette  équation  est  d'ordre  ^.(/i  —  i), 
donc  Sm'Ç'  est  d'ordre  2(/i  —  a);  tel  est,  par  suite,  le  nombre  des 
génératrices  singulières  de  la  surface. 

Si  l'équation  (23)  est  satisfaite  identiquement,  la  surface  C„esl 
développable.  Cette  équation  étant  d'ordre  7.{n  —  2),  la  condition 
d'identité  fournit  2/1  —  3  relations,  en  sorte  qu'il  faut 

I/1-4-I  —  (9./I  —  3)=  9.(/l-+-2) 

conditions  pour  déterminer  une  surface  développable  rationnelle 
d'ordre  n, 

9.  Point  central,  ligne  de  striction,  plan  central  et  para- 
mètre de  distribution  des  plans  tangents  d\ine  surface  C„.  — 
En  appliquant  au  cas  de  deux  génératrices  infiniment  voisines  de 
la  surface  C«  les  formules  du  §  2,  et  en  posant 


V    r= 


t' 

1 

% 

-r, 

u 

V 

U* 

y 

«.»• 

U 

V 

u' 

v' 

w' 

1 
U 

V 

Y 


pi=z  !t:(r<i '—»•/)«, 


XIX. 
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on  a  pour  les  coordonnées  du  point  central  de  la  généralrice 

Vu  —  Qu'-^ivw'—  ivp')2Jm' 


X  = 


/>* 


(iC,)  ,y=  — , 

^  w  —  Ow'  -\-{uv'  —  vu')'S:\u' 

z  = 

I.e  numérateur  et  le  dénoininaleur  des  expressions  (2(5)  sont 
d'ordre  4 (/?  —  >)'  ^^'  ^^^•>  pa^*  suite,  l'ordre  de  la  ligne  de  striction 
de  la  surface  C„.  Ces  expressions  peuveni ,  d'ailleurs,  se  mettre  sons 
la  forme 


el  il  est  facile  de  voir  que  le  point  qui  a  pour  coordonnées 

est  le  point  de  contact  de  la  génératrice  (u)  avec  le  plan  mené  par 
cette  ligne  et  l'origine,  c'est-à-dire  le  point  correspondant  de  la 
courbe  de  contact  avec  C„  du  cône  circonsciit  à  celte  surface  et 
ajant  son  sommet  à  l'origine.  Celte  courbe  est  donc  nnicursalc  el 
d'ordre  9.{n  —  i). 

Dans  le  cas  d'une  généralrice  singulit  re,  on  a 

et  le  point  central  se  confond  avec  le  point  d'intersection  de  celle 
g<';néralrice  et  de  la  génératrice  infiniment  voisine. 

Si  la  surface  C,i  a  un  plan  directeur,  quel  que  soit  d'ailleurs 
Tordre  de  multiplicité  de  la  directrice  située  dans  ce  [)lan,  Tordre 
de  la  ligne  de  striction  diminue  de  moitié. 

On  a  en  elFet,  dans  ce  cas,  le  plan  directeur  étant  le  plan  des  j'-, 

où  "^  el  A  sont  des  fonctions  d'ordre  jjl,  f  t'[  /•  des  fonctions  d'ordre 
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//  —  [JL  en   /,  et    Ton   trouve   aisément  pour   les  coordonnées  du 
point  central 

F'  tt'  —  F  w' 


'.I  \  » 


le  dénominateur  et  les  numérateurs  de  ces  expressions  ne  sont 
plus  que  d'ordre  '^(/î  —  i). 

Ainsi  la  ligne  de  striction  d'un  paraholoïde  hyperbolique  pour 
Fun  des  systèmes  de  génératrices  est  une  coniqne  :  la  forme  même 
des  expressions  de  x,y  et  z  monlre  que  cetle  conique  est  une  para- 
bole. 

Le  plan  central  relatif  à  la  génératrice  (u  .  .  .)  a  pour  équation 

(9.8)  {iix-hvy  -+-  ivz)I,uu'  —  iux-hvy  -+-  w'5)S//*=Q; 

il  enveloppe  une  développable  dont  la  classe  est  égale  à  2/*  —  2. 
Enfin  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents  le  long 
de  la  génératrice  (a  .  .  .)  a  pour  expression 

(29)  A= ^-. 

Comme  exemple,  cherchons  le  paramètre  de  distribution  des 
plans  tangents  le  long  de  la  génératrice  (//a  . .  .)  de  Thyperboloïde 
représenté  par  les  équations  (i5)  du  î^  5,  et,  pour  simplifier,  sup- 
posons que  le  centre  de  la  surface  soit  à  l'origine,  ce  qui  entraîne 

On  a  alors 

//  —  A/(/  —  i)i/i—  B(/  —  i)/fi  -HG/M3,         .... 
U'=\('3if — i)ui — Bw,  -f-Cwi,  ..., 

et   pour    /::=(> 

r/'=  C//3 — .V//i — Bwj,         .... 
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On  lire  de  là 

:ùu*=  i/|-4-  i'|-t-  «'*, 

-4-  >. (  r,, i'j  -h  ;,  «'î )( <'i  «'3  —  t'3  «'I  )  =  '*-  Aji, 

en  posant 


croii 

on  a  donc  enfin 


"I 

//s 

W3 

♦  l 

»•« 

^'S 

Wl 

«1 

«'3 

P'=4A'(U+',Î  +  ;î): 


/  =  - 


ABC  m! 


"■\  _ 


en  appelant  V  le  volume  du  parallélépipède  déterminé  par  les  trois 
droites  (11^  . . .),  (u^  . . .)  et  (it^  .  .  .)  et  p  la  distance  de  l'origine 
à  la  génératrice  (//2  . .  .).  On  sait  d'ailleurs  que  le  parallélépipi'de 
construit  sur  trois  génératrices  quelconques  d'un  hyperboloïde  a  un 
volume  constant  (*).  Donc,  si  k  est  le  paramrlre  de  distribution 
des  plans  tangents  pour  une  génératrice  quelconque  d'un  livper- 
holoïde,  p  la  distance  du  centre  à  celle  génératrice,  le  produit  Âp- 
est  constant. 

10.  Plan  tangent,  paraboloïde  des  normales,  —  Un  point 
quelconque  d'une  surface  gauche  C,,  ayant  pour  coordonnées 


T  = 


pÇ  —  wr^ 


y:u^ 


su  y 


f  ' •  •  •       % 


ces  équations  seront  celles  de  la  surface  gauche  elle-même,  si  l'on 
y  regarde  s  ci  t  comme  deux  variables  indépendantes.  Les  quantités 

-7->  -7^  et  -7^  seront  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  d'une 
dt     dt       dt  '      ^ 

tangente  à  la  surface  et  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
sera  ainsi  complètement  déterminé. 


(')  Ce  ihéorème  n'était  pas  connu  quand  nous  l'avons  (^noncé  dans  les  IS'ou- 
veiies  Annales,  3"  série,  t.  IV,  p.  r^l^^. 
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Soit  Taxe  des  -3  une  généralrice  de  la. surface,  on  a  pourles  coor- 
données de  celle  droite 

a  =  V  =  o,        IV  =  1 ,        5  =  7,  =  ^  =  o. 

La  condition  2(mÇ'-+-  u'^)  =  o  donne  alors  ^'  =  o,'et  les  coor- 
données de  la  génératrice  infiniment  voisine  sont 

u'dt,     v'dty     i-hw'di,     ^'di,     r^dly     o. 

Ceci  posé,  le  plan  z=is  mené  par  un  point  A  de  Taxe  des  z 
parallèlement  au  plan  des  yz  rencontre  cette  génératrice  infini- 
ment voisine  en  \\w  point  B  ayant  pour  coordonnées 

La  normale  à  la  surface  gauche  au  point  A  est  perpendiculaire 
à  0-3  et  à  AB;  donc  ses  cosinus  directeurs  sont  proportionnels  aux 
quantités  Ç'-h  n\?\  r/ —  sa*  et  o,  et  elle  a  elle-même  pour  coordon- 
nées 

$.N=  **w'— *Tr/         r^^=  s\'-^s^v\         5n  =  o. 

Si  dans  ces  équations  on  regarde  /  comme  une  constante,  s  va- 
riant seul,  elles  repri'sentent  le  paraboloïde  des  normales  le  long 
de  la  génératrice  Os. 

Dans  rhypolhèse  actuelle,  on  a 

on  a  alors  pour  les  coordonnées  du  point  central  de  O3 

or  =  o,         7  =  0,  z^  . 

Si  donc  on  suppose  en  outre  (]ue  le  point  central  a  été  pris  pour 
origine,  on  a 

(3o)  ar/— i»'5'=o; 

on  a  alors  pour  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents 

Si  d'ailleurs  nous  apjielons  0  l'angle  do  la  normale  au  point  A 
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avec  la  normale  à  Toriginc,  nous  aurons 


coso  =       i'ii'-^'^')  ^ <«- *"')       _  y/^''-^  V* 


et  par  suite 


lang^O  =  5  — 


/r^r/« 


-r> 


comme  cela  doit  être. 

Cherchons  enfin  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents 
le  long  de  la  génératrice  {u^  . . .)  du  paraboloïde  des  normales. 

Si  nous  désignons  par  des  accents  les  dérivées  prises  par  rapport 
à  s,  nous  aurons 

^s=s^u'—sr/,       r,s=  si'-h  s*v\       Sx  =  o, 

X  aS  =  {'»  -4-  t/«  -4-  5»  (  a'«  -h  i>'*  ), 

et  par  suite 

'■"  u'^'-i-v'r,'  "  cos20(//'î'-hi''T;)  ""  cos«0' 

expression  bien  connue. 

11.   Hyperboloïde  osculateur.  —  Nous  avons  trouvé  au  §  5 
pour  les  coordonnées  d'un   h^'perboloïde  déterminé  par  trois  de 
ses  génératrices  {u^  . . .),   {tu  . . .),  («:,  . . .)  des  expressions  de  la 
forme 
_      A£/j Bwj  Cms 

Si  nous  supposons  que  les  trois  droites  données  soient  Irois 
génératrices  infiniment  voisines  de  la  surface  gauche  C/i,  nous  ob- 
tiendrons rhjpcrboloïdc  osculateur  de  celte  surface. 

Posons  donc 
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On 


aura 


Mi 

z= 

U  — 

u' 

^/H- 

il" 

0/î 
•2 

Ml 

— 

w. 

Ma 

— 

a  H-  it' 

0/^ 

u" 

0/î 

•  ♦ 


Si  d'ailleurs  on  lienl  compte  de  Téqualion  Ï«Ç  =  o  et  de  celles 
qu'on  en  déduit  par  des  dérivalions  successives,  on  trouve,  par  des 
calculs  faciles. 


0/3 


2/v 


et  Ton  obtient,  pour  les  coordonnées  de  riijperboloïde  osculatcur 
des  expressions  de  la  forme 

A,  a  et  V  ayant  les  valeurs  suivantes  : 

\  =45:/£'5'— 7(T  — OS(a'$'-+.M'$')-h(T  — 0*2"  T. 


Si  a,  p  et  Y  sont  les  coordonnées  du  centre  de  rhyperholoïde 
osculateur,  on  trouve 

(  j  I  )      a  = ,  •  •  •  1 

en  désignant  par  S  le  déterminant 


u 


r       w 


w 


w 


Le  dénominateur  et  les  numérateurs  A\i?^  expressions  (3i)  sont 
d'ordre  3(/i  —  a).  Donc  le  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  os- 
culateurs  d'une  surface  gauche  rationnelle  d'ordre  n  est  une  courbe 
j;auche  unicursale  d'ordre  3(/î  —  2). 

Les  génératrices  de  la  surface  gauche  pour  lesquelles  l'iiyper- 
boloïde  osculatcur  se  transforme  en  paraboloïde  sont  données  par 
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l'équation 

S  =  o; 

elles  sont  donc  au   nombre  de  3(/i  —  2).  Si  cette  équation   est 
satisfaite  identiquement,  la  surface  est  à  plan  directeur. 

12.  Surfaces  déçeloppahles ,  —  Nous  avons  vu  que  la  surface 
réglée  est  développable  si  Ton  a,  pour  toute  valeur  de  /, 

(32)  l«'5'=-o. 

Il  est  facile  de  voir,  d'après  cela,  qu'il  n'y  a  pas  de  surface  déve- 
loppable non  conique  de  degré  inférieur  à  4» 

Si  l'on  prend,  en  effet,  les  dérivées  successives  de  l'équation 

il  vient 

1(1/$"' -^  "'"$  H-  3M'r-t-  3a'f')=  o. 

Mais  si  l'on  prend  la  dérivée  par  rapport  à  /  de  l'équation  (Sa),  il 
vient 

On  a  dès  lors 

i:(//î'  -h  m'  0  =  0^ 

(33)  < 

Ceci  pose,  soient  (;/,...),  («/...)  deux  génératrices  d'une  sur- 
face réglée;  la  condition  pour  qu'elles  se  rencontrent  est 

(34)  S(W,.$/-4-M,tO=  «• 

Or  le  premier  membre  de  cette  équation  et  ses  trois  premières 
dérivées  s'annulent  pour  l  =  s,  en  vertu  des  équations  (33).  Donc, 
si  u...  sont  d'ordre  inférieur  à  4?  l'équation  (4)  est  satisfaite 
identiquement,  ce  qui  montre  que  deux  génératrices  quelconques 
de  la  surface  réglée  se  rencontrent  :  cette  surface  est  donc  un  plan 
ou  un  cône. 

12.  Soient  maintenant  (u...)  les  coordonnées  d'une  génératrice 
quelconque  d'une  surface  développable  C,/. 
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Le  point  de  Tarêle  de  rebroussemenl  silué  sur  celle  génératrice 
a  pour  coordonnées  (27) 

Le  plan  tangent  le  long  de  celte  génératrice  a  de  môme  pour  équa- 
tion 

(36)  (vw'-—  v'w)x  -h{wu' —  w' u)y  -^{uv' —  u'v)z  =  Sm'J. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  numérateurs  et  le  dénominaleur  des 
expressions  (35)  ont  un  facteur  commun,  et  qu'il  en  est  de  même 
des  deux  membres  de  l'équalion  (36). 

Considérons,  en  cffel,  les  valeurs  de  t  pour  lesquelles  on  a 
iI//$  =  o,  sans  qu'on  ail  en  même  temps 

Des  équations 
on  lire 

Des  équations 
on  tire  de  même 

5':y  :  j;'  =  (i'(ï>'—  v  w) : (wu'  —  w' u)  : (uv'  —  u' v )  =  ;:t,  :;. 

Donc  les  valeurs  de  t  considérées  annulent  les  numérateurs  des 
expressions  (35). 

On  verrait  de  même  que  les  valeurs  de /(pn  annulent  -w'Ç,  sans 
qu'on  ait  en  même  temps 

ns)  5:r,:;--=£':T;:r, 

annulent  le  premier  membre  de  l'équation  (36). 

Or  les  valeurs  de  t  pour  lesquelles  les  équations  (3^)  sont  satis- 
faites correspondent  aux  points  de  l'arête  de  rebroussemenl  situés 
à  l'infini.  De  même  les  valeurs  de  /qui  satisfont  aux  équations  (38) 
correspondent  aux  plans  tangents  delà  surface  C,i  qui  passent  par 
l'origine.  Si  donc  nous  appelons  m  Tordre  de  l'arête  de  rebrousse- 
menl et  c  la  classe  de  la  surface  dévcloppable,  les  numérateurs  et 
les  dénominateurs  des  expressions  (35)  ont  un  facteur  commun 
d'ordre  r,  et  les  deux  termes  de  l'équation  (36)  un  facteur  com- 
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rnun  d'ordre  m.  D'ailleurs  ï//'ç  est  d'ordre  i[n  —  i);  donc  on  a 

09)  c  -\-  m  =  7,{n  —  \). 

Soit  maintenant  /*  le  nombre  des  points  slationnaires  de  Tarétc 
de  rebroussement  et  s  le  nombre  de  ses  plans  stationnaires. 

On  obtiendra  le  nombre  des  points  stationnaires  en  exprimant 
que  trois  génératrices  infiniment  voisines  delà  surface  passent  par 
un  même  point,  ce  qui  donne 

(4o)  (?,  r/,  ;')-o. 

On  obtiendra  les  plans  osculateurs  stationnaires  en  exprimant 
que  trois  génératrices  infiniment  voisines  de  la  surface  sont  situées 
dans  un  même  plan,  sans  passer  par  le  même  point,  ce  qui  donne 

(40  ('/,  ^',  «'')=o. 

Les  équations  (4^)  et  (4  »)  sont  d'ordre  3(/i  —  2)  en  /  ;  mais  des 
solutions  de  l'équation  (4o)  il  faut  retrancher  celles  des  équa- 
tions (38),  qui  sont  évidemment  étrangères. 

De  même,  des  solutions  de  l'équation  (40'  ^'  ^^"^  retrancher 
celles  de  l'équation  (3-). 

D'ailleurs  ces  solutions  étrangères  sont  racines  doubles  des  équa- 
tions (4o)et(4i),  car  elles  annulent  les  dérivées  des  premiers 
membres  de  ces  équations.  On  a  donc  enfin 

i   r  —  3(/t  —  7.  )  —  9.c; 
/  .V  =  3  (  Aï  —  *.  )  —  xm. 

Des  équations  (3())  et  {/\'>.)  on  déduit  facilement 

/•  —  'à  m  —  //  —  A, 
s  —  -y.c    —  //  —  v>. 

et  comme  ces  nombres  r  et  s  ne  peuvent  être  néf::atifs,  on  a  néces- 
sairement 

_  n  -^  ?.  _  /i  -+-  2 

m ,         c • 

13.  Les  résultats  qui  précèdent  nous  penneltcnt  d'établir  1res 
simplement  la  classification  bien  connue  des  surfaces  développables 
rationnelles,  qui  comprennent,  ainsi  que  Ta  démontré  M.  Scliwarz, 
toutes  celles  des  sept  premiers  ordres. 


\ 
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Développahie  du  qiialrièine  ordre  :  n  =  \.  On  a 

m  -\-  c  =  6, 
et  les  inégalités  du  §  12  démontrent  qu'on  doit  prendre 

m  =  3,        c  =  3, 
d'où 

r  =  j  =  o. 

Ainsi  la  développahie  du  quatrième  ordre  est  de  la  troisième 
classe  et  son  aréle  de  rebroussement  est  une  cubique  gauche  qui 
n'a  ni  point  de  rebroussement,  ni  plan  stationnaire. 

Développahie  du  cinquième  ordre  :  n  =  5.  On  a 


et  les  inégalités 

obligent  à  prendre 
d'où 


//I  -4-  c  —  8, 


m  -  -,  c  -  - 


m  —  c  =  4, 
r  =  s  =  I . 


La  développahie  du  cinquième  ordre  est  donc  de  la  quatrième 
classe  et  elle  a  pour  arête  de  rebroussement  une  quartique  gauche 
ayant  un  point  de  rebroussement  et  un  plan  stationnaire. 

Développahie  du  sixième  ordre  :  n  =  6.  On  a 

//i -f.  c  =  lo,        ^^5  4»        <'*>4- 
Il  V  a  trois  cas  a  considérer  : 

V 

1°  /n  =r  4,         c  ^  (■>, 

d'où 

/•  =  o,       «  =  4- 

La  développahie  est  de  la  sixième  classe  et  elle  est  osculatrice 
à  une  quarlique  gauche  unicursale  ajant  quatre  plans  stationnaires 
et  pas  de  point  de  rebroussement. 

a"  m  —  .5,        c  —  5, 

d'où 

r  =  s  =  2. 

La  développahie  esl  de  la  cinquième  classe  et  elle  a  pour  arêle 
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de  rebroussement  une  quintiqiie  ayant  deux  points  de  rebrousse- 
menl  et  deux  pians  slationnaires. 

d'où 

r  =  4,  *  =  o. 

Ce  cas  est  réciproque  du  premier;  la  déveioppable  est  de  la  qua- 
trième classe  et  elle  a  pour  arête  de  rebroussement  une  sextiqne 
gauche  ayanl  quatre  points  de  rebroussement  et  pas  de  plan  sta- 
tionnaire. 

Développables  du  septième  ordre  :  /i  =  7.  On  a 

m  -h  c  =  l'À, 
-  9  -  9 

2.  'A 

On  obtient  trois  surfaces  distinctes  : 

i**  m  =  5,        c  =  7, 

d'où 

/'  =  I,         *  =  5. 

La  déveioppable  est  de  la  septième  classe  et  elle  est  osculalrice 
à  une  quintique  gauche  ayant  un  point  de  rebroussement  et  cinq 
plans  stationnaires. 

•2"  //*  =  G,        c  —  6, 

d'où 

La  déveioppable  est  de  la  sixième  classe  ;  son  arcte  de  rebrousse- 
ment est  une  sexlique  gauche  ayant  trois  points  de  rebroussement 
et  trois  plans  stationnaires. 

3*  m  =  7,        c  =  5, 

d'où 

Ce  cas  est  corrélatif  du  premier. 

La  déveioppable  est  de  la  cinquième  classe;  son  arête  de  re- 
broussement est  une  courbe  du  seplième  ordre  ayant  cinq  points 
de  rebroussement  et  un  seul  plan  stalionnaire. 


^ 
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14.   Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  celle  énuméralion  et  nous 

nous  bornerons  à   montrer  comment  les  résultats  qui  précèdent 

permettent  encore  de  déterminer  un  maximum  pour  le  nombre  des 

points  de  rebroussement  d'une  courbe  gauche  unicursale. 

On  a 

/•  —  'im  —  n  —  •;►., 
d'où 

/i  =  j» m  —  X  —  r,         r  =  9.( /i  —  i)  —  /?i  =r:  3 m  —  (>  —  xr. 

Or  on  a 

c-  , 

ou,  en  remplaçant  c  et  n  par  leurs  valeurs, 

G  m  —  12  —  ir'r^.m  —  /•, 

d'où 

_  im  —  m 

On  obtient  donc   une  valeur  maximum  de  /•  en  prenant  le  plus 

grand  entier  contenu  dans^ — rr — -«Ainsi  une  cubique  gauche  n'a 

pas  de  point  de  rebroussement,  une  quartique  gauche  en  a  un  au 
plus,  une  quintique  gauche  deux  au  plus,  etc. 


COMPTES    RENDUS   DES    SÉANCES. 

SÉANCE   DU  C  MAI   1891. 

PRÉ8IDBNCR   DE  M.   COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  Lucien  Lévy  :  St/r  le  déplacement  d*  une  figure  de  forme 
invariable. 

M.  Félix  Lucas  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire, 
Soiiy(5)  une  fonction  de  la  variable  z  ^=  x  -hyi  et  posons 
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V  sera  le  logarillime  népérien  du  module  dc/(z)  et  U  rargumenl 
de  celle  fonclion. 
On  a  îdentiquemenl 

d'où 

(3) 


ôx  ~  ùy  à  Y  dx 


,^,  /t>vy     /dv\«     /du\»     /c»u\« 

On  a  aussi 


Ox^        (>;'«       ^' 


(5) 

d'où 

Par  chaque  point  {x^y)  du  plan  passe  une  courbe  équimodii- 
iaireY=z  consl.,  à  laquelle  est  normal  le  vecleur  modulaire 


i/( 


dont  les  deux  projections  sont  —  V^  et  —  V'^.. 

Pareillement ,  on  peut  faire  passer  par  le  point  (jr,  >)  une 
courbe  équiargumentaire  U^const.,  à  laquelle  est  normal  le 
vecteur  ars^umentnire 


dont  les  deux  projections  sont  —  U^  et  —  L\.. 

Les  éipialions  (3)  et  (4)  montrent  que  le  vecteur  modulaire  cl 
le  vecteur  argumentaire  pour  un  même  point  du  plan  sont 
égaux  et  perpendiculaires  entre  eux.  Si  Ton  fait  tourner  le  se- 
cond d'un  angle  égal  à  —  dans  le  sens  du  mouvement  des  aiguilles 

de  la  montre,  il  se  superpose  au  premier. 

Les  équations  (4)  et  (6)  montrent  que,  si  Cune  des  fonctions 
V  et  V  est  une  fonction  de  point,  il  en  est  de  môme  de  la  se- 
conde. Supposons  que  celle  condition  soil  remplie,  nous  pourrons 
regarder  ct*s  ileux  fonctions  comme  des  potentiels  et  énoncer  le 
théorùne  suivant  : 
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Les  courbes  équiav  fj^umenlaues  sont  les  lignes  de  force  cor- 
respondant aux  courbes  équinxodulaires  considérées  comme 
courbes  de  niK^eau,  Et,  réciprcxjucmenl,  les  courbes  équimodu- 
laires  sont  les  lignes  de  force  correspondant  aux  courbes  équi- 
argumentaires  considérées  comme  courbes  de  nis^eau. 

D'après  les  équations  (3),  la  force  modulaire  et  la  force  argu- 
mentaire s'annulent  simultanément.  Appelons  points  neutres 
du  plan  les  points  sur  lesquels  ces  forces  s'annulent;  ce  sont  aussi 
les  points  en  Ics^iuels  les  courbes  de  niveau  et  les  lignes  de  force 
présentent  des  points  nodaux. 

On  a  identiquement 

par  conséquent,  les  points  neutres  du  plan  sont  les  points  ra- 
cines de  Inéquation  qu^on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  dérivée 
logarithmique  de  la  fonction  p  (s). 
Posons 


(H) 


nous  aurons 


Û', 


I 


Ui  —  arc  lang  --ff  ; 


/'<^)_   -V-hf/ 


Les  courbes  représentées  par  l'équation  \\r=rconsl.  sont  les 
lignes  isovectorielles  de  la  fonction /(s);  sur  chacune  d'elles,  la 
longueur  du  vecteur  est  constante  en  chaque  point. 

Les  courbes  représentées  par  l'équation  U|  =  const.  sont  les 
lignes  isocliniques  de  la  fonction /(«s);  sur  chacune  d'elles  le  vec- 
teur reste  en  chaque  point  parallèle  à  une  droite  fixe.  , 

Les  formules  (3),  (4)  et  (6),  établies  entre  les  dérivées  partielles 
de  U  et  de  V,  existent  aussi  entre  les  dérivées  partielles  de  LJ|  et 
de  V|.  Il  en  résulte  notamment  que  les  lignes  isovectorielles  et 
les  lignes  isocliniques  forment  deux  systèmes  orthogonaux. 

Examinons  le  cas  où  la  fonction  f{z)  peut  s'exprimer  par  un 
produit  de  facteurs  binômes  de  la  lorme  (z  —  ^)^,  en  désignant 
par  w  =^  ç  H-  7j/  la  coordonnée  affixc  d'un  point  déterminé  du  plan, 
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et  par  |jl  un  exposant  réel  (positif  ou  négatif,  commensurable  ou 
incommensurable).  Nous  aurons  alors 


(lo) 

Posons 

(II) 

nous  aurons 

(11) 


fiz)=  U(Z-ri)V: 


■«» 

y 

—  re 

ut' 

■ 

v  = 

log 

nép. 

n. 

rV-  — 

Su 

lop: 

ncp. 

r, 

u- 

S|x 

ui, 

L)_ 
) 

V    

■3 

f^ 

—  • 

r 

-9 

La  fonction /( 3)  admet  pour  zéros  les  points  !J  auxquels  corres- 
pondent des  exj)Osants  a  positifs  et  pour  infinis  les  points  ^  aux- 
quels correspondent  des  exposants  |x  négatifs. 

I^a  fonction  V  est  évidemment  un /?o/e/?//V/ et,  par  conséquent, 
la  fonction  U  en  est  un  autre. 

I  **  Assimilons  les  zéros  Ç  à  des  centres  daction  attirant  le  point  z, 
proportionnellement  à  leur  masse  et  en  raison  inverse  de  la  dis- 
tance, et  les  infinis  !J  à  des  centres  d'action  repoussant  le  point  z 
suivant  la  même  loi.  Le  vecteur  modulaire  représentera  en  gran- 
deur et  en  direction  Faction  totale  exercée  sur  le  point  z, 

?."  Assimilons  les  zéros  Ç  <^  des  sources  d'électricité  positive,  dé- 
bitant par  seconde,  sur  la  surface  du  plan  supposée  conductrice, 
les  quantités  [jl,  et  les  infinis  Z  h  dos  sources  analogues  d'électricité 
négative.  Le  vecteur  modulaire  sera  parallèle  et  proportionnel  au 
llux  d'électricité  passant  au  point  z. 

3°  Supposant  le  plan  non  conducteur,  assimilons  les  zéros  Ç  aux 
points  de  passage  de  courants  électriques  indéfinis,  d'intensités  |jl, 
tous  de  même  direction  et  normaux  au  plan,  et  les  infinis  Ç  aux 
points  de  passage  de  courants  analogues,  mais  dirigés  en  sens  con- 
traire. Le  vecteur  argumentaire  sera  parallèle  et  proportionnel  à  la 
force  magnétique  au  point  z. 

Dans  chacune  de  ces  hypothèses,  les  poinls  neutres  du  plan  sont 
les  points  racines  du  numérateur  de  la  somme  des  fractions  simples 

—  — ;  ;  ils  sont  en  nombre  inférieur  d'une  unité  à  celui  des  points  u, 

^  —  ;  r-  . 

qui  peut  d'ailleurs  devenir  infini. 
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M.  Appell  transniel  la  Note  suivante  : 

Remarque  sur  les  courbes  brachisioch rones . 

On  sait  que,  parnni  les  courbes  joignant  deux  points  fixes  A  et  B, 
celles  qui  rendent  minimum  une  intc'^grale  de  la  forme 

(B) 


(A) 


vérifient  les  équations  différentielles 


["{ 


dx\       do    , 


qui  se  réduisent  à  deux.  Appelons  courbes  G  les  courbes  obtenues 
en  intégrant  ces  équations,  courbes  qui  dépendent  de  quatre  con- 
stantes arbitraires  et  qui  se  réduisent  à  des  droites  quand  <p  =  i . 
Ces  courbes  G  sont  les  trajectoires  d'un  point  libre  sollicité  par 
une  force  dérivant  de  la  fonction  des  forces 

ou  les  courbes  brachistochrones,  pour  une  loi  de  force  dérivant  de 
la  fonction  des  forces 

la  constante  des  forces  vives  étant  nulle  dans  les  deux  cas.  Elles 
ont  été  l'objet  de  nombreuses  recherches  qui  se  trouvent  résumées 
à  la  fin  du  deuxième  volume  des  Leçons  de  Géométrie  de  M.  Dar- 
boux,  recherches  qui  montrent  qu'on  peut  étendre  aux  courbes  G 
les  propriétés  des  lignes  droites,  ou,  plus  généralement,  des  lignes 
géodésiques  ('). 

Le  point  de  départ  de  cette  extension  réside  dans  ce  théorème 
de  MM.  Tait  et  Thomson  : 

Soient  deux  courbes  G  infiniment  voisines,  G  et  G|,  ayant 
pour  extrémités  A  et  B,  \|  et  B|  ;  la  variation  de  l'intégralel^ 


(»)  Voyez  aussi  les  Noies  de  M.  Andoycr,  Comptes  rendus,  i88'),  t.  Cil;  de 
M.  O.  Bonnet,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1887;  de  M.  Vicaire, 
Comptes  rendus,  1888,  t.  CM,  et  la  quatorzième  Leçon  de  mon  Cours  de  Méca- 
nique, rédigé  par  MM.  Abraham  et  Deiassus. 

XIX.  r 
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quand  on  passe  de  C  à  C|,  est 


—  AA,  tp(  A)  cosBAA,  —  BBi  <p(B)  cosABB,, 

^(A)  et  'f  (B)  désignant  les  valeurs  de  cp(:r,  j^,  z)  aux  extré- 
mités A  et  B. 

Les  conséquences  de  ce  ihcoirme  sont  identiques  à  celles  qu'on 
déduit  du  théorème  analogue  sur  la  ligne  droite  (<p  =  i),  relative- 
ment à  la  théorie  des  surfaces  parallèles  (théorème  de  Tait  et 
Thomson),  des  dé^^eloppées,  des  lignes  de  courbure,  etc.,  à  con- 
dition de  remplacer  partout  les  longueurs  des  arcs  de  courbes 
par  les  valeurs  correspondantes  de  l'intégrale  1. 

Nous  voulons  attirer  surtout  l'attention  sur  ce  fait,  qui  ne  paraît 
pas  avoir  été  remarqué,  que,  si  Ton  interprète  ces  théorèmes  à  l'aide 
des  courbes  brachistochrones,  on  est  conduit  à  des  énoncés 
aussi  simples  que  pour  la  théorie  des  déi^eloppées,  des  lignes  de 
courbure,  etc.,  en  remplaçant  partout  les  arcs  de  courbes  par  le 
temps  que  met  le  mobile  à  les  parcourir  sans  frottement,  la  con- 
stante des  forces  vives  étant  nulle. 

Nous  ne  nous  arrêtons  pas  ici  à  développer  cette  théorie,  ni  à 
examiner  des  cas  particuliers,  qui  cependant  conduisent  à  quelques 
exercices  dignes  d'intérêt  sur  les  courbes  brachistochrones. 

M.  GuiMARAEs  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  une  équerre  cycloïdale  propre  à  effectuer 
la  rectification  des  arcs  de  cercle. 

Soit  AMB  un  arc  de  cvcloïde.  Si  PMP'  est  une  position  de 
son  cercle  générateur,  on  sait  que  arc  PM  ^=  PA.  Supposons 
donc  qu'on  ait  taillé  dans  une  matière  quelconque  Téquerre  ACB 
donnant  par  son  côté  AB  le  gabarit  de  la  cvcloïde.  Une  règle  étant 
posée  le  long  de  la  tangente  xy  menée  au  cercle  O  par  le  point  P, 
il  n'y  aura  qu'à  faire  glisser  le  bord  AC  de  l'équerre  le  long  de 
cette  règle  jus(|u'à  ce  que  le  bord  curviligne  AB  passe  au  point  M 
pour  avoir  AP  =  arcMP. 

Si  l'arc  à  rectifier  M|P|  a  un  rayon  différent  de  OP,  il  suffit  de 
tracer  l'arc  concentrique  MP  de  même  ouverture  et,  après  l'avoir 
reclilié  en  PA,  de  prendre  le  point  de  renconlre  A|  de  OA  et  de 
la  tangente  en  P|  à  l'arc  primitif. 

L'équerre  cycloïdale  AliC  permet  donc  de  ramener  les  divers 


problèmes  qu'on  peut  se  proposer  sur  t'évalualton  des  longueurs 
ei  la  division  des  arcs  aux  mômes  problèmes  eRectués  sur  des  seg- 


ments de  droites.  L'opération  matérielle  à  exécuter  n'est  pas  plus 
compliquée  que  celle  qu'exige  le  tracé  des  parallèles  avec  l'éqiierre 
ordinaire. 

En  particulier,  l'inscription  des  polygones  réguliers  dans  le 
cercle  est  très  simple  par  ce  mojen. 

Le  problème  de  la  division  des  angles,  se  ramenant  à  celui  de 
la  division  des  arcs,  reçoit  en  même  lemps  une  solution. 


SÉANCE    DU    20    MAI     1891. 

PIII^IDB»CE  m:  M.   nOLLIGNON. 

Démission:  M.  liapst  adresse  sa  démission  de  membre  de  la 
Société. 

Communications  : 

M.  Bioclic  :  Sur  lessysti-nws  de  votirbcs  liatts/onnées  homo- 
graphitjues  /es  unes  des  aiilres. 

M.  Godefroy  adresse  parrinlcrmédiaire  de  M.  Fourel  une  Note 
Sur  une  relation  entre  les  rayons  de  coiirf/ure  des  drheioppéfs 
des  courbes  réciproques. 

M.  Fourel  :  Sur  un  ji/oblcme  d'ossurnnces. 

M,  Félix  Lucas  fait  la  Comnuiuication  suivante  : 

Sur  les  fonctions  d'une  variable  ima^'inuire. 
Je  mets,  comme  dans  mu  préeédenleCommunicalion,  la  l'unction 
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sous  la  forme 

(I)  /(^)  =  cV-KUi. 

Si  le  point  M,  représenté  par  z,  parcourt  un  élément  de  tra- 
jectoire 

dz  =  dx  -h  i  dyy 

le  travail  correspondant  de  \di  force  argumentaire  —  -.— >  —  y-  est 

(2)  —  -r- dT  —  -,-- dy  —  -:-  dx—  -r-  dy. 

^    '  dx  ày    -^        ôy  dx    -^ 

Le  second  membre  de  cette  identité  représente  le  produit  de  la 
force  modulaire  —  y-»  ~"  x;'  p^r  '^  projection  de  dz  sur  la  di- 
rection obtenue  en  faisant  tourner  celle  force  d'un  angle  droit  en 
sens  contraire  du  mouvement  des  aiguilles  de  la  montre;  c'est,  par 
conséquent,  \^  jlux  de  force  modulaire  correspondant  au  par- 
cours dz\  de  là  ce  théorème  :  Lorsque  z  décrit  une  trajectoire 
quelconque  j  le  flux  de  force  modulaire  est  égal  au  travail  ar- 
gumentaire. 

Considérons  le  cas  où 

(3)  /(^)  =  u(5-;)^ 

Ç  coordonnée  d'un  point  fixe  C  du  plan,  (x  exposant  réel  quel- 
conque (positif  ou  négatif,  commensurable  ou  non).  Posons 

(i)  z-:,  =  re"i: 

nous  aurons 

(3)  f{^Z^  =  eSjX.'în^P.r-^Ml 

et,  j)ar  conséquent, 

(G)  V  =  S{ji  loj;  ncp./'. 

Les  projections  de  la  force  argumentaire  sont  donc 

.         d\  \x         Or 

\         Ox  ~        r  d{x  —  l) 

/         (A •  _  _  ;x  Or         ^ 

^         Or  r  Ok  y  —  r  )  * 

ce  sont  les  projections  d'une  force  centrale  exercée  sur  M  par  le 
point  C,  supposé  doué  de  la  masse  |x,  en  raison  inverse  de  la 
distance  MC,  celle  force  étant  attractive  ou  répulsive,  suivant  que 
»JL  est  positil  ou  négatif,  ou,  en  d'aulnes  termes,  suivant  que  ix  est 
un  zéro  ou  un  iniini  de  f[^z). 

Faisons  décrire  à  M  un  contour  fermé  simple^  c*est-à-dire  n'ayant 
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aucun  poinl  nodal;  un  raisonnement  analogue  à  celui  par  lequel 
on  démontre  le  théorème  de  Green  relatif  aux  (lux  de  force  dans 
l'espace  nous  conduit  au  tliéorruie  suivant  :  Le  flux  de  force 
modulaire  relatif  à  un  contour  fermé  simple,  parcouru  en 
sens  contraire  du  mou^^ement  des  aiguilles  de  la  montre^  est 
égal  et  de  signe  contraire  au  produit  de  tnz  par  la  somme 
algébrique  des  exposants  (x  des  zéros  et  des  infinis  def{z)  qui 
sont  situés  dans  l'intérieur  de  ce  contour. 

Les  flux  de  force  élémentaires  sont  évalués  comme  positifs  ou 
comme  négatifs  suivant  qu'ils  sont  sortants  ou  entrants. 

Examinons  le  cas  particulier  où  f{z)  est  un  polynôme  entier  du 
degré  p, 

(8)  f{z)  =  ^P-f- Al  5/^-» -f  •...-+-  \p-iZ-\-  Xp, 

qui  ne  peut  pas  avoir  d'infinis  à  distance  finie.  Pour  un  point  z 
pris  à  une  distance  infiniment  grande  r  de  l'origine,  ce  polynôme 
tend  vers  zP,  en  sorte  que  V  tend  vers  —  p  lognép.  r.  La  force  modu- 
laire correspondante  est  une  attraction  émanant  de  l'origine  des 
coordonnées  suj)posée  douée  de  la  masse />;  le  flux  de  force  cor- 
respondant au  parcours  d'une  circonférence  de  rayon  /•  ayant  son 
centre  à  l'origine  des  coordonnées  est  —  27:/>;  par  conséquent  : 
La  somme  des  exposants  des  zéros  d'un  polynôme  de  degré  p 
est  égale  au  degré  p  de  ce  polynôme. 

Ce  polynôme  a  donc,  soit  un  zéro  multiple  du  degré  /?,  soit 
plusieurs  zéros  distincts;  comme  l'existence  d'un  zéro  Ç  entraîne 
la  divisibilité  du  polynôme  par  (^  —  Ç),  les  exposants  des  zéros 
sont  nécessairement  tous  entiers;  de  là  celle  conséquence  : 

Théorème  de  Cauchy.  —  Une  équation  algébrique  du  degré  p 
a  toujours  un  système  de  racines,  réelles  ou  imaginaires, 
dont  les  degrés  de  multiplicité  donnent  une  somme  égale  au 
degré  p. 

Le  théorème  relatif  au  flux  de  force  modulaire  pour  un  contour 
fermé  simple  peut  aussi  s'énoncer  sous  la  forme  suivante  :  Le 
parcours  dUin  contour  fermé  simple  en  sens  contraire  du  mou- 
vement des  aiguilles  de  la  montre  fait  subir  à  r  argument  de 
la  fonction  f{z)  un  accroissement  égal  au  produit  de  'atz  par 
la  somme  algébrique  des  exposants  des  zéros  et  des  infinis 
contenus  dans  l* intérieur  de  ce  contour. 
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On  a,  en  effet, 


m  désignant  la  somme  algébrique  des  ei[posants  |x  des  zéros  et  des 
infinis  renfermés  dans  le  contour. 


M.  Appell  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  le  moui^ement  d'un  point  en  coordonnées  elliptiques. 

Soient  X,  y^  z  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point,  et  l,, 
^2,  Xj  les  coordonnées  elliptiques  racines  de  l'équation 


v> 


H r-  —  I  =0. 


rt|-r-A  «j-hA  aj-hA 

Les  équations  du  mouvement  d'un  point  libre  en  coordonnées 
elliptiques  ont  été  ramenées  à  des  quadratures  par  Jacobi  (  Vor- 
lesungen  (iber  Dynamik)  dans  le  cas  où  le  point  n'est  sollicilé 
par  aucune  force,  ou  est  attiré  par  l'origine  proportionnellement 
à  la  distance.  La  méthode  de  Jacobi  conduit  encore  à  des  quadra- 
tures, comme  il  est  connu,  quand  le  point  est  en  outre  attiré  par 
chacun  des  plans  coordonnés  en  raison  inverse  du  cube  de  la  dis- 
lance. 

On  peut  ramener  aux  quadratures  le  cas  phis  général  où  le  poiul 
serait  sollicilé  par  une  force  dérivant  d'une  fonclion  des  forces  de 
la  forme 

I  I     À|     L, 
.   1     À*     Lj 


ui  r- 


I  .  >-i   l'i  i 


I       Al       K\ 
I       À*      À| 


■i—  » 


M 


L|  élanl  fonction  de  la  seule  variable  A|,  L-.  de  a.»,  Lj  do  Aj.  H 
suflil  irajouler  U|,  Lj,  L3  aux  expressions  qui  ligurenl  sous  les 
radicaux  dans  la  Irenlicme  leron  de  Jacobi.  Eu  particulier,  si  Ton 
suppose 


l,  —  |{v/.|K        l.  =  R«Àj)        Lj=K(À 


3  '• 


K  (X^  étant  une  fonclion  raliounelle  de  a.  la  fonction  L    sera  ra- 
tionnelle et  symétrique  en  ).,,  a^»  '3-  ^"^*  sera  donc  une  fonclion 
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rationnelle  de  x^^y^,  z^  facile  à  calculer.  Ainsi  K(X)  =  r-  donne 

/. 
U  = 


Xt  y*  z* 

h  —  H I 

ai        «1        aj 


Cette  remarque  s'cHend  évidemment  sous  la  môme  forme  au  cas 
de  n  variables  traité  par  Jacobi. 

Il  serait  intéressant  d'obtenir  les  fonctions  de  forces  U  de  la 
forme  (i)  vérifiant  l'équation  du  potentiel 

(nv      dm      dm 

^    ^  O.t*         Oy^         âz* 

On  aurait  ainsi  de  nouveaux  problèmes  de  mouvement  d'un  point 
attiré  suivant  la  loi  de  Newton  pouvant  se  ramener  aux  quadra- 
tures. La  détermination  des  potenliels  U  de  la  forme  (i)  se  fera  à 
l'aide  de  la  transformation  bien  connue  de  l'équation  (2)  en  co- 
ordonnées elliptiques.  Nous  nous  bornons  à  indiquer  ce  dernier 
point  comme  un  exercice  de  calcul. 

M.  d'Ocagne  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  construction  des  cubiques  cuspidales  {unicursales 

de  la  troisième  classe). 

On  sait  (Salmon,  Courbes  planes,  traduction  Chemin,  p.  aS-j) 
que  l'équation  de  toute  cubique  cuspidale  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

X|  =  o  étant  la  tangente  IT  au  point  d'indexion  I, 
X2=  o  la  tangente  UT  au  point  de  rebroussement  R, 
X3=  o  la  droite  IR  joignant  ces  deux  points. 

Des  lors,  si  l'on  donne  les  points  d'inflexion  et  de  rebrousse- 
ment et  les  tangentes  en  ces  points,  c'est-à-dire  les  trois  côtés  du 
triangle  lllï,  il  suffira  d'une  condition  supplémentaire,  par 
exemple  de  la  connaissance  d'un  point  simple  P,  pour  déterminer 
complètement  la  courbe. 

La  courbe  étant  ainsi  définie,  la  tangente  au  point  P  doit  se 
déduire  des  données.  Nous  avons,  en  elTet,  trouvé  que,  si  cette 
tangente  coupe  la  droite  lï  au  point  S  et  r/ue  la  droite  PR 
coupe  lï  au  point  U,  on  a  (IUÏS)  =  —  -J-  ^"  P^"^  encore  dire 
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que,  si  la  parallèle  menée  à  PlpaF'  T  coupe  PU  en  U'  et  PS  en  S', 
onaS'U^-  ™' 


•2 


Si  la  droite  PR  esl  parallèle  à  IT,  le  point  U  est  rejeté  à  rinfini 
et  l'on  a  ce  théorème  :  Si  la  parallèle  à  la  tangente  d^ inflexion 
menée  par  le  point  de  rebrousse  ment  coupe  la  cubique  au  point 
Pi,  la  tangente  en  P|  coupe  la  tangente  d'inflexion  en  un 
point  S|  tel  que  S»  I  = —  îîTI. 

Si  la  tangente  PS  est  parallèle  à  IT.  c'est  le  point  S  qui  est  re- 
jeté à  l'infini,  et  l'on  a  cet  autre  théorème  :  La  droite  qui  joint  le 
point  de  rebroussement  au  point  Po,  où  la  tangente  est  paral- 
lèle à  la  tangente  d' inflexion,  coupe  celle-ci  en  un  point  Uj  tel 
que  TUj  =  —  2TL 

On  voit  que  les  points  S|  et  U2,  qui  viennent  d'être  définis, 
sont  symétriques  par  rapport  au  milieu  de  TI. 

La  cubique  cuspidale  étant  complètement  déterminée  par  le 
triangle  IRÏet  le  point  P,  voici  comment  s'obtiendront  les  divers 
points  de  cette  cubique  au  mojen  de  ces  données  : 

RQ  étant  la  conjuguée  harmonique  y  tracée  une  fois  pour 
toutes,  de  RP  par  rapport  à  RT  et  RI,  menons  par  le  point  T 
une  droite  quelconque  qui  coupe  RP  e/î  A,  RQ  e/î  B,  IP  en  C, 
et  prenons  le  conjugué  harmonique  D  ^/e  C  par  rapport  à  A  et 
R.  Le  point  de  rencontre  M  des  droites  RC  et  W}  engendre  la 
cubique  lorsque  la  droite  T\  pii^ole  autour  du  point  T. 

La  langenle  en  M  sera  déterminée  de  la  même  façon  que  Ta  été 
précédcmmenl  la  langenle  en  P. 

Si,  en  outre  du  triangle  RIT,  on  se  donnait,  comme  condition 
supplémentaire,  une  tangente  au  lieu  d'un  point,  on  n'aurait  qu'à 
déterminer,  au  moven  du  premier  des  théorèmes  susénoncés,  le 
point  de  contact  de  cette  tangente  pour  être  ramené  au  cas  précé- 
dent. 

Ce  théorème  prend  d'ailleurs  une  forme  particulière  dans  les 
deux  cas  suivants  \  i*^  Le  point  d* inflexion  est  à  l'infini.  La  re- 
lation (ILÏS  )  =  —  I  devient  alors  =7T  = —  |,  ou  LS  = 2°  Les 

tangentes  au  point  d'inflexion  et  au  point  de  rebroussement  sont 
parallèles.  I^e  point  T  étant  alors  à  Finfini,  on  a -^rr  =  —  j,  ou 


LS  =  L'. 
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SÉANCE    DU    3    JUIN    1891. 

PRKSIDRNCK   DK   M.    COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  Laisant  fait  la  Communicalion  siiivanle  : 

Sur  deux  problèmes  de  permutations. 

Dans  les  Comptes  rendus  de  l^ Académie  des  Sciences  (sédince 
du  II  mai  1891),  j'ai  indiqué  une  solution  générale  du  problème 
suivant  : 

Trouver  le  nombre  des  permutations  sans  répétitions  que 
Von  peut  former  avec  n  objets  différents  a^  b^  c,  , , , ,  h^  i,  cha- 
cune des  n  places  ne  pouvant  être  occupée  que  par  certains 
de  ces  objets. 

Si  Ton  appelle  aA,  6a?  ^*a>  •••  ceux  des  //  objets  qui  peuvent 
seuls  occuper  la  place  de  rang  A',  et  si  Ton  forme  le  produit 

=  F(ûf,  6,  c, . . .,  /), 
on  trouve  que  le  nombre  cherché  a  pour  expression 

d'*  ¥{a,by  Cj  ...,l) 

—  -.^.^— ^_— ^_.^___^_— _  • 

dit  db  de  . . .  d/ 

Cette  formule  est,  dans  la  plupart  des  cas,  d'une  application 
difficile,  à  cause  de  la  longueur  des  calculs.  Elle  peut  néanmoins 
être  d'une  certaine  utilité  en  ce  qu'elle  permet  de  vérifier  parfois 
numériquement  des  résultats  obtenus  par  une  voie  difierente. 

J'en  donnerai  simplement  ici  deux  exemples,  en  me  bornant  à 
indiquer  sommairement  les  résultats. 

Problème  I.  —  n  groupes  de  deux  personnes  (mari  et  femme) 
devant  s'asseoir  autour  d^une  table,  et  les  n  femmes  s^étant 
assises  en  laissant  une  place  vide  entre  deux  quelconques 
d^ entre  elles,  de  combien  de  manières  leurs  maris  peuvent-ils 
occuper  les  places  vides,  sous  la  condition  qu^un  mari  ne  se 
trouve  pas  à  côté  de  sa  femme  ? 

On  traduit  facilement  celte  question  par  la  suivante  :  Sur  un 
XIX.  S 
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échiquier  carré  de  n^  cases,  de  combien  de  manières  peut-on 
placer  n  tours  qui  ne  soient  pas  en  prise  réciproque  deux  à 
deux  y  sous  la  condition  que  les  cases  i,  2  dans  la  première  co- 
lonne, a,  3  dans  la  deuxième^ ...,  (/i  —  1),  /i  dans  la(n  —  i)'^*"*, 
et  /?,!  dans  la  /i"^'"^,  restent  inoccupées? 

Celle  nouvelle  forme  de  la  question  m'a  permis  (*),  par  des 
considëralions  simples,  mais  cependant  assez  délicates,  d'arriver  à 
la  formule  récurrente  suivante,  en  appelant  X,,  le  nombre  cherché  : 

n^  ■—  n  -+- 1  n 

(i)  X«^,  =  — — (X.,-hX„_,)H- -X„_,. 

n  —  I  n  —  I 

On  a  aussi 

(2)  XnM  =  ('i-+- t)X„H-2X„_,  — (n  — 3)X„_,— X„-,. 

Enfin,  la  relation  (1)  permet  d'obtenir  la  suivante,  qui  est  due  à 
M.  le  colonel  Moreau,  mais  n'a  pas  encore  été  publiée, 

(3)  (Al  -  ,)X„_,  —  (Ai>-  i)X„-  (n  -4-  i)X„_,  =  4(-  i)«. 

Le  calcul  numérique  des  valeurs  X„  est  encore  facilité  par  celle 

X' 

remarque  :  si  l'on  pose  X„  =  X'^-h  2( —  i)",  puis  — ^*  =T„,  on  ob- 

■  tient 

i\)  T,,^,  =  /îT„-4-     T«_,-f--2(-i)«, 

(V)  T„M  =  (/i-i)T„-h/iT,;-i-^T^_,. 

Los  premières  valcMirs  de  X„  sont  X3  ■=;  i,  X4  =  2,  X5  =  i3  ; 
cl  celles  de  T„  :  1\  '~=^  o,  T5  =  3,  To  =  i3,  ce  (]ui  rend  facile  le 
calcul  (les  valeurs  successives. 

La  fonction  F,  dont  il  csl  question  au  début  de  la  présente 
Note,  csl 

F ( a,  6,  r? ,  . .  . ,  h,  / )  =  is  —  a  —  b){s  —  b  —  c). .  ,(s  —  h  —-  l)(s  —  /  —  rt )  , 
en  posant 

L'application  de  la  méthode  indiquée  plus  haut  a  |)erniis  de  vé- 
rifier les  valeurs  obtenues  jusqu'à  n  =  i<i,  cl  de  s'assurer  ainsi, 


(')  Les  dciiionslralions  ciclaillces  figurent   dans   la    Théorie  des   nombres,  de 
M.  l£doiianl  Lucas.  Paris,  (iautliier-Villars  el  (i\>:  1S91. 
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par  voie  indirecte,  de  rexaclilude  des  diverses   formules  récur- 
rentes écrites  plus  haut. 

Problème  H.  —  Sur  un  échiquier  carré  de  n^  cases,  de  com- 
bien de  manières  peut-on  placer  n  tours  qui  ne  soient  pas  en 
prise  réciproque  deux  à  deux,  sous  la  condition  que  les  cases 
des  deux  diagonales  restent  inoccupées? 

Ce  problème,  analogue  au  précédent,  m'a  conduit  aux  deux  for- 
mules récurrentes  que  voici,  en  appelant  Y„  le  nombre  cherché  : 

(6)  Y„iH!  =  2/1  Yj,,     -+-  \n\in-\i 

En  posant 

Y  \ 


'i"(n  —  I  )  jt"^^  n(n  —  i) 

on  obtient 

(8)  /-i/n-:  ^  Zî«     -+->.(/i  —  2)Zj,i_,, 

(9)  Z,„-K,  =  ('2n-f-i)(//  -  I)  Z,„+,-r-    (n  —  a)Z,;,_j. 

Les  premières  valeurs  sont 

Y,  =  0,        Y,  =  o,         Yv--/,,         Y5-,r, 
et 

Z3  =  0,         Z4  =  I ,         Z5  —  I ,         Zc  =  ;>. 

La  fonction  F,  en  posant,  comme  loul  à  Theure, 

est 

F(a,  ^,  c,  . . .,  hj  l)  =  (s  —  a  —  /)(s  —  b  —  h). .  .(1  —  h  —  b){s  —  l  ^  a). 

11  y  a  un  facteur  du  milieu  lorsque  n  est  impair,  et  ce  facteur 
est  alors  de  la  forme  s  — j  \  lorsque  n  est  pair,  on  a 

Y  =  [{s-a—  f)(s  -  /^  —  h). . . ]». 

Les  valeurs  fournies  par  Tapplication  de  la  méthode  indiquée 
ont  permis,  comme  précédemment,  de  vérifier  les  résultats  donnés 
j)ar  les  formules  de  récurrence. 


n 

3 

4 

5 

6 

x„ 

I 

2 

i3 

8o 

Y„ 

o 

4 

i6 

8o 
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Voici,  jusqu'à  /i  =  lo,  les  valeurs  numériques  obtenues  pourX^ 
dans  le  premier  problème  et  Y;,  dans  le  second  : 

7  8  9  lo 

5/9        47^8        43387        439792 
672        47^2        48768        440192 

M.  Raffy  fait  une  Communicalion  Sur  la  détermination  des 
surfaces  spirales  diaprés  leur  élément  linéaire.  Il  montre  que 
ce  problème,  déjà  résolu  par  M.  Maurice  Lévy  [Comptes  rendus 
de  l* Académie  des  Sciences,  t.  LXXXVII,  p.  788)  dépend  de 
l'équation 

qui  peut  être  intégrée  dans  un  certain  nombre  de  cas,  notamment 
quand  la  fonction  F  est  une  constante  ou  une  exponentielle.  11 
rappelle  qu'une  équation  de  même  forme  détermine  les  géodési- 
ques  des  surfaces  spirales,  et  que  ces  lignes  ont  été  trouvées  par 
d'autres  moyens  pour  plusieurs  classes  de  spirales;  il  en  déduit 
qu'on  peut  parfois  obtenir  au  moins  une  infinité  de  spirales  ad- 
mettant un  élément  linéaire  donné. 

M.  D*OcAr..NE  présente,  au  sujet  de  la  Communication  précé- 
dente, la  remarque  que  voici  : 

L\'(|ualion  dinerentielle 

rencontrée  par  M.  RalTy  au  cours  de  ses  recherches  sur  les  sur- 
faces spirales,  se  présente  encore  (lorsqu'on  y  remplace  respecli- 
venient  x  et  >'  par  les  coordonnées  polaires  co  et  p)  dans  un  autre 
j;enre  de  recherche  géométrique. 

Je  rappellerai  d*abord  que  j'ai  appelé  isométriques  d'une 
courbe  C  par  rapport  aux  droites  issues  d'un  point  O,  les  courbes 
dont  les  arcs  compris  entre  deux  droites  quelconques  issues  du 
point  O  sont  égaux  à  Tare  de  la  courbe  C  compris  entre  les 
mêmes  droites. 

Cela  posé,  et  l'origine  étant  placée  au  point  O,  on  voit  aisé- 
ment iiue  ré<juation  diflVMentielle  des  isométriques  cherchées  est 

p*  -h  -'*=  ©*(  eu). 

r  «  > 
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ds 
îp(co)  étant  la  dérivée  -r-  de  l'arc  de  la  courbe  C  donnée  par  rap- 
port à  l'angle  polaire. 

Analytiquenient,  le  problème  est  donc  identique  à  celui  qu'a 
envisagé  M.  RaflTy  au  sujet  des  surfaces  spirales. 

Je  l'ai  résolu  complètement  dans  le  cas  où  la  courbe  C  don- 
née est  une  droite  {Bulletin  de  la  Société  mathématique , 
t.  XIII,  p.  76,  et  t.  XVII,  p.  171).  La  fonction  '^(w)  est  alors  inver- 
sement proportionnelle  à  cos^w. 


SÉANCE   DU  17    JUIN   18iM. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   VICAIRE. 

Communications  : 

m 

M.  de  Mendizabal  présente  les  épreuves  d'un  Recueil  de  Tables 
logarithmiques  et  tri gonomé triques  qu'il  va  publier  incessam- 
ment. 

M.  Lucien  Lévy  :  Sur  les  systèmes  de  surfaces  triplement 
orthogonales. 

M.  Begliin  :  Sur  certaines  singularités  que  peuvent  présenta 
les  fonctions  monodromes  qui  admettent  des  espaces  lacu- 
naires. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  représentation  graphique  d' une  classe 
d^ équations  à  quatre  x^ariables. 


iMÉMOlRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Relation  entre  les  rayons  de  courbure  des  développées 
des  courbes  réciproques;  par  M.  R.  Godefroy. 

Suivant  M.  Habich  [Swr  un  système  particulier  de  coordon- 
nées, etc.  (Annali di Matematica,  t.  II,  1868)],  deux  courbes  (A), 
(B)  sont  dites  réciproques  par  rapport  à  une  courbe  (C),  si  elles 
coupent  constamment  sous  des  angles  supplémentaires  les  tan- 
gentes de  (G).  Les  centres  de  courbure  de  ces  courbes  en  deux. 
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poinls  corrcspondanls  sont  en  li^ne  droite  avec  le  poinl  où  la  droite 
mobile  louche  son  enveloppe.  Ce  théorème  a  été  déduit  par 
M.  Habich  de   la  formule 


n       ri 


r        r 


(r,  z''  rayons  de  courbure  des  deux  courbes;  /i,  n'  longueurs  des 
normales  limitées  aux  points  où  elles  coupent  la  normale  à  l'enve- 
loppe de  la  droite)  dont  il  a  donné  la  démonstration  pour  le  cas 
plus  général  où  la  somme  des  angles  de  la  droite  avec  les  deux 
courbes  est  constante. 

Cette  formule  avait  été  établie  par  M.  Nicolaidcs  dans  le  cas 
particulier  de  courbes  réciproques  par  rapport  à  un  point  {Nouk\ 
Ann.y  2*  série,  l.  IV;  i865). 

Voici  d'abord  une  démonstration  directe  fort  simple,  et  sans 
doute  connue,  de  la  propriété  des  centres  de  courbure  de  deux 
courbes  réciproques.  Les  triangles  formés  par  deux  éléments  d'arcs 
correspondants  des  courbes  (A),  (B)  et  par  les  normales  à  leurs 
extrémités  sont  homologiques.  La  tangente  au  lieu  du  point  de 
rencontre  de  deux  normales  correspondantes  passe  en  effet  au 
point  de  concours  des  tangentes  correspondantes  de  (A)  et  (B). 
D'où  il  suit  immédiatement  que  les  centres  de  courbure  en  A  et  B 
et  le  point  où  AB  touche  son  enveloppe  sont  en  ligne  droite. 

Si  B,  W  sont  les  rayons  de  courbure  et  L,  L'  les  distances  des 
oeiilrcs  do  courbure  au  point  où  AB  louche  son  enveloppe,  on 
peut  dire  que  la  linison  entre  les  rayons  de  courbure  et  le  poinl 
de  renveloppe  est  exprimée  par  la  relation 

R        IV 

Nous  nous  servirons  tout  à  l'heure  du  théorème  qui  vient  d  être 
rap[)clé,  pour  démontrer  la  relation  existant  entre  les  rayons  de 
courbure  dos  (h'vrioppérs  des  courbes  rèci[)roqucs  et  celui  de  la 
courbe  enveloppe  de  la  droite  mobile. 

■Niais,  auparavant,  nous  nous  occu])erons  du  problème  sui- 
vant (•)  : 

Les  tan  fécules  en  ficus  poinls  L,  L,  des  combes  (L),  (L|)  se 


(')  l-c  Icf'lcur  est  prié  <lc  faire  le»»  li;:nios. 
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coupent  en  A.  La  droite  LL,  enveloppant  une  courbe  (M) 
qu'elle  touche  en  M,  le  point  A  décrit  une  courbe  (A)  dont  la 
normale  est  AP.  Trousser  la  relation  existant  entre  les  rayons 
de  courbure  /•,  /i  en  L,  Li,  les  longueurs  LM  =  /,  L,M  =  /,  et 
les  angles 

ALM  =  A,         AL,M  =  X,,         LAP=a,         L|AP  =  a|. 

Une  formule  bien  connue,  duc  à  Newton,  donne 

f_  _  dL_  AIm. 
^^^  /,  "  dU   AL  ' 

mais 

e,  £,  étant  les  angles  de  contingence  de  (L)  et  (Li)]en  L  cl  T.,. 

Par  suite 

d\j        r     t 

C^Li  /*!    El 

Le  rapport  —  est  égal  au  rapport  des  segments  de  la  normale  AP 
compris  entre  A  et  les  normales  en  Li  et  L.  Or  ces  segments  sont 


égaux  a 


AL,  AL 

et 


COS  2i  COS  3t 

on  a  donc 

dL    __  rALi  COS  a 

^L,  ~    r,  AL  COS  a, 
La  formule  ^'i)  devient  alors 

/   _  /'AL,  COS  a 

'        /-AL   COS  a, 
ou 

/  r  sin^X  COS  a 

/i        /•,  sin*Xi  cos2i 


que  nous  écrirons 


rsin'Xcosa  __  r\  sin'X,  cosa, 
1  h 


C'est  la  relation  que  nous  avions  en  vue. 

Tout  ceci  est,  en  somme,  parfaitement  connu  (Aoust,  Analyse 
infinitésimale  des  courbes  planes.  Livre  II,  Chap.  IV,  p.  29I). 

Ce   n'est,   au   surplus,   que   Tapplication   au    cas   considf^ré    du 
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thëorèmc  général  de  M.  Mannheim  sur  le  déplacement  infinimenl 
petit  des  figures  polygonales  de  forme  variable  (Sur  les  polygones 
plans  inscrits  et  circonscrits^  à  la  suite  des  Applications  d'A- 
nalyse et  de  Géométrie  de  Poncolet  et  Géométrie  descriptive, 
i5*  Leçon,  Supplément). 

On  remarquera,  en  passant,  Tusage  qui  peut  être  fait  de  la  rela- 
tion précédente,  dont  nous  n'utiliserons  qu'un  cas  particulier 
pour  l'objet  qui  nous  occupe. 

Si  AL  se  confond  avec  la  normale  en  A,  r  est  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  développée  de  A.  La  formule  devient 

rsin*X  _  rj  sin'Xi  cosaj 

Si  deux  courbes  (A)  et  (A')  jouissent  de  cette  propriété  que 
leurs  centres  de  courbure  en  deux,  points  correspondants  A  et  A' 
soient  constamment  sur  une  droite  passant  au  point  L|,  où  la 
droite  AA'  touche  son  enveloppe,  les  rayons  de  courbure  de  leurs 
développées  sont  liés  entre  eux  et  avec  les  éléments  déjà  consi- 
dérés par  les  formules 

rsin'X        r'sin*X'        r|  sin'Xi 
(  3  )  7 =  -yt r  =  """ — 1 • 

Ces  formules  sont  applicables  aux  cas  suivants  : 

i**  Une   courbe    B   est    telle   que  le   rapport  îr^^i  des   distances 

de  chacun  de  ses  points  à  deux  courbes  (A)  et  (A')  est  constant. 
Les  centres  de  courbure  de  (A)  et  (A')  en  deux  points  correspon- 
dants A,  A' sont  alors  en  ligne  droite  avec  le  point  où  AA'  touche 
son  enveloppe.  On  le  voit,  comme  précédemment,  par  la  considé- 
ration (le  deux  triangles  homologiqucs.  Les  rayons  de  courbure 
des  développées  de  (A),  de  (A')  et  de  Fenveloppe  de  AA'  satis- 
font, par  suite,  à  la  relation  (3)  (Application  aux  caustiques  par 
réfraction,  etc.)  (*). 

i"  Courbes  réciproques.  —  La  relation  cherchée  est  simple- 


(')  Le  problème  de  la  dclcrininalioii  des  rayons  de  courbure  des  caustiques 
par  réfraction  a  déjà  été  traité  par  M.  Mannheini  {Développements  de  Géométrie 
(inéniatif/iic,  pu;;cs  ji  à  f')2  de  lu  Collection  de  Mémoires  publiés  par  la  Société 
Philomathique,  à  l'occasion  du  centenaire  de  sa  fondation,  année  i88S). 
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ment 

rsin'X  __  r'sin*X'        ri  sin*X|  cosaj 

(Application  aux  caustiques  par  réflexion.) 

Le  cas  particulier  le  plus  remarquable  est  celui  des  courbes 
transformées  par  rajons  vecteurs  réciproques.  L'enveloppe  de  LL' 
étant  le  pôle  de  transformation,  r^  est  nul,  et  la  liaison  entre  le 
ra^on  de  courbure  d'une  courbe  et  celui  de  sa  transformée  esl 
simplement  exprimée  par  la  formule 

/•sin«X        r'sin'X' 

^^^  -7-=— F-- 

Soient  LC,  LC  les  ravons  de  courbure  des  développées  de  (A)  et 

de  (A');  menons  L'C,  =  L' G' parallèlement  à  LC;  de  G  et  Gj, 

abaissons  des  perpendiculaires  sur  LL',  puis  des  pieds  de  celles-ci 

des  perpendiculaires  sur  LC  et  L'C'j  ;  D  et  D'  sont  sur  ces  droites 

les  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

On  a 

LD  =  rsin«X,         L'D'=  r'sin«X\ 

par  suite 

LD       L'D' 

Les  points  D  et  D'  sont  donc  en  ligne  droite  avec  le  pôle  de 
transformation. 

Ceci  indique  la  construction  à  effectuer  pour  obtenir  l'un  des 
rayons  de  courbure  connaissant  l'autre.  L'un  des  centres  de  cour- 
bure permet  d'avoir  l'un  des  points  D  ou  D';  on  en  déduit  l'autre 
et,  par  une  construction  inverse,  le  rayon  de  courbure  inconnu. 
Les  cas  particuliers  sont  nombreux.  Nous  ne  nous  y  arrêtons  pas. 

La  courbe  (A'),  polaire  réciproque  d'une  courbe  quelconque  (G), 
la  conique  auxiliaire  étant  une  circonférence,  est  la  transformée 
par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  podaire  (A)  de  (G)  par  rap- 
port au  centre  du  cercle.  Les  relations  (1)  et  (4)  sont,  par  suite, 
applicables  à  ces  courbes.  On  a  ainsi  les  relations  entre  les  rayons 
de  courbure  des  développées  d'une  courbe,  de  sa  podaire  et  de  sa 
polaire  réciproque. 
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Dè%eloppcincnt  du  quotient  de  deux  fonctions  holomorphes, 
théorie  des  séries  récurrentes  (')  ;  par  M.  de  Phesle. 

1.  Quotient  de  deux  séries  ordonnées  suiicmt  /es puissances 
croissantes  de  la  variable.  —  Soienl  le  dividende,  le  diviseur, 
le  quolienl 

60-H  6jj?  -+-  biX^-¥-  l^iX^-h, . ., 

Co-h  CiX  ^-  Cj  J7'  -+-  C3  iF^  -f-  .  .  .  . 

On  a,  en  égalant  les  coeffieienls  de  xP  dans  le  dividende  el  dans 
le  produit  du  diviseur  parle  quotient, 

relation  permettant  de  calculer,  de  proche  en  proche,  les  coef- 
fîcienls  du  quotient.  On  pourrait,  par  là,  obtenir  la  formule  don- 
nant un  coefficient  quelconque;  nous  préférons  employer  une 
autre  méthode. 

Remarquons  que,  si  Ton  connaissait  les  coefficients  /  du  quo- 
tient, dans  le  cas  où  le  dividende  serait  l'unité,  on  aurait 

( 'i  )  Cp  =  aplo-i-  ap-i/i-¥-  np-i  /j  h-  . .  .  -4-  «p  -r, /^ -t- . . .  -i-  «o Ip- 

Nous  sommes  ramené  à  ce  dernier  cas,  et  nous  allons  d'abord  cher- 
cher la  formule  des  coefficients  /  dans  le  cas  où  b^  est  l'unilé. 

2.  Ins^ersc  d\ine  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  rariable  et  dont  le  premier  terme  est  V unité. 
—  De  la  relation  (1)  dans  laquelle  nous  supposons  a^  et  io  égaux 
à  Tunilé  et  tous  les  autres  a  nuls,  nous  déduisons 

/,)  ^  ï . 

AjH-  bi  /^^  /^  =  <), 

/>3  -h  />j  /i  -h  hi  It-^  1%  —  O. 

/>;  ^  ^3  /i  -i-  biff-h  ifif^-}-  /,,    =  O, 

l^i  -+-  b^/i-^  bz  fî  -4-  ^s  /a  H-  bi  /^  -f-  /g  =  o. 


(')  L'éqiialion  scrviiiil  de  ba^c  à  relie  lliéoric  esl  la  intime  que  celle  clonncc 
par  M.  Désiré  André  dans  sa  llièse  Sur  te  ferme  gênerai  d'une  série  déter- 
minée à  în  famn  des  séries  réeur rentes. 
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Le  calcul  des  valeurs  de  /  donne 

/,  =— ^,-+-a6,A,-    ù], 

h  =  —  bi-\-  ib^bx-^  'xb^bt—  ib^b]  —  Zb\b^-^  \b^b\— b\, 

On  reconnaît  les  lois  suivantes  de  forinalion  : 

i"  Ip  se  compose  de  tous  les  termes  de  poids  p  que  l'on  peut 
/or  mer  avec  les  h  jusqu'à  bp  inclusivement  ; 

1^  Ces  termes  sont  positifs  ou  négatifs,  selon  que  le  nombre 
de  leurs  facteurs  est  pair  ou  impair  ; 

3**  Le  coefficient  de  chaque  terme  est  le  coefficient  polynch- 
mial  qu^ il  aurait,  eu  égard  au  nombre  des  facteurs  et  à  leurs 
exposants, 

LVxaclilude  de  ces  lois  se  démontre  en  faisant  voir  que,  si  elles 
ont  lieu  jusqu^à  un  certain  indice,  elles  auront  encore  lieu  pour 
rindice  suivant.  Aucune  difficulté  pour  les  deux  premières. 

Pour  la  Iroisième,  nous  allons  raisonner  sur  un  cas  particulier; 
mais  il  sera  évident  que  la  conclusion  est  générale. 

Considérons  le  terme  b\b\b\  de  degré  12  et  de  poids  aS  ;  il 
appartient  à  l^^*  Le  coefficient  de  ce  terme  est  égal  à  la  somme 
des  coefficients  des  trois  termes  suivants  de  degré  1 1  : 

b\b\b\  <Ie  poids  22  appartenant  ù  /ji, 
b\b\b\  »         '>.\  »  /ji, 

b\b\b\  »         20  «  /jO' 

Les  coefficients  de  ces  derniers  termes,  suivant  la  loi  polvno- 

miale,  sont 

1 1!  II!  11! 

4 î 3 !  i I '       4T2TTÎ'       TîTiT: 


ou 


1 1 1         I  1 1  !         I  1 1  !         I 


3Î2Î4Î  4T3        :i!2!4î  4^'        TîTiTî  J7Ô' 
dont  la  somme  est 

II!       /    I    _^     1^        _i_\  _  ii!(5-t-3-^4)  _       12! 
^\'a\.\\\^.'\       y.T        i.5/       "3:2Î4Î 'i.3.4"        4Î3Î  )!' 

ce  qu'il  fallait  drmonlrcr. 
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3.  Inverse  dUine  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  variable  et  dont  le  premier  terme  est  quel- 
conque, —  Mêmes  notations  que  précédemment,  seulement  b^ 
et  /o  sont  différents  de  l'unité  ;  nous  ramènerons  ce  cas  au  précé- 
dent en  remplaçant  bq  par  -^  et  divisant  par  6©  le  résultat  obtenu  ; 
donc  : 

/o  est  égal  Y  e^  Ip  s^ obtient  en  formant  la  même  expression 

que  précédemment,  en  la  rendant  de  degré  p  à  Vaide  de  fac- 
teurs b^  et  en  la  divisant  ensuite  par  b^^^ . 

Par  exemple,  on  aura 

,        —biù\-hib^b^bl-\-ib:ibtbl  —  iô^h\bl-3ù\bibl-hSbib]ùo  —  b\ 
'5= Ti 

4.  Développement  de  fonctions.  —  La  question  de  conver- 
gence réservée ,  les  relations  précédentes  donnent  les  coeffi- 
cients des  fonctions  qui  sont  les  quotients  de  fonctions  dont  on 
connaît  la  loi  de  développement,  telles  que 

langj",     colx,     sécx,     coséca:. 

Les  mêmes  relations  donnent  également  les  coefficients  du  dé- 
veloppement des  fonctions  rationnelles.  Si  Ton  désigne  par  n 
et  m  les  plus  forts  exposants  du  numérateur  et  du  dénominateur, 
d'après  la  relation  (i),  on  aura,  si  n  nVsl  pas  moindre  que  /w, 

et.  si  n  est  moindre  que  //*, 

(4.)  bfnCo—  bfn-iCi-t-..  .-¥■  boCfn  —  O. 

Les  mêmes  relations  auront  lieu  en  augmentant  d'un  même 
nombre  les  indices  des  coefficients  du  quotient  à  partir  des  limites 
précédentes.  De  là,  une  nouvelle  notion,  celle  de  la  récurrence 
des  séries. 

5.  Définition  des  séries  récurrentes.  —  Une  série 

est  dite  récurrente^  lorsque,  pour  toutes  les  valeurs  de  />  supé- 
rieures à  une  certaine  limite,  le  coefficient  de  .rP  peut  s'exprimer, 


—  117  — 

quel  que  soil/?,  par  une  même  fonction  linéaire  des  coefficients 
des  puissances  inférieures  pris  en  nombre  fixe. 

En  d^autres  termes,  la  série  considérée  sera  récurrente  si,  pour 
toutes  les  valeurs  de  p  qui  surpassent  une  certaine  limite,  on  a 
identiquement 

p  étant  un  entier  quelconque,  et  bm^f^m-ty  •••,  ^o  des  quantités 
constantes,  dont  la  suite  est  l'échelle  de  relation  de  la  série  récur- 
rente. 

6.  Quand  une  fraction  rationnelle  peut  se  développer  en 
une  série  convergente  suivant  les  puissances  croissantes  de  la 
variable,  cette  série  est  récurrente.  (Nous  supposons  un  terme 
indépendant  de  la  variable  au  numérateur  et  au  dénominateur). 
—  Les  constantes  de  l'échelle  de  relation  sont  les  coefficients 
du  dénominateur  placés  par  ordre  d'indices  décroissants.  Si  le 
degré  du  numérateur  est  moindre  que  le  degré  du  dénominateur, 
la  première  relation  de  récurrence  contient  les  coefficients  du  quo- 
tient dont  les  indices  sont  les  exposants  de  la  variable  au  déno- 
minateur, placés  par  ordre  d'indices  décroissants.  Si  le  degré  du 
numérateur  n'est  pas  moindre  que  le  degré  du  dénominateur,  les 
indices  des  coefTicients  du  quotient  seront  augmentés  d'un  même 
nombre,  de  telle  sorte  que  l'indice  le  plus  fort  soit  égal  au  degré 
du  numérateur  augmenté  d'une  unité. 

Démonstration  donnée  au  n"4. 

7.  Quand  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  la  variable  est  à  la  fois  convergente  et  récur- 
rente, elle  a  pour  somme  une  fraction  rationnelle.  (Nous 
supposons  que  la  série  contient  un  terme  indépendant  de  la  va- 
riable.) —  Le  dénominateur  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  pro- 
duits des  constantes  de  l'échelle  de  relation,  placées  en  ordre 
inverse,  par  des  puissances  de  la  variable  croissant  à  partir  de  l'ex- 
posant zéro.  Si,  dans  la  première  relation  de  récurrence,  le  plus 
faible  des  indices  des  coefficients  de  la  série  n'est  pas  nul,  le  degré 
du  numérateur  est  égal  au  plus  fort  de  ces  indices  diminué  d'une 
unité. 

En  effet,  si  l'on  forme  une  fraction  rationnelle,  dont  le  dénomi- 
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naleur  satisfasse  à  la  règle  énoncée,  el  si  Ton  calcule  les  termes 
(lu  numérateur  d'après  la  relation  (i),  le  développement  de  celle 
fraction  rationnelle  sera  identique  à  la  série  proposée. 


Noie  sur  les  intersections  de  trois  quadriques; 

par  M.  Félix  Lucas. 

Soient  L=  o,  V=o,  W=o  les  équations  de  trois  qua- 
driques, se  coupant  en  huit  points  M,  réels  ou  imaginaires. 

Désignons  par  X|,  j^i,  5|  les  coordonnées  d'un  point  d'inlersec- 
tion  M|  et  posons 


\  = 


^1  = 


y  -^yi 


'}. 


Ç  = 


^1 


2 


\    K    l'i 


Les  équations  des  quadriques  peuvent  s'écrire  de  la  manière 
suivante  : 

{x-x,)y\  -+-(j'-j,)V;^  -h(5-z,)VJ=o, 
(ar-x,)Wç-+-(^-^OW;jH-(^  — ;5,)W;=o; 

car  les  premiers  membres  de  ces  trois  équations  sont  identiques  à 

U,  V,  w. 

En  éliminant  {x  —  x^),  (j-— j^,),  (3  —  :;,),  dous  obtenons  l'é- 
(lunlion  d'une  surface  du  troisième  dec:ré  en  x^  v,  s, 

w;    w;,   w^ 

(jui  passe  par  les  sei)t  points  d'intersection  autres  que  M,  des  trois 
quadriques  données.  En  considérant  Ç,  7,,  Ç  comme  des  coordon- 
nées courantes,  on  obtient  une  autre  surface  du  troisième  degré 
qui  passe  par  le  milieu  des  vingt-huit  cordes  communes  aux  trois 
quadri(|ues. 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  l'on  obtiendrait  la  même  équation  en 
cherchant  le  lieu  géomélri(|ue  des  centres  (E,  r,,  Ç)  des  quadriques 
qui  passent  par  les  huit  points  M,  et  dont  l'équation  générale  est 

XU  -h  |jlV-H  vW  =  o. 


v: 


—  o. 
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Donc  les  milieux  des  vingt-huit  cordes  communes  à  trois 
quadriques  appartiennent  à  une  surface  du  troisième  ordre 
qui  est  le  lieu  des  centres  des  quadriques  passant  par  les  huit 
points  d^ intersection  des  trois  premières. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  surface  du  troisième  degré  reste 
invariable  si  l'on  regarde  comme  arbitraires  les  termes  constants 
de  U,  V,  W;  elle  est,  par  conséquent,  le  lieu  géométrique  des 
milieux  des  vingt- huit  cordes  communes  à  trois  quadriques 
quelconques  dont  les  équations  diffèrent  de  celles  de  U,  V,  W, 
par  leurs  termes  constants  respectifs. 


COMPTES    RENDUS    DES    SÉANCES. 
SÉANCE  DU  1"  JUILLET   1891. 

PRKSIDENCE   DE  M.   COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  D.  André  expose  une  démonstration  nouvelle  du  théorème 
suivant,  donné  autrefois  par  lui  :  Parmi  les  permutations  de  n 
nombres  distincts,  n  étant  égal  ou  supérieur  à  quatre,  le  nombre 
de  celles  qui  présentent  un  nombre  pair  de  séquences  est  égal 
au  nombre  de  celles  qui  en  présentent  un  nombre  impair. 

M.  Laisant  :  Généralisation  d'une  transformation  qui  inter~ 
%'ient  dans  un  problème  récemment  proposé, 

M.  d'Ocagne  présente  quelques  observations  sur  le  même  sujet. 

M.  Beghin  :  Sur  une  question  d^ Arithmétique  à  laquelle 
donne  lieu  ^ étude  des  points  isolés  d  une  fonction  à  espaces 
lacunaires, 

M.  Laisant  présente  une  observation  sur  le  môme  sujet. 


SÉANCE    DU    Wy   JUILLET    1891. 

PRESIDENCE   DE  M.    d'OCAGNE. 

Communications  : 

M.  Lemoine  :  Sur  une  transformation  relative  à  la  géomé- 
trie du  triangle. 
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M.  RafTy  :  Sur  la  déformation  de  certaines  sur/aces  de  ré- 
solution. 

M.  BiocHE  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  classe  de  surfaces  gauches. 

Il  peut  arriver,  comme  je  Tai  fait  remarquer  dans  une  Commu- 
nication verbale  à  la  Société,  que  les  lignes  asjmptotiques  d'une 
surface  réglée  se  transforment  les  unes  dans  les  autres  par  homo- 
graphie. Je  me  suis  proposé  de  déterminer  parmi  les  surfaces 
réglées,  dont  les  génératrices  font  partie  d'un  complexe  linéaire, 
celles  qui  possèdent  la  propriété  énoncée.  Voici  les  résultats  aux- 
quels je  suis  parvenu. 

On  peut  reconnaître  par  de  simples  considérations  géométriques 
que  les  génératrices  de  ces  surfaces  rencontrent  au  moins  une 
droite.  Ces  surfaces  se  déduisent  donc  par  homographie  des  sur- 
faces à  plan  directeur. 

Si  l'on  suppose  les  points  homologues  situés  sur  une  même  gé- 
nératrice, la  condition  nécessaire  et  suffisante  est  que  les  tangentes 
d'une  asjmptotique  quelconque  appartiennent  à  un  complexe 
linéaire.  Les  génératrices  de  la  surface  font  alors  partie  d'une 
congrucncc  linéaire.  Les  surfaces  répondant  aux  conditions  pro- 
posées sont  donc  les  transformées  homographiques  des  conoïdes, 
ou  des  surfaces  dont  Tëqualion  générale  peut  s'écrire 

ay  =  :rj  -h  F(5). 

Ces  dernières  sont  les  surfaces  dont  les  génératrices  font  partie 
d'une  congruence  singulière  ayant  pour  directrice  la  droite  à  l'in- 
fini du  plan  5  =  0. 

Si  l'on  ne  suppose  pas  les  points  homologues  situés  sur  une 
même  génératrice,  on  trouve  d'autres  surfaces  qui  se  déduisent  par 
homographie  de  la  surface  à  plan  directeur  représentée  par  les 
équations 

y  cosw  —  X  sin  w  =  ae"^^.         z  =  ùef'^K 


SÉANCE  DU  4   NOVEMBRE  189i. 

PRÉSIDENCB   DE  M.   COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  Foiiret  :  Sur  les  transformations  homo graphiques  qui 
laissent  inaltérée  une  congruence  linéaire. 

M.  Raffj  ;  Sur  des  déformations  imaginaires  de  certaines 
surfaces, 

M.  Laisant  fait  la  Communication  suivante  : 

Note  sur  l^ interpolation  successive, 

L^inconvénient  des  formules  classiques  d'interpolation,  au  point 
de  vue  des  applications  pratiques,  réside  dans  la  longueur  des 
calculs  qu'elles  exigent,  et  dont  quelques-uns  sont  parfois  inutiles. 
Le  but  de  cette  Note  est  d'indiquer  un  procédé,  plutôt  qu'une 
formule  nouvelle,  qui  permet,  nous  semble-t-il,  d'abréger  consi- 
dérablement les  opérations. 

Supposons  qu'une  fonction  d'une  seule  variable  indépendante^, 
représentant,  par  exemple,  un  phénomène  physique  dont  on  se 
propose  de  trouver  la  loi,  ait  été  déterminée  pour  n  valeurs, 
Xtj  ^2,  ...,  jCfi  de  cette  variable,  et  qu'elle  prenne  respective- 
ment les  valeurs  correspondantes 

^i,   yi yn- 

Si,  par  l'une  quelconque  des  méthodes  et  formules  connues,  on 
a  obtenu  une  fonction  u  de  x  qui  satisfait  aux  conditions  ci-dessus, 
la  loi  cherchée  est  convenablement  indiquée  par  la  relation 

(i)  y=Uy 

dans  la  limite  des  observations  enregistrées. 
La  formule 

et  plus  particulièrement 

(?)  y  =  U-\-  k{x  ^  Xx){x  —  Xt)  ,  .  .{X  —  Xn), 

satisfera  également  aux  conditions  énumérées. 

XIX.  9 
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Soît  mainlenant  qu'une  observation  ou  une  expérience  nouvelle 
nous  apprenne  que,  pour  une  nouvelle  valeur  Xn+\  de  la  variable, 
la  fonction  doit  prendre  la  valeur  y;,^|.  La  formule  (i),  si  l'on  y 
remplaçait  x  par  j:„+i,  donnerait  pour  y  une  valeur  w^,^,  généra- 
lement différente.  Donc,  en  écrivant  la  formule  (2)  après  cette 
substitution,  nous  aurons 

yn^\  =  M/i  +  l  -H  k{Xn+\  —  Xi  )(Xn^i  —  X,  )  .  .  .  (:r«-,.,  —  Xn  ), 

relation  qui  nous  déterminera  le  coefficient  A'  : 

(3)  A  = r/iH^i  -  f^n^t ^. 

(J"/n-l  —  J'i){^Xn+i  —  Xi)  .  .  .  {Xn+i  —  Xn) 

Cette  détermination  de  k  nous  permet  donc  de  pas-er  de  la  for- 
mule (1)  à  la  formule  (2).  On  remarquera  que  lenumérateur  de  A 
est  la  différence  entre  la  valeur  obsen'ée  de  la  fonction,  et  sa  va- 
leur calculée  par  la  formule  (1). 

En  faisant  tout  d*abord  /i  :=  2,  auquel  cas  la  loi  cherchée  est 
représentée  suffisamment  par  une  relation  linéaire,  ou  graphique- 
ment par  une  droite,  on  voit  qu'on  pourra  calculer  de  proche  en 
proche  des. formules  successives  qui  permettront  de  serrer,  pour 
ainsi  dire,  de  plus  en  plus  près,  le  phénomène  dont  on  veut  repré- 
senter analvtiquenuMil  la  loi. 

Dans  le  cas  |>arliculier  remarquable  où  les  valeurs  de  la  variable 
se  snccèdeiil  en  progression  arithmétique  de  raison  //,  comme 
dans  la  formule  classi(|ue  de  Newlon,  on  voit  que  la  relation  (3) 
dovicnl 


Ar- 


n  :  /i« 


Si  la  différence  j^*/,+  i  —  '///+i,  entre  les  valeurs  observées  et  cal- 
culées, devient  tellement  faible  que  la  valeur  qui  s'ensuivra  pour 

k{X  —  x^i^  X  —  Xf)  . .  .{x  —  x„  K 

dans  les  limites  intéressantes  au  point  de  vue  du  phénomène, 
soit  inférieure  aux  erreurs  phvsiques  inévitables,  on  pourra  sup- 
primer ce  terme,  et  la  formule  {i  \  conviendra  alors  à  la  représen- 
tation do  la  loi,  même  avec  une  observation  de  plus. 

C.omme  exemple  très  simple,  soit  qu'aux  temps  o,  1,  2,  3,4 
un  mobile  ail  parc»Miru  les  e^^paees  7,  8,  11,  i(k  23,  successi\e- 
monl.  l>'aprè<  lo'i  deux  premières  observations,  la  loi   du  mouve- 
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inentesl  rcprésentrc  par  r  =  7-4-/.  Ecrivons 

et  remplaçons  y  par  11,/  par  2.  Alors  2  =  /»-.2.  i ,  trou  A'  =  i  et 
V  =  7  +  /^.  Nous  aurons  alors 

en  remplaçant  r  par  i(),  t  par  3,  il  s'ensuit  A'=  o.  Enfin  écrivons 

les  valeurs  jj- =  23,  f=4    donnent  k"=zo.    Par   conséquent    le 
mouvement  observé  est  complèlemenl  représenté  par  la  formule 

M.  D^OcAr.i^E  en  présentant  son  livre  intitulé  :  j\omo graphie. 
Les  calculs  usuels  effeclués  au  moyen  des  abaques  (*),  où  il 
expose  une  théorie  générale  de  la  construction  des  Tableaux  gra- 
phiques de  calculs  tout  faits  ou  abaques,  indique  les  particulari- 
tés au  point  de  vue  mathématique  de  cet  Ouvrage,  écrit  avant  tout 
dans  un  but  technique.  Il  croit  pouvoir,  notamment,  signaler 
l'emploi,  fait  en  vue  d'un  objet  absolument /?/<7;/f/f/(?,  des  principes 
de  dualité  et  A" homographie  dont  l'usage  semblait  jusqu'ici  ré- 
servé aux  recherches  purement  spéculatives. 

Le  premier  de  ces  |)rincipes  lui  a  permis  de  substituer,  pour  les 
équations  qu'il  appelle  à  triple  rvglure,  aux  abaques  à  droites 
isoplètkes  des  abaques  à  points  isoplèlhes  qui,  tout  en  étant  aussi 
simples  de  construction,  moyennant  l'emploi  des  coordonnées  pa- 
rallèles,  sont  d'une  lecture  bien  plus  facile  et  se  prêtent  bien  mieux 
aux  interpolations  à  vue.  Ils  ont  encore  l'avantage,  que  ne  pré- 
sentent point  les  précédents,  de  permettre,  dans  certains  cas, 
l'introduction  de  une,  deux  et  trois  nouvelles  variables.  On  con- 
çoit, en  effet,  qu'on  puisse,  au  moyen  d'un  nouveau  paramètre, 
faire  varier  l'un  des  systèmes  de  points  isoplèthes  en  le  représen- 
tant dans  chacune  de  ses  nouvelles  positions.  Pareille  opération 
serait  impossible  avec  les  systèmes  de  droites  isoplèthes,  car  la 
superposition  sur  une  même  feuille  de  ces  divers  systèmes  pro- 
duirait un  enchevêtrement  non  seulement  inextricable  à  l'œil,  mais 
même  matériellement  irréalisable. 


(')  Paris,  Gaiitliicr-Villars  et  (ils,  iH()i. 
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Quant  an  principe  d'homographie,  il  intervient  utilement  pour 
permettre  de  substituer  à  un  abaque  primitivement  construit, 
où  certaines  courbes  sont  trop  rapprochées  ou  coupées  par  cer- 
taines droites  sous  un  angle  trop  petit,  un  autre  abaque  ne  pré- 
sentant pas  ces  inconvénients 


SÉANCE   DU   18  NOVEMBRE  1891. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  Lemoine  :  Sur  la  transformation  continue, 

M.  Fouret  :  Sur  les  points  singuliers  des  équations  différen- 
tielles à  deux  variables,  du  premier  ordre  et  du  premier 
degré. 

M.  Hiimbert  :  Sur  la  surface  desmique  du  quatrième  ordre. 

M.  Catalan  adresse  cinq  Notes  Sur  quelques  théorèmes  d"^ Ana- 
lyse et  d^ Arithmétique. 

M.  BiocuE  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  surfaces  réglées  qui  passent  par  une  courbe  et  coupent 
sous  un  angle  constant  la  développable  des  tangentes.  . 

On  sait  (jne,  si  Ton  considrre  les  développables  qui  coupent 
sous  un  angle  constant  la  développable  des  tangentes  d'une 
courbe  r,  le  lieu  des  génératrices  de  ces  dévelopj)ables  qui  passent 
par  un  point  de  c  est  un  cône  du  deuxième  degré.  Ce  cône  a  pour 
plan  principal  le  plan  rectifiant;  pour  génératrices  principales,  la 
tangente  et  la  droite  rectifiante;  les  sections  circulaires  sont  per- 
pendiculaires à  ces  droites. 

Pour  qu'une  droite  liée  invariablement  au  trièdrc  d'une  courbe 
engendre  une  développable,  il  faut  et  il  suffit  que  le  cône,  dont 
je  viens  de  parler,  soit  de  grandeur  constante  et  que  la  droite  soit 
sur  ce  cône.  Si  ces  conditions  sont  réalisées,  la  courbe  c  est  une 
hélice. 

On  peut  généraliser  ces  résultais  en  considérant,  au  lieu  des 
développables,  des  surfaces  réglées  qui  auraient,  tout  le  long  de  la 
courbe  e,  une  courbure  totale  dont  la  valeur  ne  dépendrait  que  des 


-  125  - 

coordonnées  du  j)ied  de  chaque  génératrice  sur  la  courbe.  Les  dé- 
veloppables  correspondent  au  cas  où  cette  courbure  serait  con- 
stamment nulle.  Dans  le  cas  plus  général  dont  je  viens  de  parler, 
on  trouve  les  résultats  suivants. 

Le  lieu  des  génératrices  qui  passent  par  un  point  de  c  et  qui  cor- 
respondent à  des  surfaces  avant  en  ce  point  même  courbure  totale 
se  compose  de  deux  cônes  du  deuxième  degré  F,  F'.  Ces  cônes  ont 
tous  deux  pour  plan  principal  le  plan  rectifiant;  ils  contiennent 
tous  deux  la  tangente  à  la  courbe  c,  et  les  plans  perpendiculaires 
à  c  les  coupent  Tun  et  l'autre  suivant  des  cercles. 

Les  autres  génératrices,  situées  dans  le  plan  rectifiant,  forment, 
avec  la  tangente  et  la  droite  rectifiante,  un  faisceau  harmonique. 
Plus  généralement  :  tout  plan  passant  par  la  tangente  coupe  le  cône 
des  développables  et  les  cônes  F,  F',  suivant  des  droites  qui  con- 
stituent, avec  la  tangente,  un  faisceau  harmonique. 

Si  la  valeur  absolue  de  la  courbure  est  égale  au  carré  de  la  tor- 
sion, Fun  des  deux  cônes,  F  ou  F',  se  réduit  à  un  système  de  deux 
plans  :  le  plan  osculateur  et  le  plan  normal. 

Pour  qu'une  droite,  liée  invariablement  au  trièdre,  engendre 
une  surface  réglée,  pour  laquelle  la  courbure  totale  soit  constante 
le  long  de  la  courbe  c,  il  faut  et  il  suffit  qu'un  des  cônes  soit  de 
grandeur  constante,  et  que  la  droite  soit  située  sur  ce  cône.  Si  ces 
conditions  sont  réalisées,  la  courbe  c  est  une  courbe  de  M.  Ber- 
trand. La  génératrice  principale  du  cône,  autre  que  la  tangente, 
est  la  génératrice  de  la  surface  réglée  qui  admet  c  comme  ligne  de 
striction  et  qui  est  applicable  sur  un  hjpcrboloïde  de  révolution^ 
elle  est  parallèle  à  la  bi normale  de  la  courbe  conjuguée. 

Si  la  courbe  c  est  à  torsion  constante,  le  cône  se  réduit  à  deux 
plans. 

Si  la  courbe  c  est  à  courbure  constante,  le  cône  se  réduit  à  la 
tangente  à  cette  courbe. 

M.  P.  Appell  adresse  la  Note  suivante  : 

Exemples  de  fonctions  de  plusieurs  variables  admettant  un 
groupe  de  substitutions  linéaires  entières, 

M.  Fuchs  a  obtenu,  par  l'inversion  des  intégrales  de  certaines 
équations  dilïéreutielles  linéaires,  des  fonctions  de  deux  variables 
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indépendantes  jr  et  j' qui  ne  changent  pas  de  valeur  quand  on 
remplace  x  ci  y  par  ax  -h  by  4-  c  et  a'x  -f-  b'y  +  c',  a,  6,  c, 
a',  6',  (/  désignant  des  constantes  déterminées.  Nous  nous  propo- 
sons de  former  directement,  à  Taide  de  séries  ou  de  produits  inG- 
nis,  des  fonctions  de  celte  nature  n^ajant  pas  de  singularités  essen- 
tielles à  distance  finie  :  ces  fonctions  se  rattachent  aussi  aux 
fonctions  hjperfuchsiennes  de  M.  Picard. 

1.  Pour  donner  d'abord  un  exemple  élémentaire,  formons,  avec 
des  fonctions  0,  une  fonction  méromorphe  //t{x),  doublement  pé- 
riodique de  troisième  espèce,  vérifiant  les  deux  relations 

où  a  désigne  une  constante  et  n  un  entier  positif,  négatif  ou  nul. 
Si  Ton  considère  la  somme 


^i'^^y)=^^^ne"y/n{x), 


étendue  à  différentes  valeurs  de  n,  les  lettres  A„  désignant  des 
constantes,  cette  somme  définit  une  fonction  o(x^y)  vérifiant  les 
relations 

(i)     <p(arH-27ri,j')  =  o{x,y-{-2r.i)  =  oix -}- ia,  y -h x)  =  o{x,j'). 

La  fonction  ç  admet  donc  un  groupe  de  substitutions  linéaires 
entières. 

2.  Les  fonctions  précédentes  sont  des  polynômes  en  e^'  et  e  -^j 
voici  des  fonctions  transcendantes  en  ey  vérifiant  les  mêmes  rela- 
tions (i).  Soit  a  une  constante  dont  la  partie  réelle  est  négative; 
posons 

et  désignons  par  R(/,  0)  une  fonction  rationnelle  de  t  et  0,  finie 
pour  /  ^=r  o.  Les  expressions 


/!  =  -»-» 


^ix,y)=^tnV{{tn,^n)^. 


o(r,7)  =  JJ[i-^,R(/„,e^)] 


/!  =  — «0 


définissent  des  fonctions  vérifiant  les  relations  (i).  En  effet,  le 
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changement  de  u;  en  j;  -f-  'la  et  de  ^'  en  j^+  u;  change  /,,  en  ln^\ 
et  6/1  en  ^n^\.  Quand  R(/,  0)  est  un  polynôme  en  t  multiplié  par 
une  fonction  rationnelle  de  6,  la  première  des  expressions  ci- 
dessus  donne  les  fonctions  du  n"  1. 

3.  Nous  terminerons  en  rattachant  au  môme  point  de  vue  des 
fonctions  de  trois  variahles,  dont  nous  avons  indiqué  la  formation 
dans  une  Note  insérée  dans  les  Annales  de  la  Faculté  de  Mar- 
seilley  1891  (*).  Si  Ton  considère  la  fonction  entière  de  x^y^  >3, 

/i— .4-» 


o(^,  >',  -)  =51  ^''.''-:*"'  »■"'-*- 8-»"'-^'*-", 


«=  -• 


et  si  Ton  forme  les  fonctions 

v-A 


VrrA 


F(x,  ^, .) = 2  ^v^'"g?^2>'-^^>^ 


VrrI 


où  les  constantes  Ay  ont  une  somme  nulle,  ainsi  que  les  con- 
stantes Yv — Y^'  ^^^  fonctions  vérifient  les  relations 

Elles  admettent  donc  un  groupe  de  substitutions  linéaires  en- 


•  * 


tieres. 


(')  Dans  celle  Noie  les  conslanlcs  a^,  a^,  ^y,  ^l   doivent  êlrc  supposées  nulles. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Sur  les  points  singuliers  des  équations  différentielles  à  deux 
variables,    du  premier  ordre   et  du  premier  degré;  par 

M.  G.    FoURET. 

1.  En  rendant  homogène,  par  l'introduction  d'une  troisième 
variable,  une  équation  diflerentielle  à  deux  variables,  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré,  on  la  met  sous  la  forme 


(i> 


L  M  N 
X  y  z 
dx    dy    dz 


=  o, 


L,  M,  N  étant  des  fonctions  homogènes,  d'un  même  degré  d'ho- 
mogénéité, de  x^y^  z.  Si  l'on  considère  ces  trois  variables  comme 
les  coordonnées  d'un  point  par  rapport  à  un  triangle  de  référence 
ABC,  l'équation  (i)  dcfînit  un  système  de  courbes  que  l'on  peut 
appeler  courbes  intégrales  de  cette  équation.  Par  un  point  quel- 
conque du  plan  du  triangle  ABC  passe  une  de  ces  courbes  et  une 
seule. 

Il  y  a  exception  toutefois  pour  les  points  dont  les  coordonnées 
vérifient  les  équations 

X        y         Z 

et  que  Ton  appelle  points  singuliers  de  Téquation  différentielle. 
Supposons  que  L,  M  et  N  soient  des  fonctions  algébriques  en- 
tières d'un  môme  degré  /,  c'est-à-dire,  suivant  une  dénomination 
employée  par  M.  Pointaré(*),  que  l'équation  différentielle  soit 
de  A**'""''  dimension.  Alors  le  nombre  des  points  singuliers  est 
A'2  +  A -h  I . 

Cette  proposition  a  déjà  été  démontrée  par  M.  Darboux,  dans 


(')  Sur  rintegration  afgébrifjue  des  équations  dij/érenlielles  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré  {Hendiconti  di  Cirrolo  inatematico  di  Palermo, 
t.  V,  p.  i6i). 
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son    beau    Mémoire    sur   les  équations    différentielles    algé 
briques  (*). 

On  peut  aussi  rétablir  très  simplement  à  l'aide  des  considéra- 
tions suivantes,  qui  présentent  en  elles-mêmes  quelque  intérêt. 


2.   Remarquons  d'abord  qu'une  droite  quelconque 


(3) 


kx  -^  B^  H-  C  5  =  o 


est  touchée  en  k  points  par  les  courbes  intégrales  de  l'équa- 
tion (i).  En  effet,  pour  un  pareil  point,  x^  k?  ^t  dx,  dy^  dz  doi- 
vent vérifier  simultanément  les  équations  (i),  (3)  et 


(4) 


S.  dx  -^  "R  djr  -\-  C  dz  =  o. 


Mais  l'équation  (i)  peut  s'écrire 


L  M  AL  -h  BM  -+-  CN 
X  y  Kx-k-Hy  -\-Cz 
dx    dy    S.  dx -\- h  dy -^  C  dz 


=  o 


et  se  réduit,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4),  à 

AL  -{-  BM  H-  CN  =  o. 

Celte  équation,  de  degré  /',  détermine,  concurremment  avec 
l'équation  (3),  les  coordonnées  de  k  points,  qui  sont  les  points  de 
contact  de  la  droite  (3)  avec  les  courbes  intégrales.  On  voit  ainsi 
que  ces  courbes  forment  un  système  dont  les  caractéristiques 
sont  I  et  k. 

3.  De  ce  qui  précède  on  conclut  immédiatement  que  le  lieu 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  même  point  P 
aux  courbes  intégrales  est  de  degré  A*  -h  i  ;  car,  par  le  point  P, 
passe  une  de  ces  courbes,  et  toute  droite  issue  de  P  est  touchée 
par  celles-ci  en  k  points. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  former  l'équation  de  ce  lieu.  Soient, 
en  effet,  a,  b,  c  les  coordonnées  du  point  P.  La  figure  montre 


(•)  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2'  série,  t.  IF,  p.  fi'|. 
Le  même  théorème,  énoncé  sous  une  É'oriue  un   peu  différenle,  est  é^nlonient 
démontré  dans  les  Leçons  de  Géométrie  de  Ch.li-oh  cl  Lindemunn  (t.  I.  \k  looi). 
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immédiatemenl  qu'entre  ces  coordonnées  et  celles  du  point  de 
contact  d'une  tangente  menée  de  V  à  l'une  des  courbes  existent 
les  relations 

dx     __    ^y    _    ^^ 

a  —  X  ~~  b  — y  ~  c  —  z 

L'élimination  de  dx^  dy^  dz  entre  ces  relations  et  l'équation  (i) 
fournit  l'équation  du  lieu  sous  la  forme 


(5) 


L 

M 

N 

X 

y 

^ 
^ 

a 

h 

c 

=  o. 


On  reconnaît  là  l'équation  d'une  courbe  de  degré  k  -\-  i  qui  passe 
par  le  point  P.  On  voil  de  [)Ius  que  cette  courbe  passe  par  les 
points  singuliers  de  i équation  différentielle  (i);  car  son  équa- 
tion est  évidemment  vérifiée  par  les  systèmes  de  valeurs  dex,  v,  r, 
qui  vérifient  les  équations  (•>.). 

4.  Lorsque  l'on  fait  varier  le  point  P,  et  par  conséquent  a^  6,  c, 
de  toutes  les  manières  possibles,  les  courbes  (5)  varient  en  for- 
mant un  réseau  d'une  espèce  particulière,  dont  certaines  propriétés 
intéressantes  ont  été  signalées  par  Laguerre(*).  Si  le  point  P  se 
déplace  sur  une  droite  A,  les  courbes  (5),  correspondant  aux  di- 
verses positions  que  prend  alors  ce  point,  forment  un  faisceau; 
car,  les  coordonnées  a,  h  et  c  étant  liées  |)ar  une  relation  linéaire, 
l'équation  (5)  ne  contient  plus  qu'un  paramètre  arbitraire  au  pre- 
mier degré.  Les  courbes  du  faisceau  ont  en  commun  (Âr+i)^ 
points,  parmi  les([uels  se  trouvent  nécessairement  les  k  points  en 
lesquels  la  droit«3  A  est  tangente  à  des  courbes  intégrales  (i). 
Les  k'^-\-k-\-\  autres  sont  les  points  singuliers  de  l'équation 
différentielle,  dont  le  nombre  se  trouve  ainsi  déterminé. 

5.  Si  Ton  suppose  A' =  I,  l'équation  (i)  se  réduit  à  l'équation 
différentielle  de  Jaeobi.  Les  [)oints  singuliers,  qui  sont  alors  au 
nombre  de  trois,  ne  suffisent  pas  |)our  déterminer  complètement 
l'ensemble  des  courl)es  intégrales.   Il   faut   de  plus  connaître  un 


C)  Sur  certains  réseaux  singuliers  formes  par  des  courbes  planes  {Huile- 
tin  de  la  Société  mat Iteniaf if/ ue.  t.  VI.  p.  i  m»  à  iSfi). 
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cerlaÎD  rapport  anliarnionique.  On  peut  alors,  à  l'aide  de  ces  don- 
nées, obtenir,  en  quelque  sorte  géométriquement,  l'intégrale  de 
Téquation  de  Jacobi,  ainsi  que  je  Fai  fait  voir,  il  y  a  quelques 
années  (*). 

Dans  l'hypothèse  A*  =2,  les  points  singuliers,  au  nombre  de 
sept,  déterminent  complètement,  quand  ils  sont  distincts,  le  sys- 
tème des  courbes  intégrales  (^). 

La  connaissance  de  ces  points  permet  alors,  comme  on  va  le 
voir,  de  construire  géométriquement,  d'une  manière  élégante,  la 
tangente,  en  un  point  quelconque  du  plan,  à  la  courbe  intégrale 
qui  y  passe.  Soit,  en  eflet,  B  la  tangente,  en  un  point  M,  à  une  de 
ces  courbes.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
aux  courbes  intégrales  par  un  point  quelconque  P  de  B  est  une 
cubique  (art.  3),  et  les  cubiques  qui  correspondent  ainsi  aux  di- 
vers points  P  de  B,  forment  un  faisceau,  c'est-à-dire  ont  neuf 
points  communs,  dont  sept  sont  les  points  singuliers  donnés,  et 
les  deux  autres  sont  les  points  où  les  courbes  intégrales  touchent  B. 
Or,  par  hypothèse,  un  de  ces  deux  derniers  points  est  le  point  M. 
L'autre,  étant  joint  à  M,  donnera  précisément  la  droite  B.  Ainsi, 
étant  donnés,  dans  un  plan,  sept  points  distincts,  que  l'on 
considère  comme  les  points  singuliers  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre,  du  premier  degré  et  de  seconde 
dimension^  la  tangente,  en  un  point  M  quelconque  du  plan,  à 
la  courbe  intégrale  qui  y  passe,  s^obtient  en  joignant  ce  point 
au  neuK'ième  point  commun  aux  cubiques  qui  passent  par  M  et 
par  les  sept  points  singuliers. 

6.  J'ai  indiqué,  il  y  a  quelques  années,  comment  les  rela- 
tions de  position  des  sept  points  singuliers  permettent,  dans  cer- 
tains cas,  de  prévoir  la  nature  et  la  forme  de  l'intégrale  (').  Je 
n'y  reviendrai  pas  ici.  Je  rappellerai  seulement,  pour  la  géné- 
raliser, cette  remarque  immédiate  qu'une  équation  différentielle 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXVIII,  p.  169.3  et 
1837. 

(•)  Lorsque  k  dépasse  2,  les  A* -i-  k  -f- 1  points  singuliers  ne  sont  pas  indépen- 
dants les  uns  des  autres,  comme  j'ai  eu  déjà  l'occasion  de  le  faire  remarquer 
{Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXWVI,  p.  ')86). 

(')  /bid. 
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définissanl  un  faisceau  de  coniques  est  de  deuxième  dimensioa 
et  a  pour  points  singuliers  les  quatre  points  communs  à  ces  co- 
niques et  les  trois  points  d'intersection  de  leurs  couples  de  sé- 
cantes communes.  Considérons  de  mt^me  le  faisceau  le  plus  gé- 
néral de  courbes  planes  du  m**"'*  degré.  Les  points  de  contact  de 
ces  courbes  avec  une  droite  quelconque  de  leur  plan  étant,  comme 
on  sait,  au  nombre  de  'i{m  —  i),  la  dimension  de  l'équation  diffé- 
rentielle de  ce  faisceau  sera  égale  à  ce  nombre.  Si  du  nombre  total 
des  points  singuliers,  égal  à  .\{m  —  i)^-|-  ^{m  —  i)  4-  i,  on  déduit 
le  nombre  ni^  des  points  communs  aux  courbes  du  faisceau,  on 
obtient  le  nombre  total  des  points  doubles  de  l'ensemble  de  ces 
courbes,  égal,  comme  on  le  sait  d'ailleurs,  à  3  (m  —  i)^. 

7.  Je  vais,  pour  terminer,  donner  un  nouvel  exemple  du  parti 
que  l'on  peut  tirer  des  points  singuliers  d'une  équation  difleren- 
tielle,  pour  l'intégration  de  cette  équation.  On  connaît  les  propo- 
sitions si  remarquables  données  par  M.  Darboux,  dans  le  Mé- 
moire que  j'ai  déjà  rappelé,  d'après  lesquelles,  à  l'aide  d'un  nombre 
suffisant  d'intégrales  particulières  d'une  équation  diflTérentielle, 
on  peut  obtenir  l'intégrale  générale. 

La  proposition  suivante  me  parait  pouvoir  être  utilisée,  dans  la 
recherche  de  ces  intégrales  particulières  :  Si  une  équation  dif- 
férentielle du  premier  degré  et  de  /,'^""'  dimension  a  plus  de 
mk -{- n  points  sur  une  courbe  algébrique  du  rn^''"*^  ordre  et 
de  la  n^^"^^  classe,  elle  admet  cette  courbe  comme  intégrale 
particulière.  C'est  là  une  consr([iience  immédiate  d'un  théorème 
bien  connu,  consistant  en  ce  que  les  courbes  dUin  système,  de 
caractéristiques  [jl  et  v,  touchent  une  courbe  algébrique  du 
ff^ième  Q^drc  ct  de  la  n^^"^^  classe  en  un  nombre  de  points  au 
plus  égal  à  /;;  V  -f-  /i  jjl.  Il  suffît  de  supposer  ijl  =  i ,  v  =  A'  et  de 
remarquer  que  toute  courbe  passant  par  un  point  singulier  du 
système  est  touchée  en  un  point  par  une  des  courbes  de  ce  sys- 
tème, pour  eu  conclure  la  proposition  énoncée. 
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Sur  une  transformation  relative  à  la  géométrie  du  triangle; 

par  M.  E.  Lkmoiivk. 

J'aî  donné  au  Congrès  de  Limoges  {Association  française 
pour  ^avancement  des  Sciences,  1890)  un  grand  nombre  de  for- 
mules se  rapportant  à  la  Cu'omrtrie  du  Iriangle.  En  appelant  rt,  6, 
r,  A,  B,  C,  r,  /a,  r^,  /v,  K,  />,  0,  5^,  0^,  o^  les  trois  côtés,  les  trois 
angles,  les  rayons  des  qualre  cercles  tangents  aux  trois  côtés,  le 
rayon  du  cercle  circonscrit,  le  demi-périmètre  et  les  quatre  quan- 
tités, 4R  +  t^i  \Vl  —  /•«,  4R  —  '**?  41^  —  fC,  on  a,  par  exemple, 

a*  H-  />*  -+-C«  =  'M  />*  —  ro)  =  l[{p  —  a)*-+-  Payait 

rit-\-  rf,-^  ri  =  (0*  --  2y?>)>, 
Xa'cos  A  =  ^^-  ip^—ro  —  3HV), 


£«  cos'A  —  0  — 


11- 


—  r  cos*  A  -+-  Pc  cos'  B  H-  r/,  cos'  G  =  Oa ^^ tttt- 


f 


L'emploi  de  ces  formules  facilite  souvent  la  résolution  de  pro- 
blèmes assez  compliqués,  et  nous  allons  le  montrer  à  propos  de 
trois  théorèmes  qui,  je  crois,  n'ont  pas  encore  été  remarqués. 

Théorème  L  —  On  donne  deux  cercles  fixes  de  rayons  R,  r 
de  centres  O,  o,  tels  qu'il  y  ait  une  infinité  de  triangles  ABC 
inscrits  au  cercle  de  rayon  R  et  circonscrits  au  cercle  de 
rayon  r;  le  lieu  des  points  rf^Lemoine  K  des  triangles  ABC  est 
une  ellipse. 


Posons  p  .— OK,  p'r=  oR;  on  sait  que  Oo  =:=  d^  =  R(R —  2/*). 
On  a 

On   établit   facilement   ces   formules   en    se  rappelant    que    si 
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X,  ^,  5;  Xij  j'i,  wi  sont  les  coordonnées  normales  absolues  (Je 
deux  points  M  et  M',  on  a 


.t  m 


R 


en    employant  des  identités  du  genre  de  celles   dont  nous  ve- 
nons de  signaler  Tutilité. 

En  éliminant/?*  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  trouve 

C'est  l'équation  du  lieu  de  K  en  coordonnées  p,  p',  O  et  o  étant 
les  pôles. 

Si  nous  prenons  pour  axe  des  x  la  droite  Oo,  pour  axe  des  ^ 

la  perpendiculaire  élevée  au  milieu   de  Oo,  Tabscisse  de  o  éUnt 

d 

->  on  a 

7. 

p»  .- jî-f-  ({d-^  xy,  p'*  =7^-4-  {{d^  x)t; 

substituant  dans  Téquation  (3),  on  trouve,  tous  calculs  faits, 

/,a-î(3H*  —  ?.\{r  H-  r^)  -r-  4j'»/o  —  4  dx(3n  —  r)(  R  -^  r) 

-hr/*(3R«-f-r)Rr-hr«)  =0  : 

le  lieu  (lu  point  K  est  donc  une  ellipse. 

Le  carré  du  demi  grand  axe  est  dirigé  suivant  la  direction  de 

Taxe  des  j-  et  a  pour  n  a  leur 

d*  r 

Le  demi  petit  axe  a  pour  valeur* 

d*r 

Si  nous  donnions  au   lieu  de  o  le  centre  o^  du  cercle  ex-inscrit 
lang(»nt  à  B(^,  on  aurait  de  même 


V  -  -       .l  l\  /  ,;  - ^^ —      


(îii  éliminant/?  —  a^  on  trouverait  réqualion  du  lieu  de  K,  qui  est 
une  hyperbole. 

Cette  hyperbole  est  équilatère  si  R  =  2/'^' 

Théorème  II.  —  A\'ec  les  mêmes  données  le  lieu  du  point  de 
Gergonne  du  cercle  inscrit  du  triangle  ABC  est  une  circonfé^ 
rence. 

Soit  X  le  point  de  Gergonne  d'un  des  triangles  ABC. 
On  trouvera,  après  quelques  calculs, 

éliminant/?  on  trouve  une  circonférence. 

Si  l'on  donnait,  au  lieu  du  cercle  inscrit,  le  cercle  ex-inscrit  Oa 
tangent  au  côté  BC,  on  trouverait  encore  une  circonférence  pour 
le  lieu  du  point  de  Gergonne  de  ce  cercle  ex-inscrit. 

Théorème  III.  —  Le  point  de  Nagel  N  décrit  dans  les  mêmes 
conditions  une  circonférence. 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  calculer  la  distance  NO  du  point  N 
de  Aagcl  au  contre  O  du  cercle  circonscrit;  on  trouve 

expression  remarquable  en  elle-même  par  sa  simplicité. 

La  même  méthode  s'applique  avec  succès  pour  trouver  les 
lieux,  trop  connus  pour  nous  y  arrêter,  de  Forthocentre,  du  centre 
de  gravité,  etc. 

Remarquons  encore  ce  théorème,  dont  la  démonstration  est 
presque  intuitive  : 

Si  O  et  o  sont  donnés,  les  centres  des  cercles  ex-inscrits  à 
tous  les  triangles  ABC  décr lisent  la  circonférence  de  rayon 
'2K  et  de  centre  O2  sur  Oo,  tel  f/ue  00-2=:  20O;  si  O  et  Oa  sont 
donnés,  les  centres  o,  o^,  Oc  des  autres  cercles  tangents  aux 
trois  côtés  d'un  des  tria nj^» les  ABC  décrivent  la  circonférence 
de  rayon  9.  R  et  de  centre  Oa^  sur  Oo^,  tel  que  OaOzo  =^  20^0. 
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Sur  la  transformation  continue;  par  M.  E.  Lemoinr. 

A  la  séance  du  i5  juillet  dernier,  j'ai  fait  connaître  ici  un  mode 
de  transformation  des  formules  du  triangle  et  des  théorèmes  s'y 
rapportant,  qui  me  paraît  fécond  et  fort  utile;  voici  de  quelle  idée 
cette  transformation  dérive. 

Je  suppose  qu'un  triangle  ABC  se  transforme  d'une  façon  con- 
tinue par  la  rotation  de  CA  autour  du  point  C;  on  aura  deux  états 
de  la  figure  : 

i"  Le  point  A  est  au-dessus  de  CB  et  y  restera  jusqu'à  ce  que, 
dans  le  mouvement  de  CA,  il  passe  à  l'infini  sur  AB. 

2°  Le  point  A,  CA  avant  continué  son  mouvement  de  rotation, 
est  au-dessous  de  CB. 

Soit  une  propriété  quelconque  de  la  première  figure,  propriété 
générale  d'un  triangle  ABC,  je  la  considère  dans  sa  continuité  et 
je  vois  qu'elle  devient  souvent,  dans  la  deuxième  figure,  une  pro- 
priété générale  du  triangle  qui  s'exprime  autrement  que  la  pro- 
priété générale  considérée. 

En  effet,  les  éléments  de  ABC  (premier  état  de  la  figure)  chan- 
gent souvent  de  nom  par  rapport  à  ABC  du  deuxième  état;  ainsi, 
par  exemple,  ce  qui  est  le  cercle  inscrit  au  triangle  ABC  dans  le 
premier  état  de  la  figure  devient  le  cercle  ex-inscrit  tangent  à  BC 
dans  le  second  étal,  etc.  ^  il  suit  de  là  qu'un  théorème  où  entrera 
le  cercle  inscrit  donnera,  par  continuité,  un  autre  théorème  où 
entrera  le  (crclc  ex-inscrit  tangent  au  côté  BC.  En  étudiant  la 
question,  on  reconnaît  que  : 

Dans  une  formule  générale  relati^^e  au  triangle,  si  l'on 
remplace  les  r/uantités  a,  />,  c^  p^  p  —  a.  p  —  b,  p  —  r,  S,  R,  /*, 
ru-,    rifj    /v,    A,    B,    C,  .  .  . ,   respectiKemeîit  par   «,    — 6,    — c, 

—  (/)  —  a),  — /?,  p  —  r,  p  —  h,  —  S,  —  H,   /v„   r,  —  /v,  —  /'*? 

—  A,  t:  —  B,  7Z  —  C,  .  .  . ,  on  obtient  une  nouK'elle  formule  rela- 
tii'e  au  triangle. 

Je  dirai  que  cette  nouvelle  formule  dérive  de  la  première  par 
transformation  continue  en  K\  il  j  a  évitlemment  de  même  les 
fornuiles  oblonues  par  transformation  continue  en  B  et  en  C. 

Le  mode  de   démonstration  (jue  nous    venons  d'indiquer,  n'est 
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pas,  si  {'on  x^eut  une  entière  rigueur  y  sans  présenter  quelques 
points  assez  délicats  à  propos  de  la  valeur  des  angles,  lorsque  le 
point  A  a  passé  à  Tinfini;  il  vaut  mieux  raisonner  synthélique- 
nient  de  la  manière  suivante;  on  verra  de  plus,  par  cette  méthode, 
que  \di  transformation  continue  n'est  qu'un  cas  particulier,  mais 
celui  qui  paraît  le  plus  fécond,  d'un  système  de  transformation 
très  général. 

Toute  formule  M  relative  au  triangle  n'est,  au  fond,  qu'une  re- 
lation d*ldentité  entre  trois  angles  A,  B,  G  dont  la  somme  est  égale 
à  7Z\  car  cette  formule  ne  contient  que  ces  angles  et  des  éléments 
linéaires  du  triangle  qui  peuvent  s'exprimer  tous  au  moyen  de  ces 
angles  et  d'w/i  élément  linéaire  arbitraire,  lequel  disparait  de  la 
formule  à  cause  de  Fliomogénéité. 

Dans  la  formule  M,  je  puis  évidemment  remplacer  les  angles  A, 
B,  C  par  trois  autres,  A',  IV,  C,  dont  la  somme  soit  7:;  si  je  prends 
pour  A',  B',  C  des  fonctions  de  A,  B,  C,  les  éléments  du  triangle 
qui  entrent  dans  la  formule  M  deviennent  d'autres  éléments  de  ce 
triangle,  et  la  nouvelle  formule  M  donne  une  relation  entre  les  nou- 
veaux éléments. 

Si  je  prends  pour  \',  B',  (7  les  angles  —  A,  tt  =  B,  tt —  (1,  j'ai 
la  transformation  continue  en  A. 

En  effet,  soit  \\{\=.a  r<*lément  linéaire  (jui  reste  fixe.  La  for- 
mule 

n  h  c 


sin  A        sin  H        sini^ 


donne 


a  (r«*  f|ii«Mlt*\i(»nl  h)       (rr  que  «l<^vn^nt  r)  . 

-: r-  =  : jr = . 7-, —  (  00  qilO  (loVICIll   iH)', 

Sin( —  A)  SIIMT  —  15)  Mll(--      L)  *  ■" 

donc  b  doit  être  clianj^é  en  — />,  r  on    — r,    R  en  — R.   La  for- 
mule 

S  =  J-  n/j  sin  G 

donne 

(  vc  i\\\o  «loviiMil  S)  =  J  /i( —  h  )s\n(T,  —  C  ): 

donc  S  doit  être  changé  vn  — S,  .... 

Mais  il  est  clair  ((ue  j'aurai  également  une  transformation  par 
chaque  système  de  valeurs  cpic  je  prendrai  pour  A',   B',  (!';  si  je 
prends,  par  exemple,  pour  A',  B',  iV  les  valeurs  180  —  A,  90 —  B, 
XIX.  10 
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90  —  C,  avec  a  pour  élénieiil  linéaire  fixe,  on  pourra,  dans  toute 
formule  relative  au  triangle,  changer 

a^     b,     c,     U,     S,     A,     B.     C,     ... 
respectivement  en 

a,     aUcosB,     2KcosC,     U,     j»  H*  cosB  cosC  sin  A, 

T*  "~~  /V  j       —  ——  15 ,         —  — ^  L« ,        »... 
'f.  'X 

et  l'on  aura  une  nouvelle  formule. 

Mais  ces  transformations  ne  conduisent  évidemment  pas  toutes 
à  des  résultats  nouveaux  simples  et  élégants,  et  c'est  la  transfor- 
mation continue  qui  me  parait  la  plus  ft'^conde;  elle  montre  le  lien 
entre  presque  toutes  les  formules  connues  où  entrent  des  éléments 
analogues,  elle  en  donne  de  nouvelles,  et,  une  formule  étant 
établie,  celte  transformation  indique  la  forme  et  fournit,  sans 
recherche,  la  démonstration  de  formules  analogues;  ainsi  la 
distance  d  entre  le  centre  du  cercle  inscrit  et  celle  du  cercle  cir- 
conscrit étant  donnée  par  la  formule  rf^  =  R(R  —  2r),  celle  du 
centre  du  cercle  ex-inscrit  0,1  et  du  centre  du  cercle  circonscrit 

sera 

./«  =  H(Bh-2/v,). 


La  distance  00,1  étant r^  »  une   Iransforniation    continue  en    A, 


Mil 


}. 


reproduirait   le  même    rcsullal,    niais   la  Iransforniation    (n)nlin!io 
en  B  donne pour  la  distance  oi,o,.^  .... 


?. 

On  dcmonlre  facilement  : 

r*  Que,  si  les  coordonnées  normales  d'un  point  M  sont  /,  /??,/?, 
/,  /7t,  n  désignant  des  fonctions  des  éléments  du  triangle,  le  trans- 
formé continu  en  A,  M^,  de  M  a  pour  coordonnées  —  /„,  //i^,  Hay 
ffii  ff^of  f^n  désignant  ce  (]ue  deviennent  /,  /;?,  n  quand  on  y  fait  la 
transformation  continue  en  A. 

Remarquons  qu'un  point  simplement  marqué  sur  le  plan  n'a 
pas  de  transformé  continu;  cela  ne  signilie  plus  rien,  il  faut 
qu'on    doiuK;    la    loi    (pii  lie    la    position    de    M    aux   éléments   du 
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triangle  el  il  n'j  a  pas  de  conslruclion  générale  pour  passer  d'un 
point  à  son  transformé  continu,  d'une  ligne  à  sa  transformée  con- 
tinue. 

2"  Que,  siy(j:',  j',  :;,  m,  /«',  m",  .  .  .)  =  o  est  Féquation  d'une 
ligne,  celle  de  sa  transformée  conlinue  en  A  sera 

/(—  •^»  y  y  -5,  niay  m;,,  m;,  . . .)  =  o, 

ff^ai  nx^^  m\  désignant  ce  que  deviennent  m^  m\  m"  par  transfor- 
mation continue. 

3"  Que,  si  )v,  (JL,  V  sont  les  coordonnées  barjcentriques  de  M, 
celles  de  M^  seront  \ty  ^ai  v^;  que,  si 

/(«>  P>  Y»  l^»  |a',  \^\  ...)  =  <> 

est  Téquation,  en  coordonnées  harycentriques,  d'une  ligne,  celle 
de  sa  transformée  continue  sera 

/(a,  ?»  Y»  V-a.  :Vi,  î^«'  ...)  =  o. 

4**  Pour  les   coordonnées  cartésiennes,  les  coordonnées  de  M 

étant    X,  Y,    celles   de  M^  seront  X^,   — Y^;  Téquation  d'une 

ligne  étant 

/(X,Y,  M,  M',  M',   ...)  =  o. 

celle  de  sa  transformée  continue  sera 

/(x,  —Y,  Ma,  m;,,  m;,,  . . .)  =  o. 

Remarquons  encore  que,  au  lieu  de  partir  des  angles  pour  une 
transformation,  on  pourrait  aussi  partir  des  lignes,  et,  par 
exemple,  changer  dans  une  formule  a,  6,  c  en  des  fonctions  /i, 
f'it  /a  des  éléments  du  triangle,  puis  déterminer  les  angles  et  les 
autres  éléments  en  fonction  (le /i, /a» /ai  •••;  il  faudrait  que /i, 
f-iy  fz  satislissent  aux  conditions 

f\<ft^A.       A<A-i-/u       /3</i-H/t, 

qui  expriment  que/i,  /2,  /s  sont   les  cotés  d'un   triangle,  mais 
cette  transformation   serait  ordinairement  plus  compliquée. 

Donnons,  ]»our  terminer,  comme  exemple  de  la  transformation 
continue,  quelques  formules  probablement  nouvelles;  il  y  en  a  de 
beaucoup  plus  simples,  mais  nous  les  avons  déjà  publiées  ailleurs 
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à  propos  d'autres  sujets;  rappelons  que,  en  plus  des  notations 
ordinaires,  nous  désignons  les  quantités  4^^  4- r,  4R  —  '«» 
4  R  —  /'A,  4  R  —  ^c  par  0,  Ort,  0^,  0^.  La  formule 

2  a  (  r^  -^  Tf  —  /•}  =  9-/?(3  R  -f-  r) 
donne 

—  ct{rt,  4-  /V  -+-  Ta)  -h  ^(r^  -f-  r,«  —  r) 

-T-  circ-^  ra  —  r)  =  2(/?— a)(aR  —  Ta); 

ila(rrt  —  rjirt-^-  r,. —  2/)  =  'ip(p^-h  r*—  10  Rr) 

donne 

—  a (r'a  —  /•)(^''6  -^  'V  — 2 /a ) 

-+-  6(/v  -f-  ra)('3ira  ■+■  ri,  —  /•) 

-+-  r(rA-+-ra)(2/rt  -f-  Tf  —  /•)  =  2^/?  — a)f(/?  — a)*-f-  rj  H- 10 R Ta]: 

Srt(/'6  — r)(ro-/-)  =  4RS 
donne 

fti'a -+-  /'ôjC/'a  -^  />)  —  l^i'a  —  r)(ra  -+-  /'a)  —  cira  —  r){ra  -4-  r^)  =  4 RS; 
IrtCra  — /Offrô  —  r)*-i-(r,.  —  /)*]  =  4R/?(/?*-f-  r«  — i2Rr) 

donne 

—  ft  ( /'a—  r)\{  l'a  -f-  l'i,  )2  —  (l'a  -H  />  )*  ] 
-+-  b  (  l'a  -^  f\.  )  [  (  l'a  -+-/•/>)*-+-(  l'a  —/•)'] 


[lon 


(lonnr 


[lonn 


c 


la'^n,i'r=  \pS{l\-^r) 


-  fi-ri,  i\.  H-  h^  ri'i,  -^  r-  rr,.  =  4  (  />  —  a)S(  H  —  r,,  )  : 
l/\,  cos2  A  ^  0  —  ^^ ^^ 


/•  oos'.V  -7-  />  oo^- 1;  -f-  r/,  (•«><-(>.  =  r^a f-<r f 


il  />»r/'rt  iMK  V  —  /•(  ')pi  —  0*  ) 
(lonn<> 

Appelons  H  i'orlhocenlre,  O  le  cenlrr  du   ccrcl(»  inscrit,  poinl? 
(|ui  n<*  cliun^onl   pas  par  Iranslornialioii  continue;  \,  N„,   ...  \c 
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point  de  jYag^et  et  ses   transformés;  \  A^,  ...   le  point  de  Ger- 


gonne  et  ses  transformés. 


donne 


donn 


e 


donn 


c 


donne 


donne 


don 


ne 


0* 


Il       —T- 

Ô,î 

rx' 

rrr 

/•» 



3  S* 

^n 

'•« 

— 

3S« 

• 

ON   =R  — -i/- 


ONrt=  K-h'2/-,,  : 


—  1 

o.\     =:/>*-H  5/**  — iGH/' 


T —i  ...    |</>  —  (I  \(\\  —  /V|)  1 
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Quelques  remarques  relatù^es  aux  fondions  réciproques; 

par  M.  C.-A.  Laisapît. 

1.  Une  équation  réciproque  est,  comme  on  le  sait,  celle  dont  le 
premier  membre  se  compose  d'un  polynôme  entier  où  les  termes 
équidislants  des  extrêmes  sont  égaux.  En  appelant  m  le  degré  de 
ce  polynôme  y  (x),  il  s'ensuit  que 

Nous  pouvons  prendre  cette  relation  (i)  comme  définition  et 
appeler yb/ic//o/i  réciproque  de  degré  m  toute  fonction  qui  y  sa- 
tisfait. 

On  remarquera  que  ax"^  peut  toujours  être  regardée,  en  vertu 
de  cette  définition,  comme  une  fonction  réciproque  de  degré  2/?i. 

2.  Si  nous  formons  successivement  les  dérivées  première  et  se- 
conde des  deux  membres  de  l'équation  (i),  nous  aurons 

Posons 

Il  viendra,  en  vertu  des  relations  ('a)  et  (,V), 

.[,„.-„.r(i)..J./-(i)l 


(  )  )  '  =  X 
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Par  conséquent, /"(j:)  étant  réciproque  de  degré  niy  la  fonction 
o(^)ou(m  —  i)f{x) — X  f\x)  est  réciproque  de  degré  m  —  2. 

En  appliquant  ce  résultat  à  la  fonction  cp(^)  elle-même,  on  re- 
connaît sans  peine  que  la  fonction 

{m       90(m-3)/'(j')  — 2(m  — 3)^/*(:r)-HarV"'(^) 
est  réciproque  de  degré  m  —  4-  De  même,  la  fonction 

(//i  — 3)(m-4)(m  — 'î)/'^(a:) 

--3(m  — 4)(m— 5)a^/*(x)-+-3(/n  — 5)tV(^)  — ^V'(^) 

est  réciproque  de  degré  m  —  6,  et  il  est  facile  de  généraliser. 

3.  Les  propriétés  qui  suivent  sont  pour  ainsi  dire  évidentes,  en 
vertu  de  Téquatlon  de  définition  (i),  et  il  suffira  de  les  énoncer. 

1**  Si  deux  fonctions /"(^r),  F(ar)  sont  réciproques  de  même  de- 
gré m,  la  fonction  A/(jc)  4-  B  F(j?),  A  et  B  étant  deux  constantes 
quelconques,  est  réciproque  de  même  degré. 

2" Si  f\{x)y  fti^)  sont  des  fonctions  réciproques  de  degrés  m^ 
et  /W2  respectivement,  la  fonction/i  (x)  x/2(^)  est  réciproque  de 
degré  mx-\-  m^^ 

3'*  Dans  la  même  hypothèse,  la  fonction  y?y~\  est  réciproque  de 

degré  m^  —  ni^* 

4°  f{^)  élant  une  fonction  réciproque  de  degré  m,  [/(^)]''  est 
une  fonction  réciproque  de  degré  mp. 

4.  D'après  la  définition  adoptée  ci-dessus,  une  fonction  f(n^^ 
est  réciproque  de  degré  zéro,  quand  on  a 


(6)  /(^)=/(^) 


D'autre  part,  nous  pouvons  écrire  la   relation  (1)  de  définition 
sous  la  forme 


^(^). 


tn  m 
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Par  conséquent,  si  f{jp)  est   réciproque   de  degré  /w,  la  fonc- 

nt 

\\onf{x)\x'^  sera  réciproque  de  degré  zéro. 

En  écrivanty(x)  X/(  -  )  »  /(j?)  étant  une  fonction  quelconque, 
on  obtient  nécessairement  une  fonction  réciproque  de  degré  zéro. 

Il  en  est  de  même  si  l'on  forme  f(x-\ I  • 

Les  propriétés  du  n**  2  ci-dessus  se  simplinent  quand  on  consi- 
dère des  fonctions  réciproques  de  degré  zéro.  La  relation  (/{)  nous 
donne,  en  effet, 

Celle  fonction  est  donc  réciproque  de  degré  —  2,  lorsque  /^x) 
est  réciproque  de  degré  zéro:  et,  par  suite, 

est  réciproque  de  degré  zéro. 
On  voit  de  même  que 


.r' 


x*f(x)-^x^/''(x)^~f'^(x), 

x"' 
^^f  (x)  -hx'* /'^  ( X  )  -•-  i  x'*/'  {X)-i-        ^    .  /* •  <  X ) 

sont  également  des  foiiclions  réciproques  de  degré  zéro. 

En  combinant  ces  Irois  fondions  par  TaddiMon  de   la  première 
el  de  la  troisième,  et  la  soiistrarlion  de  la  seconde,  on  a 

T/'{x)-h  l  x'*  /''{.r)  ■+-  {j-*  fUx)  -h  i7,x^/''(x), 
qui  jouit  aussi  de  la  mém<*  proprit-té. 
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Sur  f/iieli/ues  théorèmes  cr Analyse  et  d\irithniétit]ue : 

par  M.  Eur.ÈNE  Catal\^. 

I.  —  Une  formule  de  Cauc/iy. 

l.   Celle  formule,  bien  remarquable  (*),  est 
(  (i-^x)ii  -h  tx){i-i-  t^.r)  . .  .  (H-  fi-Kr) 


n1n—\) 


(  I  —  /  ( I  —  t)(i  —  t^)  ^  ^ 

On  va  voir  qu'il  est  facile  dVn  faire  une  clémonslration  directe. 
Dans  le  second  membre,  xP  a  pour  coefficient 

"'''""  (I  — /)(!  —  /*  )...(!  — r/M 

Si  Ton  multiplie  par  i  -+-  t'* x  les  dcu\  membres  de  Tégalité  (i), 
ce  coefficient  devient  lL„^p-\-  t"'Yf,^p  ,^. 

La  formule  étant  évidente  quand  /i=  i ,  il  faut  donc,  d'après 
le  procédé  classique,  prouver  que  l'on  a,  identiijuemcnt. 

Or,  si  Ton  supprime  le  facteur  commun 

celte  égalité  se  réduit  à 

,_//i-hi  P^P-^^      ,_//i-/»-Hi  PlPz}}       n^^P-^^^PrJ^ 

: 1     *      -7= f     s    w-/  »       ; 

\  —  (p  \   -  tP 

puis,  à 

ce  (|ui  est  exact. 

II.  —  Un  théorème  de  Gatiss. 
2.   Comme  je  Tai   fait  observer  à  Tendroit  ci  lé  (^),  d'après  la 


(')  J(*   m'en    suis    (»rcu[)(',   dt'jà,  dans  les  .\otes  sur  la  théorie  des  fractions 
continues. .  .^  et  dans  les  Lettres  à  quelques  Mathématiciens. 
(')  Comptes  rendus,  sopleinbre  iH'|3.  p.  5.»7. 
(')  lettres. . .,  p.  Kj. 

XIX.  Il 
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forme  du  premier  membre,  dans  la  formule  de   Cauchy,  T„^p  est 

un  polynôme  entier,   fonction    de  /.  D'ailleurs,  /     *      est  une 
quantité  première  avec  le  dénominateur  deT^^y,.  En  conséquence, 

(3)  : 777 -TT ; =  entier    (*). 

3.  Remarque  /.  —  Cette  équation  (3)  constitue  un  beau  théo- 
rème, dû  i\  Gauss,  ainsi  que  l'a  constaté  M.  Perott  (*). 

Remarque  IL  —  Le  théorème  de  Gauss  est  cité  dans  V Algèbre 
de  M.  J.  Bertrand  (première  édition,  p.  i36).  Cet  Ouvrage  est 
suivi  des  Solutions  des  exercices,  données  par  G...  et  P.... 
A  la  page  356,  on  trouve  une  démonstration  de  Tégalité  (3). 
Mais  elle  me  semble  inexacte.  En  effet,  elle  se  réduit  à  établir 
l'existence  d'une  relation  analogue  à  l'égalité  (p.),  sans  que  Ton 
sache  si  deux  des  trois  termes  sont  entiers  (^). 

III.  —  Une  rectification. 

1.  A  la  page  99  des  Recherches  sur  quelques  produits  indé- 
finis, la  formule  qui  précède  l'égalité  (îîo),  empruntée  aux.  Fun- 
damenta,  a  été  mal  copiée.  Elle  doit  être  lue  ainsi 

I  -  -  7*  I  —  q*  \    -  q^  \  —  q^ 

D'ailleurs,  l'égalité  (îto^  est  la  même  chose  que 

7 (i-f-  7  -h  73 -h  7® -h  7*^ -t- . . . )*  = 
Donc  la  formule  (3-(S),  corrigée,  est 


TZ^ 


71* 


S  ^3 


'  '  '         '  '  l  --  q*  i    —  q^  \  —  q^ 


(')  Lettres, . .,  pp.  18  et  ly.  Kilos  contiennent  quehjues  fautes  typographiques. 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  \,  p.  87.  La  démonstration  don- 
née par  ce  savant  Professeur  est  plus  courte  que  la  nôtre:  mais  elle  n'est  pas 
élémentaire. 

(*)  loir,  sur  «e  point,  la  page  ii»  »les  Lettres Faute  d'avoir  examiné  suf- 
fisamment la  page  3jG.  j'avais  admis  cette  /?5fMd/o-démonstration. 


^ 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(379)  (^  +  7'  -^  7"  ^  9^'  ^. .  -r  =  -^^,  H  2^  ^^^  -h  3 '  -~JÎ^,-  -H. . 
relalion  connue  (*). 

IV,  —  Autres  séries  elliptiques. 
o.   On  sait  que 

Consôquemment, 

(5)  < 

=  — ^,-i-2"»-^— --h3'— ^-4-...    (»); 
ou,  par  le  changement  de  </*  en  x, 

ir      jr  J?'  ^       x^  x"^  "I* 


/m]  <J.«V  «yj 

T   -^    P    Z   -h  V -f-.  .  .  (*). 

I  —  X*  I    -  X*  I  —  x^^ 


6.  A  la  page  027  des  Comptes  rendus  (^),   T illustre  Cauchy 
donne  cette  autre  formule,  aussi  importante  que  la  première  : 


(I— a:)(i—  tx),..{l  —  t^-^x) 

I  —  f  (I  —  /)(!  —  /«)  ^     ' 


(»)  Legendre,  t.  III,  p.  i33. 
(')  liecherches. .  .j  p.  99 . 

(*)  Cette  relation,  qui  me  parait  remarquable,  figure  dans  la  page  ion  des 
liée herc lies... 'j  mais  trop  sommairement.  Elle  suppose,  bien  entendu,  que  le 
nombre  x  est  inférieur  à  i. 

(*  )  Septembre  \%\'S. 

(•)  Dans  la  série  formant  le  second  membre,  les  coefficients  des  puissances  de  x 
sont,  d'après  le  lliéorénie  de  Ttauss  (n"3),  des  polynômes  entiers. 
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Il  en  résulte,  par  le  changement  de  a:  en  —  jr, 


f        =* 7^-5 r. 7VT-^— 

Comparant  avec  Tégalité  (i),  on  a  donc 

l      L       1-'  0-ou-^*)  J 

et,  si  /i  devient  infini, 


(lo) 


r x^  ^ X»  x» ^      "I 


X     I  — 


7.  Dans  celte  relation  générale  ,    supposons   i  =  x  =  q.    Elle 
devient 

(II)  i  =  AB; 

en  posant,  pour  abréger. 


(12)        A  —  l-h 


Vi3»      R  =  I  — 


7.7'.  7* 


I       </        Il  —  7  M  I    -  <y-.»       (^1    -  7  )i  I -- y*)(i  —  ^') 
7  7'  7' 


I       <7       ti   -«^Mi-   </*>        «  I  —  </ )0  -  7*»(  I  —  7*» 

8.  A  la  page  52  des  liecherc/ies,  on  trouve 
(14)  A  =  RC. 

en  faisant 

I  —  7*       II-     </-ni        <yM       ^|_yini  —  y*/u — fj") 

(iTO      C  -  I  -^  — '— , ? , ï H 

«  —  7*        V»^  7-H>  —  y^»        1^1  — 7-MI  —  ry^.d  —  y' 


•   •   •  • 
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De  plus(*), 
(i5)  B'=?,        C'=?'. 

La  combinaison  des  égalités  (i  i),  (i4)  donne 

(16)  i  =  BB'C'; 
ou,  à  cause  des  valeurs  (i5), 

(17)  i-B?p'. 
Mais,  d'après  Euler, 

donc 

(18)  B=:ra. 

9.   Si,  dans  une  célèbre  formule  de  Jacobi  ( '  ),  on  prend  5  =  —  1 , 
on  trouve 

(«9)    ^  =  ^--r-^.-^r, — rr^n — ^.^- 


A  cause  de  la  définilion  (i3)  et  de  l'égalité  (18),  nous  avons 
donc,  finalement, 


l  i y 

.  \  \  —  q    '    {l  —  q)(l  —  q^)         (  I  —  </)(!  — «7*)(' —  (/^> 

(20)    • 

I    _.      ?    I         y* ?•  I 

Ainsi,  ces  deux  séries  ont  même  limite  (*). 

V.  —   Théorème  d^ Arithmétique. 
10.   Reprenons  la  formule 

(6)  ;  ^  ,  ■" 

-h  2'    :  -f-  33   — 


I  —  ^'»  \  —  X*  I  —  07'* 


I 

(•)  Même  page. 

(O  Recherches. ..,  p.  •>. 

(')  Fundamenta,  p.  180.  lo/r,  aussi,  les  Notes  sur  la  théorie  des  fractions 
continues, . .,  p.  fi. 

(*)  Les  rclatioQS  (18),  (20)  sont-elles  nouvelles?  Quoi  qu'il  en  soit,  elles  com- 
plètent, pour  ainsi  dire,  les  théorèmes  exprimés  par  les  égalités  (!•>). 


I 
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Nous  avons,  en  employant  la  notation  d'Eu  1er, 

r  -h  3 -+-  5 H-  . .  .  =  T  H-  i^'-h  bj?»-+-. .  .-har'"  /  «H-...; 

I  _  or»  I  —  a7«  I  —  jrto  J 

OU,  pour  abréger, 


X  x^  a*'  \r^         /* 


I  —  a*' 


/i  étant  impair. 

Dans  le  développement  du  premier  membre  de  l'égalité  (6), 
le  coefficient  de  x^"  est  donc 

(22)       Ti  /*(  ?.n  —  I)  -+-  A  A 2/1  — 3)  H-. . .  H-  A  i/i  —  i)  A  =  Sj«. 

D'aulre  part,  le  terme  général  du  second  membre  est 

Développé,  ce  terme  devient 

[JL  étant  impair.  Si  donc 

Xii  =  n, 

on  voit  que  A,  [x  sont  deux  faclours,  conjugucSy  du  nombre  f//ï- 
/?^//r  n.  Par  suite,  le  coefficient  de  x'-",  dans  le  second  membre 

donl  il  s'agit,  est  >  a^  (').  On  a  donc  ce  théorème  : 

n  étant  un  nombre  impair  y  on  décompose  in  y  par  voie  d'ad- 
dition, en 

I -f- (•>  Al  —  i),        3 -h  (2/1  — 3),        5 -h  (2/1  —  5),  . . .  (2/1  —  i) -h  i; 

et  l'on  fait  la  somme.  S.2n^  des  produits 

I  i  j  {'in  —  1).       l3J{-2n  —  3)y     ...,       1(2 /i — iWi. 

D\iutre  part,  on  prend  touf  /es  dii'iseurs  de  n,  saxoir.  i,..., 

) n\  et  r  on  /orme  la  somme  ^  A'  de  ces  di^useurs. 

Celft  posé,  les  deu.r  sommes  sont  ég(tles. 


(  ')  J'udinol'i  la  roiivorgenct*  de  la  scri»*.  fd«'ilc  à  prouver. 
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H.  Application,  —  Soit  /i  =  9;  d'où  X  =  i ,  3,  9.  On  a 

S.,=  .  [/./.;-h/3/.5+/>/'.3^/7/m]  ^  [/,]• 

=  a[i.i8H-4.24  -h6.i4-h8.ia]-hi3»  =  588-f-i69  =  757. 

Celle  somme  doit  égaler  i  '  -|-  S'  4-  9^  =  »  -i-  a"  -h  75>9  ;  ce  qui 
est  vrai. 

12.  Remarque,  —  Si  le  nombre  n  est  premier,  les  seules  va- 
leurs de  \  sont  i  et  /t.  Donc,  dans  ce  cas  particulier, 

(23)  S2n=i-h/ia     (M. 

Liège,  septembre  1891. 


COMPTES    RENDUS   DES   SÉANCES. 


SÉANCE  DU  2  DÉCEMBRE  1891. 

PRKSIDBNCE   DE  H.   COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  Carvallo  :  Sur  la  résolution  numérique  des  équations, 

M.  Fouret  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  Raffy  :  Sur  certaines  surfaces  dont  les  rayons  de  cour- 
bure sont  liés  par  une  relation, 

M.  F.  Lucas  :  Sur  les  équations  qui  représentent  le  régime 
des  machines, 

M.  Antoniari  adresse  une  Noie  Sur  ^intégration  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles. 


SÉANCE  DU   16  DÉCEMBRE   1891. 

PRÉSIDENCE   DE   H.    COLLIGNON. 

Démission  :  M.  Paturel  adresse  sa  démission  de  membre  de  la 
Société. 


(')  Le  thcorènic  précédent,  qui  n'est  pas  nouveau  {Rcclierchcs. .  .y  ^.  loo),  me 
paraît  curieux.*  Il  serait  difficile  peul-tHre  do  le  démontrer  directement. 
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•  

Elections  :  M.  de  FoiUviolant,  présenté  par  MM.  Rouché  elde 
Coraberousse;  M.  Blutcl,  présenté  par  MM.  F.  Lucas  et  Bioche, 
sont  élus  à  Tunanimité. 

Communications  : 

M.  Herniann  :  Sur  un  nouveau  système  de  Cryptographie, 
M.  Carvallo  :  Démonstration  d'un  théorème  de  similitude 
sur  les  fonctions  des  machines,  signalé  par  M.  F.  Lucas. 

M.  Fouret  :  Démonstration  du  théorème  de  Budan-Fourier. 
M.  D.  André  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  Fklix  Lucas  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  équations  abstraites  du  fonctionnement  des  machines. 

Dans  ma  Communication  verbale,  faite  pendant  la  dernière 
séance,  j'ai  considéré  une  djnam^  à  courants  alternalifs, avec  induit 
sans  fer,  dont  la  force  électromotrice  est  sinusoïdale,  et  j'ai  montré 
que  les  lois  moyennes  de  son  fonctionnement  en  régime  normal 
peuvent  être  représentées,  aux  échelles  près,  par  des  équations 
simplement  numériques,  dans  lesquelles  toutes  le»  dimensions 
concrètes  de  la  machine  se  trouvent  éliminées. 

Notre  savant  collègue,  M.  Carvallo,  a  montré  que  l'existence  de 
ces  équations  abslrailes  ou  canoniques  résulte  du  principe  de 
riioinogonéilé  toncrètc  relativement  aux  trois  unités  fondamen- 
lalcs  :  longueur,  masse  et  lemps. 

Au  lieu  de  considérer  Tinlensilé  moyenne  du  courant  en  régime 
permanent,  je  vais  considérer  Tinlensité  réelle,  périodiquement 
variable  en  fonction  du  tempst 

Soient 
\\  la  résistance  totale   du  circuit,  comprenant  la  résistance  inté- 
rieure de  la  machine  et  la  résistance  extérieure  supposée  non 

inductivc  ; 
L  le  coeflicient  de  self-induction  de  Tinduit: 
E  la  force électromolrice  variable  déterminée  en  fonction  du  temps/ 

par  l'équation 

-,  .^        .       'J.TZl 

y  I  )  L   —    Ky  «1  II    -7=-  , 

dans  laquelle  T  représente  la  durée  de  la  période. 


-  153  - 

L'iiilensilé  1  du  courant  à  rinstant  t  sera  délerminéc  parTéqua- 
lion  diiTérentielle 

(2)  Rl-h  L~  —  Eosiii  -^  =o. 

Admettons  a  priori  que  Téquation  finie  entre  I  et  /  puisse  se 
ramener  à  une  équation  abstraite  et  cherchons  à  quelles  consé- 
quences nous  conduira  cette  hj'polhèse.  Il  est  clair,  d'abord,  que 
celte  équation  abstraite,  devant  s'appliquer  au  cas  particulier  où 
l'on  aurait  L  =  o,  devra  être  j' =  sinj?.  Remarquons,  d'ailleurs, 
que  l'équation  (i),  qui  donne  la  force  électromotrice,  contient 
implicitement,  comme  donnée  concrète,  le  choix  particulier  de 
l'origine  du  temps  /,  origine  qui  est  prise  de  manière  que  le  maxi- 
mum Eo  de  la  force  éleclromotricc  se  produise  pour  ^  =  — ;  cette 

donnée  concrète  s'est  introduite  dans  l'équation  (2),  dont  le  pre- 
mier membre  contient  —  E;  il  nous  serait  impossible  de  l'élimi- 
ner si  nous  remplacions  t  par  une  variable  j:  qui  lui  serait  propor- 
tionnelle et  s'annulerait  avec  lui;  c'est  par  une  expression  de  la 
forme  ax  -\- b  qu'il  faut  nécessairement  remplacer  t  pour  arriver 
à  une  équation  abstraite. 
Posons 


(V) 


T 
t  ^  —  07  4-0, 
air 

Ko         7.  rJ) 


d'où 

d\        d\   dx  _  iT.^n         1 7:0  dy 

-^^  dt  "Z^  dï  ^ 'WT  "^^^ '^  di' 

et  substituons  dans  (2);  nous  trouverons 

,_,  .  MzL  dy  2  7:0 

(5)  r  — sma:-!-^^  ^  —  lang -rp  cosx  =  o. 

Il  est  clair  que  celte  équation  différentielle  s'identifiera  avec 
l'équation  finie  y  =.  sinj:,  si  nous  disposons  du  paramètre  arbi- 
traire 6  de  manière  que  l'on  ait 

•2  r  0       '1 7:  L 
L'hvpolhèse  que  nous  avions  faite  a  priori  se  trouve,  par  con- 
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séquenl,  juslifiéc;  la  relation  finie  enlre  I  et  /  peut  se  ramener  à 
la  forme  abstraite 

(7)  jr  =  s\nx 

au  moyen  des  formules  (3)  et  (6);  cette  relation  finie  concrète 
est  elle-même 

(8)  1  = -^  cos  "Y"  sin — ^ '; 

nous  avons  donc  obtenu  par  une  voie  très  simple  l'intégrale  de 
l'équation  différentielle  (2). 

On  pourrait  objecter  que  y  =  sinx  n'est  pas  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (5)  accompagnée  deTéquation  de  condition  (6); 
on  a,  en  effet,  rigoureusement 

,  .  d(  y  —  sina:)  îirO 

(9)  jr --sinx -"^—^ ^tang-^-  =0, 

équation  dont  l'intégrale  générale  est 

STCO 

(10)  ^  =  sinx  H- Ce?  T   ; 

mais  comme  x  et  tang -=-  sont  deux  nombres  positifs  dont  le  pre- 
mier croît  indéfiniment,  le  second  terme  du  second  membre  est 
évanesccnl  et  doit  être  négligé  dans  la  pratique. 


Remarques  sur  ^intégration  des  équations  aux  dérivées 

partielles  ;  par  M.  X.  Antomari. 

Etant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  à  trois  variables 

ii)  ¥{x,  y,z,  p,q)  =  0^ 

la  méthode  de  Lagrange  cl  Charpit  pour  trouver  une  intégrale 
complète  de  cette  équation  consiste,  comme  l'on  sait,  à  adjoindre 
à  l'équation  proposée  une  autre  équation 

(•2)  ^{x,y,z,p,q)  =  o, 

telle  (jue,  si  l'on  lire/?  et  q  des  é(juallons  (i)  et  ('2),  l'équation 

dz  =  p  d.r  -+-  q  dy 

soit  complètement  intégrable. 


-  i3«  - 


Si  l'on  pose 


dF  âF  dV  ÔF  àF 

on  trouve  que  ^  doit  vérifier  la  relation 

Pour  que  la  relation  (rinlégrabililé  soit  satisfaite,  il  suffit  que 
Téquation  (3)  soit  satisfaite  en  tenant  compte  des  expiations  (i) 
et  (2).  11  est  clair  que  la  condition  d'intrgrîibililé  sera  satisfaite 
a  fortiori  SI  Péquation  (3)  est  vérifiée  identiquement. 

•  La  fonction  F  est  une  intéfî;rale  de  cette  équation.  Supposons 
que  ^  soit  une  autre  intéjj;;rale;  les  deux  équations 

F  =  o,        <l>  —  ^  =  o, 

où  a  désigne  une  constante  arbitraire,  déterminent  les  fonctions 
p  cl  q  d'jr,  d'y  et  de  :;,  telles  que  Téquation 

(  4  )  dz  =  p  djr  -4-  (/  dy 

soit  complètement  intégrable,  pourvu  que  F  et  ^  soient  des  fonc- 
tions distinctes  de />  et  q, 

L'intétjjration  de  Téquation  (4)  introduira  une  nouvelle  con* 
stantc  arbitraire  h  et  la  fonction  z  d'j?  et  d')',  ainsi  définie,  sera 
une  intégrale  complète  de  Péquation  proposée. 

D'après  cela  on  voit  que,  pour  trouver  une  intégrale  complète 
de  l'équation  (i),  il  faut  non  seulement  trouver  une  intégrale 
^  —  /7  =  o  de  Técpiation  (3),  mais  aussi  pouvoir  résoudre  les 
équations  F  =  o  et  <I>  —  a  -■--  o  par  rapport  à  /?  et  à  7. 

Je  me  propose  de  montrer  dans  cette  Note  que  Ton  peut,  dans 
certains  cas  faciles  à  prévoir,  simplifier  Ja  reclierche  d'une  inté- 
grale complète  en  modifiant  légèrement  la  méthode  de  Lagrange 
et  Char[>il. 

Je  reprends  Téquation  (1)  et  je  suppose  que  Ton  puisse,  n'im- 
porte comment,  exprimer  p  et  q  en  fonction  X x^  d'v,  de  ^  cl 
d'un  paramètre  A.  Soient 

Dans  ces  formules  je  considère  )»  comme  une  fonction. d'jr,  A^y 
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cl  de  z  et  je  délermine  celle  fonclion  par  la  condition  que  l'équa- 
tion (4)  soit  coniplèlemenl  intégrable.  La  condition  d'inlégrabi- 
lilé  est 

et  s'écrit,  en  tenant  comple  des  équations  (5) 

Soit 

une  intégrale  de  cette  équation  renfermant  une  constante  arbi- 
traire; en  portant  dans  les  équations  (5),  on  a  des  valeurs  de p  ei 
de  (/  contenant  une  constante  arbitraire,  et  telles  que  (4)  soit 
intégrable.  L'intégration  de  cette  équation  introduira  une  nouvelle 
constante  arbitraire  et  la  fonction  z  d'jc  et  dy,  ainsi  déterminée, 
sera  une  intégrale  complète  de  l'équation  proposée. 

11  est  bon  d'observer  que  l'équation  (6)  se  simplifie  si  l'on  sup- 
pose que  l'équation  (i)  soit  indépendante  de  z,  car  alors  on  peut 
supposer  que  A  ne  dépend  que  de  x  et  de  vet  Téquation  (6)  de- 
vient 

~4 ^ — '.  ^  =o. 

OK  Ox        c/A  (Jj^        Ox  Oy 

Remarquons  aussi  que  Ton  pourra,  dans  certains  cas,  se  dispen- 
ser de  recourir  à  IVqualion  ((iV  si  Ton  aperçoit  pour  \  une  valeur 
conduisant  à  une  combinaison  intégrable. 

Voici  d'ailleurs  des  cas  dans  lesquels  on  pourra  appliquer  la 
méthode  de  Lagrange  ainsi  modifiée. 

Je  reprends  IVquation  (  i  ) 

V  i  X.  V,  z,  p,  q  ^  =  o 

et  je  suppose  que  Ton  y  considère  x,  r,  :;  comme  fixes,  p  el  q 
comme  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  dans  le  plan,  de 
sorte  que  l'équation  représente  alors  une  courbe  de  ce  plan.  On 
pourra  appliquer  la  méthode  toutes  les  fois  que  l'on  pourra  expri- 
mer les  coordonnées  d'un  point  de  celle  courbe  en  fonction  d'un 
paramèlre.  11  en  sera  ainsi,  en  paiiicnlier,  dans  le  cas  où  la  courbe 
serait  unicursale. 
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Je  vais  appliquer  à  deux  exemples  : 

Premier  exemple.  —  Trouver  toutes  les  surfaces  dont  les 
normales  sont  divisées  en  parties  proportionnelles  par  les  trois 
plans  coordonnés. 

Les  équations  d^une  normale  à  Tune  de  ces  surfaces  sont 

X — x-\-p{Z  —  z)=Oy         \  —  y-^  q(Z  — z)  =  o. 

En  faisant  X  =  o  dans  la  première,  et  Y=:  o  dans  la  deuxième, 
on  en  déduit 


z  =  :i— ^,        z  = 


9 


9 


et  il  suffît  évidemment  d'exprimer  que  le  rapport  de  ces  valeurs 
de  z  est  constant,  ce  qui  donne 

q{x-{-pz)  =p(y-hqz)k 
OU 

(k  —  \)pqz  -h  kpy  —  qx  =  o. 

Si  \  désigne  un  paramètre,  cette  équation  est  satisfaite  identique- 
ment si  Ton  prend 

{k  —  i)zp   -  X    =  kXx, 

y 

{k  —  \)z  q  -\-  ky  =  —  "^  • 

Si  l'on  suppose  \  =  const.,  on  obtient  immédiatement  une  combi- 
naison intégrable 

(X-  —  i) z  dz  —  X  dx  -{-  ky  dy  =  klx  dx  —  Z—jL 

A 

OU  bien 

I   >   k  A 
(\->t-k\^x  dx ^^ y  dy  —  (^k  —  \)zdz  =  o, 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 

(i-hkl)x^-  l±J^yt-(k-i)z^=a. 

A  • 

On  met  aisément  cette  équation  sons  la  forme 

1  =  o. 


kp  -h  7       p-i-j        j 

Deuxième  exemple.  —  Trouver  toutes  les  sur/aces  telles  que, 
si  l'on  prend  le  symétrique  par  rapport  à  l'origine  du  pied 
de  la  normale  sur  le  plan  des  jrv,  le  point  ainsi  obtenu  soit 
situé  sur  la  trace  du  plan  tangent  sur  le  plan  des  xy. 
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On  obtient  facilement  l'équation 

^  (  /?*  -f-  y  *  )  4-  2/>ar  -+-  2  qy  —  z  =Of 

que  Ton  peut  écrire 

Sous  celte  forme  elle  est  satisfaite,  identiquement,  en  posant 


pz  -\-  X  =  ^x*-hy*-r-  s»  coso. 

• 

qz  -\-y  =^x*-¥-  x*-+-  z^  sino. 

Si  Ton  suppose  que  cp  soit  un  angle  constant,  on  obtient  une 
combinaison  intégrable 

z  dz  -\-  X  dx  -h  y  dy  =  ^x*-+-^* -+->«*  (  cos  <p  dx  -h  sin  o  dy  ). 
On  en  déduit 

X  dx -\-y  dy -\- zdz  .  .         , 
—  =  coso  a^r-t- sino  ^, 

^x^-hy^-hz^ 
et,  finalement,  l'intégrale  complète 

x*-hy^-+-  5*  =  {X cosç  -+-^sin«p  •+-  h)^ 
Ces  deux  exemples  m'ont  été  communiqués  par  M.  Kœnigs. 


Sur  certaines  sur/aces  dont  les  /ayons  de  courbure  sont  liés 

par  une  relation:  par  M.  L.  Rvffy. 

\  .   L'hélicoïdc  le  plus  général  est  représenté  par  les  formules 

j^  =  p  cosoj,  >'  =  osin(o,         -3  =  oCo) -I- Aoj, 

d'où  Ton  déduit,  on  appelant   R|   et  R2   les  ravons  de  courbure 
principaux,  les  deux  relations 

.  >     1    1 


*^'        ^'    '  [pî(.-'y')--/i«]« 

On  voit  cpie  les  deux  rajons  de  courbure  principaux  sont  fonc- 
tions l'un  de  Tautre.  On  sail,  d'antre  ])art,  que  tous  les  liélicoïdes 
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sont  applicables  sur  des  surfaces  de  révolution  et  que  ces  deux 
mêmes  propriétés  appartiennent  aussi  aux  surfaces  à  courbure 
totale  constante.  Nous  allons  montrer  que ,  réciproquement, 
toute  surface  applicable  sur  une  surface  de  réi'olution,  et 
dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  fonctions  l'un 
de  r  autre  y  est  un  hélicoïde  ou  une  surface  à  courbure  totale 
constante,  sauf  dans  un  cas  particulier  qui  sera  spécifié  (n®  7). 

2.  Pour  exprimer  que  les  deux  rîiyons  K|  et  II2  sont  fonctions 
l'un  de  l'autre,  on  peut  écrire  qu'il  existe  une  relation  entre  leur 
somme  et  leur  produit,  ou  encore  entre  la  courbure  moyenne  et 
la  courbure  totale.  Si  cette  relation  ne  contient  pas  la  courbure 
moyenne,  la  courbure  totale  est  constante.  Ce  cas  signalé  et 
écarté,  nous  pourrons  dire  que  R|  -f-  R^  est  une  fonction  de  R|  R2. 
Or  l'élément  linéaire  de  toute  surface  applicable  sur  une  surface 
de  révolution  peut  toujours  être  ramené  à  la  forme; 

où  W  désigne  une  fonction  de  i*  seulement;  la  courbure  totale  ne 
dépend  alors  que  de  i'.  Nous  devons  donc  supposer  qu'il  en  est 
de  môme  de  la  courbure  moyenne. 

Rappelons  maintenant  les  formules  de  Codazzi.  L'élément  li- 
néaire étant 

les  rotations  du  trièdre  formé  par  la  normale  à  la  surface  et  les 
tangentes  aux  courbes  coordonnées  satisfont  aux  six  équations 


(>)         1 

1    ^)A 
-  '•     -  G  ^^  ' 

ôq        Oqi 

-r- ;     =  ''Pi  ^P'\ 

Ov         Ou         '         ^ 

f 

1    ùC 
A  ()u 

dr        ôrx 

on  a  de  plus 

(3) 

1           I 

û:  ^  "Ri  '- 

A/>,      C// 
=    -    AC        • 

%  — 
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.   ^     ▼         1     -t 


fc J  =    <- 


t.  1. 
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<l\»ij,  «•**iiliiiil  les  (Kîux  expressions  tle  t)„.,  nii  conclut 


j  [\„\<>r  V,--V./-         r/    VL^  V.'l.:_, 


INous  avons  ici  deux  cas  à  dislingiier  suivant  que  l'équalion  (lo) 
délcrniine  siuT  ou  se  réduit  à  une  identité. 

t.  PiiEMiKK  CVS.  —  IS(u/(ialion  (lo)  détermine  sinT.  Alors  t 
est  une  fonction  de  la  seule  variable  r;  en  vertu  des  formules  (7), 
(5)  et  (i)',  les  si\  rotations  p^  y,  r,  p^^  71,  /'i  ne  dépendent  éga- 
lement que  de  r.  Nous  allons  pi-ouver  que  : 

Si  une  surface  a  pour  élément  linéaire 

W  désignant  une  fonction  de  r,  et  si  les  rotations  du  trièdre 
dont  deux  arêtes  sont  les  tangentes  aux  courbes  w  =  const., 
V  =  const.  ne  dépendent  que  de  i»,  cette  surface  est  un  hélicoïde. 

En  effet,  les  rotalions  ne  dépendant  que  de  r,  les  formules  de 
(.>odazzi  (second  groupe)  deviennent 

dp 

,  I   dq 


On  en  déduit  ('  ) 


dr 


pi  .^  ^1  _u  /.î  =  ronsl .  =  /*, 
et  les  trois  angles  d'Euler  peuvent  s'exprimer  comme  suit  : 

—  sin6sin^=^>  — sinOcosç=^,  cosO=y»  ^'^^ — ^w» 

V  représentant  l'intégrale 

-22-'  rfr. 


-'/^ 


(')  Darboux,  Théorie  des  sur/aces,  l.  I.  p.  Sa. 

XIX.  12 
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Les  neuf  cosinus  des  trois  arêtes  du  trièdre  sont  donc  connus 
par  les  formules  d'Euler.  Les  coordonnées  X,  Y,  Z  des  points  de 
la  surface  s'expriment  au  moven  de  ces  neuf  cosinus  et  des  trans- 
lations par  les  formules 

du  '  "  ^u  du 

Mais,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  Télément  linéaire  et  snr  le 
Irièdre,  on  a 

en  sorte  qu'il  vient 

<^X  dY  dZ 

--  =  a  W  ,  —  =  rt  \\  ,  -—  =  a  W  , 

du  du  du 

Î^=6W,         ^  =  b'\\\         ^^b'W, 

dv  di'  dv 

Enfin  rappelons  que,  en  vertu  de  nos  hypothèses,  les  formules 
de  Codazzi  (premier  groupe)  deviennent 

W 

(i)'  qi-^p  =  o,         r=—^,  /•i  =  o; 

par  suite,  la  première  des  relations  (9.)'  donne 

\\p  =  consr.  =  /i/*. 

5.   Cela  posé,  reportons-nous  aux  formules  d'Euler 

a   =  rosO  sinïi  sin^}' -^  f*oso  cos'^, 

b   =  cos8  COSC5  sin'i»  —  sintscos»!/, 

c    =  sin  6  siin}/, 

n'  =  rosO  sin  o  cos'l  —  coso  sin»!/, 

b'  =  ros6  coso  cos6  -H  sino  sin*!/, 

c'  =  sin  0  cos']/, 
—  a'  =  sinO  sin  c. 
~~  b"  —.  sinO  roso, 

<f  —  cosO, 

et  rcmplaccms-v  les  anp^les  0,  '^,  'l  par  leurs  expressions  données 
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plus  haut.  Nous  trouvons 

a  =  V|  cos  iu  —  Vj  siii  /w,         h  =  Vj  eus  /ii  —  V4  sin  ///, 
rt'  =  Vj  cos/w  -4-  N'i  sin  /m,         A'  =  V*  cos /a  -h  Vj  sin  /m, 

en  posant,  pour  abréger, 

-,  /^rsinV  ^cosV  .,  prco%\  ysinV 

Wp^-^q^        //>'-+- y*  l^p*-hq^        ^p^-^q^ 

.           ^rsinV           /?cosV  cr/'CosV  />sinV 

Vs=  -— -== ,  >  V»=  7-7=  H — . 

Nous  connaissons  maintenant  les  différentiel  les  totales  des  trois 
coordonnées 

f/\  =  W(V,  cos/a  —  Vj  s'iniu)du  -+-W( Vj  cos/m  — V4  sin/a)rfp, 
^Y  =  \V(  Vj  cos  /u  h-  V«  sin  ///  )  du  -h  W(  \\  cos  /w  4-  V»  sin  /a)  é/i», 

/^       W         ,  ^  ,  ,  ,  Wûr    , 

//Z  —  —  (  p  (iu  -h  q  as;  )  =  ni  au  -\ ~  dv. 

L'intégration  donne,  en  négligeant  des  constantes  additives, 

\  =  —y—  Sin  lu  -\ -. —  cos  /w, 

.,       WV,    .    ,          \VV,         , 
t  =  sin /m .-  cos /m, 


Z  =--  /j/w 


)  fy^q^^- 


Ces  formules  peuvent  s'écrire,  en  désignant  par  W©,  W|,  Wj 
trois  fonctions  de  r, 

X  =  Wo  cos(\V, -f-  ///),       Y  =  Wosin(  Wj -+- lu),      Z  =  A(W, -h  /tt)  -h  W,; 

elles  représentent  des  hélicoïdcs,  qui  dépendent  de  deux  para- 
mètres h  et  /,  conformément  au  théorème  de  Bour. 

6.  Remarque,  —  Nous  avons  négligé  (n**  3)  l'hypothèse 

qui,  en  vertu  des  équations  (6),  entraîne 
{l'i)  VJ-i-Vo/*  =  o. 
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Comme  /*,  d'après  les  formules  (i)',  est  égal  à  la  dérivée  loga- 
rithmique, changée  de  signe,  de  W,  celte  dernière  relation  montre 
que  Vo  est  proportionnel  à  W,  ou,  à  cause  de  Téquation  (4),  que 

la  courbure  moyenne  est  une  constante  j,  •  La  fonction  AV  est  d'ail- 
leurs déterminée  par  Téquation  du  second  ordre 

qui  résulte  des  équations  (i  i)  et  (12),  et  qu'il  serait  facile  d'inté- 
grer. Mais  cette  équation  exprime  que  la  courbure  totale  est  con- 
stante et  égale  à  -r-j»  Ainsi  les  deux  rayons  principaux  sont  égaux. 
L'hypothèse  négligée  ne  donnerait  donc  que  des  sphères. 

7.  Second  cas.  —  Uéquation  (10)  est  une  identité.  —  Nous 
supposons  nuls  le  premier  membre  et  le  coefficient  de  sin  t.  Les 
deux  équations  ainsi  obtenues 


Vi-t-Vor\«        d   \\-\^r 


(14)  y^  Y,  Ts^         V^~"  -°' 

déterminent  à  la  fois  les  fonctions  Vo  et  W  et,  par  suiïe,  l'élénienl 
linéaire  proposé.  Les  surfaces  de  révolution  qui  admettent  cet 
élément  linéaire  ne  sont  plus,  comme  dans  le  premier  cas,  engen- 
drées par  une  méridienne  arbitraire.  Néanmoins  il  convient  de 
faire  voir  que  les  surfaces  qui  résultent  de  leur  déformation  et 
dont  les  rajons  de  courbure  sont  fonctions  Tune  de  l'autre  ne 
sont  pas  toutes  des  hélicoïdes.  A  cet  effet,  nous  discuterons  les 
équations  (i3)  et(i4)  et  le  système  (9),  en  supposant  la  quantité 
Vq  4-  Vo/'  d'abord  différente  de  zéro,  puis  égale  à  zéro. 

8.   Hypothèse  I.  —  La  quantité  V^  +  Vo/'  n'est  pas  nulle.  — 
Si  nous  faisons 

(.5)  ^^^  =  ., 

nous  pourrons  remplacer  le  système  (i3)  et  (i4)  par  celui-ci  : 

(If))  ij_ZL^'=l,  j^"__   j'2=cy4. 
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La  sccoiiile  éqnalion  s*int(;grc  aisémenl;  on  Iroiive  d^ahord 

ai'  =  — z=^=  9 

a  riant  une  arbitraire;  puis,  avec  une  nouvelle  arbitraire  i'o, 

j'  ît  t/a 

l  <j   =  = n 

(17) 

i  d'  ,- e?-*^'»'-*'u^ -4- C'*^^»'-*'^' 

f    —  =  ^  7*  -r  «  =  V  ^  F = ' 

si  la  constante  r/  n'est  pas  nulle;  si  f7  =  o,  il  vient 


^  » 


lloveiious   aux   rcpiations  |  ()),  maintenant  compatibles  et  qui 
s  écriront 

(h  n' 

Ou 

i         Oz 


i   _..  I'.:.  _  j^in-:  _  ^, 


âv 


Kn  y  substituant  successivement  les  expressions  (1^)  et  (18) 
de  7,  puis  intégrant,  nous  obtenons,  abstraction  faite  d'une  con- 
stante (|ui  s'ajouterait  à  //, 


s'rt  s  a 

--■    !»'-f,i  -  — («'-«'ol 


-  H-  7  )  =  F = ^3"g  ~^-* 


f       *  —  6»  * 


et,  dans  le  cas  où  a  =  o, 


-  -H  -  )   = 


i'o 


De  ces  formules,  on  déduit  facilement  les  expressions  de  p  et 
de  jx,  avant 


puis  les  autres  rotations,  ainsi  définies, 

w 


J 
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Pour  déterminer  les  fondions  V©  el  W,  il  faudrait  intégrer  le 
système  formé  par  l'équation  (i  5)  et  la  première  des  équations  (6 1) 

dont  les  seconds  membres  sont  maintenant  connus.  Les  fonctions 
Vo  et  r  une  fois  obtenues,  on  aurait  W  par  une  quadrature,  r 
étant  sa  dérivée  logarithmique  changée  de  signe. 

Mais  il  n'est  pas  nécessaire  d'effectuer  cette  intégration  pour 
voir  que  les  quatre  rotations  />,  y, />i,  q\  dépendent  à  la  fois  de  m 
et  de  r.  Or  on  peut  établir  que  pour  tout  hélicoïde  à  courbure 
totale  variable,  dont  l'élément  linéaire  a  été  ramené  à  la  forme 
W*(r)(/yw'-f- rfi**),  les  rotations  du  trièdre  considéré  sont  des 
fondions  de  v  seulement. 

D'autre  part,  on  ne  peut  pas  supposer  que  la  courbure  totale 
soil  constante;  car  Téquation 

r 
—  =  conn., 

qui  exprime  celle  propriété,  est  conlradictoii*e  avec  le  système  (it)^ 
où  0"  revêt  Tune  des  formes  (i-)  ou  (iSV  C'est  ce  qu'on  vérifierait 
sans  difficulté.  En  conséquence,  les  surfaces  dont  nous  venons  de 
nous  occu|>er  ne  sont  pas  des  liélicoïdes. 

U.  Hypothèse  11,  —  La  quantité  V^-f  \  o'csl  nulle.  Nous  avons 
\u  (n"  6^  que  celle  hvpolhrse  re\icnl  à  sup|>oser  confiante  la 
courbure  movenne 

W        k  ' 
VIors  Téqnalion  <  i  0  devionl  une  identilé:  Téqualion  (^i3^  tlonne 

v;  \  ;       W 

Nous  IrouNons  ainsi  les  surfaces  à  courbure  moxenne  constante 
applicables  sur  des  surfaces  de  révolulion  dont  réiément  linéaire 
sera  délerniiné  par  Téqualion  u'V»'.  On  en  déduit  «l'abord 
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puis,  en  remplaçant  V|  par  son  expression  actuelle, 

Telle  est  Féquation  qui  détermine  la  fonction  W. 
Dans  l'hypothùse  présente,  les  équations  (9)  donnent 

OU  dv 

On  voit  que,  si  a  n'est  pas  nul,  on  peut  prendre  t  =  aw,  et  sup- 
poser ('0  =  0.  Ayant  ainsi 

Vo= -T->  ^t=Trr7>         p  =  \\CO%aLU^        fA  =  Visinai«, 

nous  connaîtrons,  grâce  aux  formules  (1)'  et  (5),  les  six  rotations 
/?,/?!,  <7,  <7i,  r,  /'i,  dont  les  quatre  premières  dépendront  de  u  en 
même  temps  que  de  v.  Les  translations  étant  connues  aussi, 

à  chaque  expression  de  W  vérifiant  l'équation 

correspondra  une  surface  à  courbure  moyenne  constante  t  1  qui  ne 

sera  pas  un  liélicoïde  et  qui  sera  applicable  sur  des  surfaces  de 
révolution  à  courbure  moyenne  variable,  d'élément  linéaire 

11  convient  de  remarquer  que  notre  analyse  donne  toutes  les  sur- 
faces à  courbure  moyenne  t  qui  sont  applicables  sur  des  surfaces 
de  révolution. 

10.  En  supposant  a  ^  o,  nous  avons  écarté  seulement  les  héli- 
coïdes,  puisqu'ils  sont  caractérisés  par  des  rotations  indépen- 
dantes de //.  Soit  donc  maintenant  a  =  o;  cette  supposition  ne 
donne  que  des  hélicoïdes  à  courbure  moyenne  constante,  puisque 
les  rotations  sont  fonctions  de  i*  seulement,  la  fonction  t  se  rédui- 


tttV 
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saiil  à  une  constante,  et  elle  les  donne  tous.  L'élément  linéaire  de 
ces  hélicoïdcs  dépend  de  Téquation 

qui  s'intègre  par  une  quadrature  elliptique.  Connaissant  l'élément 
linéaire,  on  peut  déterminer  les  surfaces  elles-mêmes.  On  trouve 
ainsi  pour  le  profil  qui  les  engendre  l'équation 


dz  =   ; 


(p«-+-/i«)(pî-+-G)^p 


où  C  désigne  une  constante  arbitraire,  et  h  le  pas,  arbitraire  aussi, 
du  mouvement  hélicoïdal;  k  est  toujours  l'inverse  de  la  courbure 
moyenne  donnée.  Nous  ne  développerons  pas  ces  résultats.  Nous 
allons  les  retrouver  en  résolvant  un  problème  plus  général. 

11.  Proposons  nous  de  déterminer  tous  les  hélicoïdcs  dont  In 
courbure  totale  et  la  courbure  moyenne  sont  liées  par  une  rela- 
tion linéaire.  Les  surfaces  parallèles  à  un  liélicoïde  élant  elles- 
mêmes  des  hélicoïdcs,  il  résulte  d'une  remarque  importante  due 
à  M.  O.  Bonnet  {Nou\^elles  Annales  de  Mathématiques,  an- 
née iS5.'i;  p.  4^3)  que  les  hélicoïdcs  dont  la  courbure  totale  et  la 
courbure  moyenne  sont  liées  par  une  relalion  linéaire  se  dédui- 
sent dC'  hélicoïdcs  à  courijurc  lolalc  con^lanlo,  aux(|ucls  ils  sont 
parallèles.  Il  faudrait  donc  déterminer  ceux-ci;  mais  on  peut 
donner  une  solution  directe  du  problènie.  Soient  M,  N,  P  trois 
constantes  données  et  soit 


hi  relalion  ]>r(>[)osée.  D'après  les  formules  indiquées  au  n"  1,  la 
fonction  C2(p  )  (jui  définit  le  profil  générateur  des  hélicoïdcs  sera 
déterminée  par  r(''(|uation  diUércntielle 

•  loiil   I  iiil 'j;rtilc    II  ci|)|)iM'iiil  |)!i-  imiiHMliiilfiiK'nl .  Mais  on   |)<miI  rc- 
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marquer  que  les  coefficients  de  M  et  de  N  ont  respeclivement  pour 
expressions 

Tô  5^  p«(i  -i-o'i)-hA^'        p  5p  ^^Y^^'t^^/^i' 

Par  suite,  en  intégrant  et  désignant  par  Q  une  constante  arbi- 
traire, on   aura 

Mp«  2\p»9'  ^  ,      _ 


Cette  équation  détermine  ç'  en  fonction  de  p.  On  est  donc  ra- 
mené à  une  quadrature.  On  pourra  trouver,  en  particulier,  tous 
les  hélicoïdes  à  courbure  moyenne  constante  ou  à  courbure  totale 
constante.  Ces  deux  derniers  problèmes  dépendent  des  intégrales 
elliptiques.  La  remarque  de  M.  O.  Bonnet  prouve  qu'il  en  est  de 
même  du  problème  général  et  détermine  le  changement  de  va- 
riable et  de  fonction  qui  permettrait  de  le  vérifier. 


ERRATA. 

Page  i34,  équation  (3),  aa /féi£  </e  .-SCR'— p>-h  p'*),  /iie«  .•  3(R*— p«-+- p'^/. 
»      i34,  dernière  ligne,  au  lieu  de  :  4  Rr^,  lisez  :  4R'**- 
»      i4o,  ligne  a  en  remontant,  au  lieu  de  :  inscrit,  lisez  :  circonscrit. 
»      T4if  rigne  9  en  descendant,  ajouUs  :  Appelons  o,  o.,  o^,  o«  les  centres  des 

cercles  tangents  aux  trois  c6té5. 

»      i4i,  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  :  O.N.,  lisez:  o.N.. 
»      i4»,  dernière  ligne,  au  lieu  de  :  (p-^a),  lisez  :  (p  —  a)*. 
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